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Heinrich Weber +. 


Zum dritten Mal in einem Jahr haben die Mathematischen Annalen 
ein verehrtes Mitglied der Redaktion durch den Tod verloren. Wir be- 
trauern den Hingang Heinrich Webers, der am 17. Mai nach ganz kurzer 
Krankheit in StraBburg gestorben ist. Fiir seine engen Beziehungen zu 
den Annalen sind zwei Tatsachen bezeichnend: Des jungen Heidelberger 


Privatdozenten Abhandlung iiber A + . +i®u=0O durfte den ersten 


0x* 

Band der Annalen eréffnen, und noch zu dem letzten erschienenen Band hat 
der Siebzigjihrige Beitrige geliefert. Der Eintritt Webers in die Redaktion 
datiert von dem 42. Bande (1893). Seitdem hat er in seiner stillen Weise, 
durch eigene Veréffentlichungen und durch seine vielseitigen Beziehungen 
zu jiingeren Mathematikern, die auf seine Veranlassung uns ihre Arbeiten 
zur Verfiigung stellten, die Annalen wirksam geférdert. An den inneren 
Geschiften der Redaktion hat er mit Interesse und wohlwollendem, mab- 
vollem Urteil teilgenommen. 

Webers in den Annalen niedergelegte Verdffentlichungen kénnen kein 
erschépfendes Bild seiner Lebensarbeit geben, dazu ist sie zu umfangreich 
und zu vielgestaltig. Aber die Hauptgebiete seiner Titigkeit sind doch 
charakteristisch vertreten. Die beriihmte Abhandlung im ersten Bande der 
Annalen, in der zum ersten Mal die Eigenschwingungen einer Membran 
als Lésungen eines isoperimetrischen Variationsproblems gewonnen werden, 
ist wohl Webers bedeutendster Beitrag zu der Theorie der partiellen 
Differentialgleichungen der mathematischen Physik. Einige kiirzere Arbeiten 
sind den Besselschen und den Abelschen Funktionen gewidmet. Der Ab- 
schlu8 der Untersuchungen iiber die Abelschen Funktionen war in Webers 
Leben ein entscheidender Punkt, von da an beginnt seine Beschiftigung 
mit der Arithmetik, der Theorie der algebraischen Zahlkérper, besonders 
mit der komplexen Multiplikation der elliptischen Funktionen, die ihn den 
gréBten Teil seines Lebens gefesselt hat. Die Annalen besitzen in den 
drei Abhandlungen ,,Uber Zahlengruppen in algebraischen Kérpern“ 
(Bd. 48, 49, 50) den letzten, abschlieBenden Ausdruck der Gedanken 
Webers iiber diesen Teil seines Lebenswerkes, die Sitze itiber den Klassen- 
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kérper und die Ordnungskérper eines quadratischen Zahlkérpers von nega- 
tiver Diskriminante. Auch die Arbeiten, die Weber in den letzten Jahren 
den Annalen zur Verdffentlichung iibergeben hat, gehéren der Kérper- 
theorie an. 

AuBerdem verdanken die Annalen Weber die Nachrufe auf Paul du 
Bois-Reymond und Leopold Kronecker. Sie sind nicht nur hervorragend 
durch die glinzende Schirfe, mit der die wissenschaftliche Leistung der 
Verstorbenen herausgearbeitet und dargestellt ist; in ihnen kommt auch 
Webers schénes menschliches Gefiihl zum Ausdruck, seine Bescheidenheit, 
seine riickhaltlos bewundernde Anerkennung des Verdienstes, die warme 
Anhinglichkeit an seine Freunde. 

Auf die jungen Fachgenossen hat Weber vielleicht weniger noch 
durch seine in den Zeitschriften veréffentlichten Abhandlungen als durch 
seine Lehrbiicher gewirkt. Die ,,Algebra“, die ,,Partiellen Differentialglei- 
chungen“, die ,Encyklopidie der Elementarmathematik“ sind in aller 
Hianden, und jeder hat seine Freude daran und hat daraus gelernt. So 
sind wohl alle jiingeren Mathematiker Webers dankbare Schiiler, diejenigen 
aber, die ihn persénlich gekannt haben, gedenken auberdem mit Verehrung 
seiner schlichten Freundlichkeit, seines herzlichen Wohlwollens und seiner 
bereitwilligen aufmunternden Anerkennung. Wie viele ihrer sind, hat die 
Festschrift zu seinem siebzigsten Geburtstag bewiesen. 

Die Mathematischen Annalen betrachten es als eine ehrenvolle Pflicht, 
in einem spiiteren Artikel Webers Werk eingehend darzustellen und zu 
wiirdigen. Unserer Trauer iiber seinen Tod aber wollten wir schon an 
dieser Stelle Ausdruck geben. 
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Beitrage zur Theorie der Riemannschen Zetafunktion. 
Von 


Haratp Bonr in Kopenhagen und Epmunp Lanpau in Gittingen. 


Einleitung. 


Die vorliegende Arbeit enthiilt eine Reihe von Resultaten, die wir 
unter Annahme der Richtigkeit der Riemannschen Vermutung iiber die 
Nullstellen der Zetafunktion beweisen kénnen. Diese Vermutung lautet 
bekanntlich: Alle nicht reellen Wurzeln von €(s) = €(6 + ti) liegen auf der 


Geraden 6 = 7 Manche dieser Resultate tragen einen recht definitiven 


Charakter. Zu den wichtigsten Hilfsmitteln unserer Untersuchung gehért 
eine Methode, welche von Herrn Littlewood herriihrt und von ihm in 
einer kurzen, aber sehr inhaltreichen Note publiziert worden ist. 

Im folgenden werden wir mehrfach mit I, II, Ill, IV die Abhand- 
lungen zitieren: 

I) Bohr und Landau, Uber das Verhalten von {(s) und £,(s) in der 
Niihe der Geraden 6 =1 [Nachrichten von der Kéniglichen Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Giéttingen, mathematisch-physikalische Klasse, Jahrgang 
1910, S. 303—330]. 

Il) Landau, Zur Theorie der Riemannschen Zetafunktion [Vierteljahrs- 
schrift der Naturforschenden Gesellschaft in Ziirich 56 (1911), 8. 125—148]. 

III) Bohr und Landau, Uber die Zetafunktion [Rendiconti del Circolo 
Matematico di Palermo 32 (1911), S. 278—285). 

IV) Die oben erwihnte Note des Herrn Littlewood, Quelques consé- 
quences de Uhypothése que la fonction §(s) de Riemann n’a pas de zéros 


dans le demi-plan R(s) > > [Comptes rendus hebdomadaires des séances 
de l’Académie des Sciences 154 (1912), S. 263—266]. 


Indem wir nunmehr die Hauptresultate der vorliegenden Abhandlung 
im voraus kurz erwihnen, wollen wir nochmals hervorheben, daf diese 
1* 
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Resultate simtlich unter Annahme der Riemannschen Vermutung abge- 
leitet sind. 


Im § 1 beweisen wir: Es gibt eine positive absolute Konstante a mit 
folgender Eigenschaft. Fiir jedes @ der Strecke 0 < @ <-> und jedes reelle x 
hat die Ungleichung 

| log £(s) | > (log #)** 
im Gebiele 6 >1—0, t>rt eine Lisung. 
Dies Resultat ist deshalb recht bemerkenswert, weil Herr Littlewood 


(IV) andererseits aus der Riemannschen Vermutung die Existenz einer 
positiven absoluten Konstanten } erschlossen hat, so daB fiir jedes @ der 


Strecke 0 <0 <— im Gebiete 6 >1—0 
log (s) = o((logt)’*) 
ist; fiir jedes b > 2 beweist er dies nimlich. 


Es sei N(7) die Anzahl der Nullstellen von £(s), welche dem Recht- 
eck O< 6<1, O<t<T angehéren, und es werde 


N(T) —(,.. Tlog 7 — ++ 28°” 7) — pcr) 


gesetzt. Dann ist (mag die Riemannsche Vermutung wahr sein oder nicht) 
bekanntlich (von Mangoldt, 1905) 


P(T) = O(log T). 


Andererseits hat Landau (II) bewiesen, daB unter Annahme der Riemann- 
schen Vermutung 


P(T) + o(log log 7’) 
und sogar 


Mpea Toglog 7 <°-< 1M SYP Tog log T 


ist. Wir beweisen nunmehr in § 2 den weitergehenden Satz: Es ist bei 
passender Wahl einer positiven absoluten Konstanten c 


P(T) + O((dog 7) 


lim inf 7) . . co, lim sup- Pt). 
T=« (log T) T=0 (log 7’) 


und sogar 


§ 3 enthilt den Beweis des folgenden Satzes: Bei jedem ganzzahligen 
v > 1 ist auf der Geraden o = 1, d. h. fiir s =1+ ti 


* d’ log £(s) 


ds” 


= O((log log #)”). 


Durch diesen Satz wird es uns gelingen, unter Annahme der Riemann- 
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schen Vermutung die ,,wahre GréBenordnung“ jeder der Funktionen 


: were (also speziell der Funktion re) auf der Geraden 6 = 1 festzu- 


stellen; denn, wie in § 3 aus einem friiher von uns (III) bewiesenen Satze 
leicht gefolgert werden wird, ist (mag die Riemannsche Vermutung richtig 
oder falsch sein) fiir jedes ganze y >1 auf der Geraden 6 = 1 


d’ log £(s) 


a8” + o((log log #)”). 


Im § 4 schlieBen wir aus den Ergebnissen des § 3 einen Satz tiber 
spezielle Diophantische Approximationen, in welchen die Primzahlloga- 
rithmen vorkommen. 


SchlieBlich beweisen wir in § 5: Es sei ca <a<B<1. Dann nimmt 
f(s) im Streifen «<6 < B jeden Wert auBer 0 unendlich oft an. 


$1. 


_F® _ log p 
$(8) a Yn 
p,m 


Da diese Funktion fiir s=1 einen Pol erster Ordnung besitzt, und da 
(s — 15 fiir positiv ins Unendliche wachsendes s den Limes 0 hat, gibt 


Fir 6 > 1 ist 


&(8) 
es eine positive absolute Konstante k, derart, daB fiir s > 1 
(8) k 
— to <s—1 
ist. 
Desgleichen bezeichnen wir in der Folge mit k,, k,,... positive abso- 


lute Konstanten. 
Hilfssatz 1: Es gibt ein k, derart, dap die Ungleichung 
a > k, log log t 
fiir jedes reelle t in der Viertelebene 6 >1, t>t eine Liésung besitet. 
Beweis: Vgl. I, § 9; II, § 5; III, § 2. 
Zusatz: Wegen der fiir 6 >1 giiltigen Abschitzung 


F()| -__ &@) 
&(8) | &(6) 
k, 
< s—1 


ist in jedem Punkt, der die Bedingungen des Hilfssatzes 1 erfiillt, und fir 
den ¢t > 3 ist, 


k 
1<6<1+ Fig iogt’ 
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Auf Grund des Hilfssatzes 1 wahlen wir eine Punktmenge o, + ¢,i 
(mn =1,2,...ad inf.) derart, dab 
‘,=> 3, 
lim t= 00, 
1<6,<1+ 
(6, + t,#) 
| §(6, + tp?) 
Wir erinnern nunmehr an den zuerst von Herrn Hadamard*) ohne 
Angabe seines Beweises**) ausgesprochenen Satz***): 
Hilfssatz 2: Es sei 0<r,<r,<1;. Es sei F(s) fiir |s—s,|<r, 
regulir. Es seien M,, M,, M, die Maxima von |F(s) auf den Kreisen 
|$ — 8 | =, %,1%;- Dann ist 


k, 
k, log "1 , 


> k, log log #, . 


M, log n< M, “eS M, lo 
Um in der Folge die Rechnungen durchsichtiger formulieren zu 
kénnen, wollen wir auch den folgenden Hilfssatz 3 explizit aufschreiben, 
obgleich er ein unmittelbares Korollar des Hilfssatzes 2 ist. 
Hilfssatz 3: Es sei O0<1r,<1,<17,. Es sei F(s) fiir |s —s,| <r, 
reguliir. Es seien M,, M,, M, die Maxima von | F(s)| auf den Kreisen 


*) Sur les fonctions entiéres [Bulletin de la Société mathématique de France 
24 (1896), S. 186—187], S. 186. 
™*) Derselbe a. wie wir mit seiner Zustimmung erwihnen, etwa so: a sei 
F(s) 
irgend eine reelle Zahl. | @—s 
héchstens a also iiberall im Kreisring r,<|s—s,|<r, (weil ja jeder Zweig von 





ist auf |s—s, =r, héchstens = , auf |s—s,| =r, 








_F@) @ an jeder Stelle des Ringes regulir ist)’ < Max. (= , =). Daher ist 
(s —s,) - MM, oe 
t< 1 . Ss 
ra Max. ( ye? A) 


Wird im Falle M,>0 (sonst ist der Satz trivial) a 


a lo lo 
. g M,’ g.° 
gesetzt, 60 ergibt sich 


M, <M, (") 


Te. ‘ 
e a)" a! log a 
— M, (sz : 


wie behauptet. Vgl. auch die FuBnote auf S. 49—50 der wiihrend des Druckes dieser 
Arbeit erschienenen Notice sur les travaux scientifiques de M. Jacques Hadamard, 
Teil 2 (Paris, 1912). 


***) In dessen Nutzbarmachung fiir die Zetafunktion liegt die Pointe der Little- 
woodschen Untersuchung. 








di 


I 


Riemannsche Zetafunktion. 7 
$8 — 85|=7,%,75- Es sei ferner r,<2r,. Dann ist fiir jede Zahl M,*, 
die zugleich >1, > M, und < M, ist, 


1 m4-" 


M,> (x) ". 


Beweis: Aus der Relation des Hilfssatzes 2 folgt wegen M,*> M, 


m,* n< (m,*)* %. mM,” rs, 
also wegen M,*>1 


M. Se n< (i *)" " u,”* n , 


r, r 
log —* : log —* 
nm " 


M, 
M, = (57°) 
Nach Voraussetzung ist 
ff, 
3 = 1 < Re 
also 


log? = log (1 + a=") 


"1 %—*?, 
> .: =< * 
andererseits ist 


log * = log (1 a=) 


a 
<- : i. 
Daher ist 
Ts. Ys linn 
log: : log i > oe? 


womit wegen M,* < M, der Hilfssatz 3 bewiesen ist. 
Wir nehmen in der Folge an, dab die Riemannsche Vermutung 
richtig sei. 
Hilfssatz 4: Es gibt ein ks, so dap fiir jedes 0 der Strecke0<0< 5 
und jedes reelle t die Ungleichung 
(8) 


eo 4 0 
ra | > (os? 





im Gebiet 6 >1—0, t=>t eine Lisung besitat. 
Beweis: Wir kénnen fiir alle hinreichend groBen m den Hilfssatz 3 auf 
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ro~f 
Sy = S + t,t, 


n-3—(1+ cnet ); 


og log t,, 
= 3 —6,, 
t , 
=F — (1-9), 


M,* = = log log t,, 


anwenden. Denn fiir alle hinreichend grofen n ist nach Definition der 
Punkte 6,+ t,i erstens 0<1r,<1,<17,< 2r,, sowie M,*>1; zweitens 


© im Kreise |s — 8) Sr; regulir, da dieser den Pol s =1 nicht ent- 


5(8) 

halt und der Halbebene o >> angehort; drittens, da im Kreis s—s,|<,r, 
; 2k, ' 

jede Abszisse >1+ Kineket ist, 


2k 
M, <- (it ogg ) 
e(1 + k, log leg ..) 
< * log log ¢,, 
= M,*; 
viertens, da der Punkt 6,+ ¢,i auf dem Kreise s — s,| = r, liegt, 
M, > k, log log t, 
> M,*. 
Die Anwendung des Hilfssatzes 3 ergibt wegen 
M, ., I; log log t, 
= 2 log log t,, 


=2 
und 
2k, 
ai k, log log t,, 
2k, a 
k, log log t,, ¥ 


T— 1"; 
%™— 71; 


1+ 

— 
k, log log t,, 

k,@ 


— ok log log t, 





dic 
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die Abschatzung 


k,0 
2 log log ty 


M, > 24 


ky @ log 2 


= (logt,) “ 


ia @ 
> (log t,)**. 
Auf dem Kreise |s — s, = +r, liegt daher ein Punkt, in welchem 


: . k,@ 
(8) | 8k, 
Fe) | > Cost.) 


ist. Seine Abszisse ist > 1 — @; seine Ordinate ¢ liegt zwischen . +(1— 6) 
und te —(1— 6). Diese Ordinate ¢ wird also mit m umendlich, und 
wegen t, > te ist in jenem Punkte 

k,0 


o> (oe (St) » 


also fiir alle hinreichend groBen n 


k, @ 

o> ago 

Diese Ungleichung gilt also bei gegebenem rt in einem passend wiahlbaren 
Punkte der Viertelebene 6 >1— 06, t> +; die Zahl at = k, erfiillt also, 
was im Hilfssatz 4 verlangt wird. 

Wir gehen nunmehr zum Beweise des folgenden Satzes tiber, der das 
Hauptziel dieses Paragraphen bildet, und in dem, wie auck spiiter, log £(s) 
den in der von 1 bis + aufgeschnittenen Halbebene 6 > =: reguliren, fiir 
s>1 reellen Zweig bedeutet. 

Satz I: Es gibt eine positive absolute Konstante a mit folgender Eigen- 
schaft. Fiir jedes @ der Strecke 0<0< und jedes reelle x hat die Un- 
gleichung 

| log £(s) | > (log t)*” 
im Gebiele 6 >1— 06, t>t eine Lisung. 

Beweis: Wir bestimmen auf Grund des Hilfssatzes 4 eine Punktfolge 

s,= 6, + t,i(m =1,2,3,...ad inf.) derart, dab 
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¢,21-7, 
t,>2, 
lim t, = oo, 
£ (8,) > (lo Lys 
&(¢,) B". 


ist. Nun ist aber wegen 
f(s) __ dlog (8) 
£(s) ds 


nach einer Cauchyschen Ungleichung 


_ 6 
£6) mne von | log &(8) | mi s— 8, | -2 
$(,) |= 6 : 


2 





Es mége | log £(s)| sein Maximum auf dem Kreis | s — s,| = . im Punkte 
s =o +i annehmen; dann ist o’>1— 0, sowie fiir alle hinreichend 
groBen n die Ordinate ¢ >t, — 2 t und 


6 


ky 
[log &(s')| > $ (log t,) ? 


= ¥ (log(¢— 3) 


ky 
> (log t’)? ° . 
Die Zahl * = a erfiillt also, was im Satze I verlangt wird. 


k,@ 
a 


g 2. 


Es habe P(7) die in der Einleitung erklirte Bedeutung, und es sei 
die Riemannsche Vermutung wahr. 

Satz Il: Es ist bei passender Wahl einer positiven absoluten Kon- 
stanten c 

P(L) + O((log 7) 
und sogar 
ee co, lim sup . 
T=« (log T)° T=0 (log T')° 

Beweis: Bekanntlich (vgl. z. B. Il, §§ 1—2) ist fiir wachsendes, nur 

die Wurzelordinaten iiberspringendes 7’ 


P(T) = ~ are §(> + Ti) + 0(1), 








wo 


det 


ist 


we 


po 


lei 


N 


se 
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wo arc{(s) den Wert bezeichnet, der sich bei stetiger Fortsetzung lings 
der Ordinate 7 aus der Halbebene ¢ >1 heraus ergibt, in der 


are (8) = 3 log £(s) 
1 
=3 2 mp™ 
ist. Es sei nun fiir alle hinreichend groBen T 
P(T) <k, (log T° baw. — P(T) < k, (log 7)’, 
wo k, irgend eine absolute positive Konstante und ¢ irgend eine absolute 


positive Konstante < - bedeutet, a im Sinne des Satzes I genommen. 


Daraus werden wir einen Widerspruch zur Riemannschen Vermutung her- 
leiten. Damit wird dann natiirlich der Satz Il bewiesen sein; ¢ braucht 


in ihm ja nur z. B. die Zahl + zu bezeichnen. 


Unter der gemachten Annahme wire fiir alle hinreichend grofen 
wurzelfreien 7’ 


are ¢ (+ + Ti) <k, (log Ty baw. — are § (= + Ti) <k, (log T). 
Nun sei arc{(s) in der Viertelebene o > <, t>0O durch stetige Fort- 
setzung definiert, auf der Halbgeraden o = > t>0 einschlieBlich der 
Wurzeln als Limes von rechts. Dann ist fiir alle hinreichend groBen T 

are §(5 + Ti) <k, (log 7 baw. — are§ (> + Ti) <k, (log 7); 


denn in einer Wurzel ; + 7, ist bei positivem, zu Null abnehmendem «¢ 


are ¢ (5 + Ti) = lima ; (ares (> +(T, +2)i) + arc ¢(+ + (T, -«) i)) , 
Fiir alle 7 > 0 ist daher 
areg (= + Ti) <kg(log(7'+2))° baw. — arcg (> + Ti) <hy(log (7 +2). 
Wir wihlen eine absolute Konstante g, welche kleiner ist als die 
Ordinate der ersten Nullstelle in der oberen Halbebene und dem Intervall 
0<q<2 angehdrt. Aus der Viertelebene o > > t>q schneiden wir 
jede Nullstelle s, = +: + T,i durch einen Halbkreis nach rechts (der s, 
zum Mittelpunkt hat) derart aus, daB erstens jeder Radius < = ist, zweitens 
die Halbkreise sich nicht treffen, drittens der unterste nicht unter die 
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Ordinate q herunterreicht, und viertens auf jedem Halbkreis, wenn s” der 
obere bzw. s’ der untere Endpunkt ist, 


are €(s) < are €(s”) +1 bzw. are £(s) > are (s’) —1 
ist. Es bezeichne G das Gebiet, welches aus dem Halbstreifen : <o<4, 


¢t>q durch Weglassung jener Halbkreise entsteht. log §(s) ist in G (inkl. 
Rand) regular. Auf dem linken Rand (inkl. der halben Kreisperipherieen) ist 


are €(s) </h, (log (t +2+ 3)) +1 bzw. — are €(s)< k, (log ¢ + 2))° + 1, 
d. h. 

3 log £(s) < k, (log (¢ + 2))° baw. — Blog £(s) < k, (log ¢ + 2))°; 
auf dem unteren und rechten Rand ist 

| log £(s) | < kg. 

Also ist auf dem ganzen Rand von G 

Slog £(s) < k, (log (¢ + 2))° baw. — Slog £(s) < k, (log (¢ + 2))°. 
Fir 6 > ; ist bekanntlich bei wurzelfrei wachsendem ¢ gleichmabig 

Slog {(s) — O(log); 

wegen der Annahme der Riemannschen Vermutung gilt dies also im Innern 
von G gleichmiBig bei stetig wachsendem ¢. 


Nun werde ie a 
g(s) = ew toes) bzw. 9(s) = ef ost) 


gesetzt. Dann ist auf dem Rand von G 


9 (s)| < crime ny, 
im Innern 


| g(s) | < eho log (+2) 


Jetzt verstehen wir unter logs resp. (logs)’ den in der von 0 resp. 
1 bis — co aufgeschnittenen Ebene reguliiren Zweig, der fiir s >1 positiv 
ist. Dann ist auf dem Rand von G und im Innern gleichmibig 


logs = log ¢ + O(1), 
(log s)’ = (log ¢)’ + O(dog f°). 
Auf dem Rande und im Innern ist also durchweg 
2(log ¢-+ 2))° + hy > R (log s)° > + (log (t+ 2))° — hyy. 
Wir setzen nun 


h(s) = 9 (8) 


Pe k, (logs)® ? 








dann 


im | 


Nac 


folg 


die: 


die 
her 


al: 


in 
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dann ist auf dem Rande von G 


|9(s)| 
108) | = 53, (00807) 


< e* (log (t + 2))° —k, (log (¢ + 2))° + 2k, ky 


_ kys, 
im Innern 


|h(s)|< ghrolog (¢ +2) —k, (log (¢+2))° + 2hy bis 
= O(t*). 


Nach dem bekannten Satze der Herren Phragmén und Lindeléf (vgl. z. B. 
I, S. 316) ist daher im Innern 


|h(s)| Sys, 
folglich 
| 9(s)| = |h(s)| e** 8G” 
< kyo" 8 (¢+2))°+ 2h, ky ; 
R log g(s) < k,,(log (¢ + 2). 
Das bedeutet 


3 log £(s) << k,,(log ¢+2))° baw. — J log§(s) << k,,(log ¢+ 2)); 
dies gilt in G, also speziell im Gebiet —§ <6 <4, t>2. 

Die Anwendung der bekannten Carathéodoryschen Ungleichung auf 
dic Kreise mit dem Mittelpunkt 2+ ¢i und den Radien +, ~ ergibt da- 
her fir ¢> ~ auf der geraden Strecke von - + ti bis 2 + ti 


5 7 
|log ¢(s)| < log £(2) + log ¢(2) + + 2k,, (log (t+ 2-+-2))° 
7 t 


< k,,; (log #)°. 
Folglich ist in der Viertelebene 6 > — t>2 
| log £(s) | < hyg(log t)’, 


also wegen ¢ < . fiir alle hinreichend groBen ¢ und 6 > : 


| 


ai 
|log ¢(s)|< (logt) °, 
im Widerspruch zu Satz I (niimlich bei der Wahl 0 = <): 


Damit ist der Satz ll bewiesen. 
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§ 3. 
Es sei v eine ganze Zahl >1 und fest. Fir o>1 ist 


f , a” log f(s 
f,(s) = (—1)” on) 


- > m’~! log” p 
ne 


p,m 


Da diese Funktion fir s=1 einen Pol »“* Ordnung besitzt, und fir 
positiv unendlich werdendes s ihr Produkt mit (s—1)” gegen 0 strebt, 
so gibt es eine positive Konstante K,= K,(v) derart, daB fiir s>1 


K, 
f(s) < (s— 1)” 


ist. Wir wollen nunmehr aus der Riemannschen Vermutung den folgenden 
Satz beweisen. 


Satz Ill: Bei jedem ganzzahligen v>1 ist auf der Geraden 6 = 1, 
d. h. fiir s=1+ ti 


d”\ ) 
aie = O((log log #)”). 
Beweis: Aus der Riemannschen Vermutung folgt bekanntlich (vgl. 
z. B. IV) fiir 6 >= 


log £(s) = O(log ¢); 


daher ist fir 6 > - + + = —_ da ja v fest ist, 
| d” log &(s) | 
f(s) = . ds” 
v! Max. von | log £(s)| auf dem Kreis um s mit dem Radius : 


<—— - 
(¢) 
= O(log ¢). 


Es werde nunmehr angenommen, der Satz III sei fiir ein wv falsch. 
Dann giibe es eine unendliche Folge von Zahlen ¢,>3 mit lim t,= co 


derart, daB die durch = 
definierte Zahl «, mit m ins Unendliche wichst. 








an 


sO 


Vi 
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Wir kénnten alsdann fiir alle hinreichend groBen » den Hilfssatz 3 auf 


F(s) =7,(8); 
t, ; 
so = 2 +> t,%, 
t, 1 
a 3 (1 + log log i) 
th 
%= — 1, 
t, 65 
see 


M,* = K, (log log t,)’ 
anwenden. Denn fiir alle hinreichend groBen # ist erstens 
0<1< 1% <173< 2%, 


sowie M,* > 1; zweitens f,(s) im Kreise |s—s,| <r, reguliir; drittens 


1 
M, Sf,(1+ icetege) 
< K, (log log t,,)” 
= U,*; 
viertens, da der Punkt 1 + ¢,i auf dem Kreise |s — s,| = r, liegt, 
M, = a, (log log t,)” 
> K, (log log t,,)” 
= M,*. 
Nun ist aber 


M, ey 
M,* 2 K, 
und 
1 1 
—T, 6 * log log t,, 
f—' We 
- log log t,, 


1 
> | log log?,. 
Der Hilfssatz 3 ergibt also fiir alle hinreichend groben x 


1 
iB log log t, 


M, > (5) 











—_ 
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Auf dem Kreis |s — s,| =r, liegt daher ein Punkt, in welchem 


\f,(8)| > (logt,)® * 


ist. Die Abszisse dieses Punktes ist > - seine Ordinate liegt zwischen 


7s st, 5 , ; 
3 + | und ~*— |: Die Ordinate wird also mit m unendlich; wegen 


t_> ; ¢ ist in jenem Punkte 


If.(9)|>(log(54))" *, 


also fiir alle hinreichend groBen n 
36x 
f,(s8)| > (ogt)”  *. 
Da aber a, mit m ins Unendliche wiichst, so widerspricht dies der obigen 
5 


fir 6>— 


giiltigen Gleichung 
f,(s) = O(log ?). 
Damit ist der Satz [II bewiesen. 
Durch diesen Satz III ist es uns, wie in der Einleitung erwiihnt, 
gelungen, unter Annahme der Riemannschen Vermutung fiir alle vy = 1, 2, 3,--- 


die wahre GréBenordnung der Funktion /,(s) = (— 1)’ 3 ane auf der 


Geraden 6 = 1 festzustellen. Wir haben niimlich friiher (III, § 2) bewiesen: 
Es ist fir 6 > 1 
f,(8) + 0 (dog log 6”); 











d. h. es existiert ein K, = K,(v) > 0 derart, daB die Ungleichung 

f,(8)| > K (log log ¢)” 
fiir jedes t im Gebiete o>1, ¢>r eine Lésung besitzt, und hieraus 
kénnen wir durch die folgende (unserer flteren aus I, § 5 nachgebildete) 
SchluBweise ableiten, daB auch auf der Geraden 6 = 1 


f,(8) + 0 (Gog log #)”) 
ist, genauer, dab 


. y(l ti) 
ima ia 
ist. 
Wiire dies nimlich nicht der Fall, so giibe es ein h < K, derart, dab 
von einer gewissen Stelle an, d. h. fiir alle ¢>r 


f,(1 + ti) | < h (log log t)” 
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wire. t kann dabei >3 angenommen werden. Wir betrachten alsdann 
im Gebiet 1 < 6 <2, t¢>r die dort regulire Funktion 


—_ f(s) a 
9(s) = (log logs)” sy’ 


hierbei bezeichnet loglogs den in der von 1 bis — oo aufgeschnittenen 
Ebene reguliiren Zweig, welcher fiir s>1 reell ist, und y ist eine so 
gewihlte positive Konstante, daB auf der unteren Randstrecke ¢ = 1, 
1<6<2 und dem rechten Rand 6=2,¢>r 

g(s)' <h 


ist. Auf dem linken Rand 6 = 1, ¢>r wiire (nach der zu widerlegenden 
Annahme) 


'f,(8) |< h (log log t)”, 

also wegen der dort giiltigen Ungleichung (vgl. z. B. I, § 5) 
| log log s | > log log¢ 

h(loglogt)” |o+ti 


9(8) < (log log t)” |ot+y+ts| 
<h. 
Also ist auf dem ganzen Rande des Gebietes 1 << o <2,t>r 


|9(s)| <h. 
Fir 1<o6< 2 ist gleichmiBig (vgl. I, § 5) 


- | log log s 
lim log log t 


t=o 
Wegen der im Innern des Streifens gleichmiBig giiltigen Relation 
f,(8) = (— 1) Sere 
= Of) 
ist daher dort gleichmibig 
. t t 
g(s) = 0( ) 


(log log t)” t 
= O(t). 
Der Phragmén-Lindeléfsche Satz ergibt also im Innern des Gebietes 


g(s) Sh, 
d. h. 


'f,(8)| Sh ST | log log s |’. 


Mathematische Annalen. LXXIV. 2 
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Der Quotient der rechten Seite durch (loglog?)” hat bei ¢ = co gleich- 
miaBig fiir 1<o<2 den Limes h; also wiire gleichmabig fir 1<o<2 
° fr(s) j 
linn. StP og log ty =" 
dies giilte also gleichmiaBig fiir o >1, was wegen h < K, einen Wider- 
spruch darstellt. 
Also ist, wie behauptet, 
f,(1 + ta) + 0 (dog log #”). 

Wir gehen nun zur Betrachtung der GréSenordnung der Funktion 
f,(s) = (—1)” hn Li in der Halbebene 6 > 1 iiber. Wie oben erwihnt, 
ist einerseits fiir 6 > 1 

f,(s) + 0 (log log #”). 
Andererseits folgt unmittelbar aus der fiir ¢ = 1 bewiesenen Abschiitzung 
f,(8) = O(log log 4”), 
d. h. aus der fiir ¢>3 giiltigen Ungleichung 
[f,(L + #8) | < Ky (log log t), 
daB auch fiir 6 >1 
f(s) = O (og log ¢)”) 
ist; denn sonst hiitte die Ungleichung 
f(s) | > (Ks + 1) (log log t)” 
bei jedem rt in der Viertelebene 6 >1, ¢> +r eine Lésung, und hieraus 
wiirde nach dem vorangehenden Beweis folgen, dab 
5 f(A + ti) . 
lim sup (log log 6)” > K,+1 
> K; 


wire. 
Auch fiir 6 >1 gilt daher das oben fiir ¢ = 1 gefundene Resultat 


a’ log f(s) |= 0 ((log log t)”), 
ds" —_ | + 0 ((log log &)”). 


§ 4. 

In diesem Paragraphen wollen wir aus dem Resultate des § 3, also 
unter Voraussetzung der Riemannschen Vermutung, einen Satz tiber Dio- 
phantische Approximationen ableiten. 

Es seien die N reellen Zahlen 7,, 7,---, 4, sowie die ganze Zahl 
q> 1 beliebig gegeben. Dann hat Kronecker bekanntlich bewiesen: Es 
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gibt ein ¢ im Intervall 1<¢<q’%, welches nebst gewissen N ganzen 
Zahlen 9,, 92,*--,;9y die N Ungleichungen 


1 
oe |< q’ 
ae 
ity — 92 |< q’ 
1 
|¢ny— Iy | a 5 
befriedigt. 
Durch Anwendung dieses Satzes auf den speziellen Fall 
~~ log p,, 
q=6 
(wo p, die n* Primzahl] bedeutet), wo also die Ungleichungen 
1 
|tlog p,—9,.|<% (n=1,2,---,N) 
durch ein ¢ des Intervalls 
l<cigedety 


(nebst zugehérigen ganzen g,) befriedigt werden, haben wir in einer 
friiheren Arbeit (IJ, § 2) das schon oben erwihnte Resultat bewiesen: 
Es ist fir 6 >1 

& (8) 

£6) + o (log log ?). 
Nun haben wir in § 3 der gegenwiartigen Abhandlung andererseits aus 
der Riemannschen Vermutung abgeleitet: Es ist fiir « > 1 

f(s) 

&(8) 
Wir wollen nunmehr umgekehrt aus diesem Resultate tiber die Zeta- 
funktion einen Satz tiber die obigen speziellen Diophantischen Unglei- 
chungen herleiten, namlich den 


Satz 1V: Es gibt zwei positiye absolute Konstanten a, und a, mit 
folgender Eigenschaft. Wenn die N Diophantischen Ungleichwngen 


= O(log log ¢). 


1 
|¢ log p,—9,|<% (n= 1,2,--.,N) 
durch die Zahl t >1 befriedigt werden, ist 
t>en%™, 


Vorbemerkung: Die obigen N Diophantischen Ungleichungen, welche 
nach Kronecker fiir alle N eine Lisung im Intervalle 1 < ¢ < e#*'”" be- 
Q* 
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sitzen, haben also, wenn die Riemannsche Vermutung richtig ist, fiir kein 
N eine Lésung im Intervalle 1 <¢<e**™. 
Beweis: Es ist fir o > 1 
=_ = log p 
£(s) — > p™ 
p,m 
1 
- >" +00, 
Pp 
wo D(s) eine fir ¢> : absolut konvergente Dirichletsche Reihe ist; 
speziell ist also fir 6 > 1 
D(s) = O(1). 
Es sei der Satz IV falsch. Dann wiirde offenbar zu jedem «> 0 eine 


ganze Zahl N = N(«) > 2 derart existieren, dab die N Diophantischen Un- 
gleichungen 


|t log p,—9,| < ; 


> 


(n= 1,2,---, N) 


durch ein ¢ des Intervalles 1 <¢< sc e’* erfiillt sind. [Denn sonst hitte 
ein gewisses «=, die Eigenschaft: Fiir alle N> 2 ist jedes ¢>1, das 
jene N Ungleichungen befriedigt, > -- e¥®: fiir alle hinreichend groBen N 


(d. h. fiir N > N,) ist jenes ¢ folglich >e”*; bei passender Wahl eines 
a, > 0 wiire also fiir alle N>1 jenes ¢ (da ¢=1 offenbar wegen 


log2 =0,6--- nicht zulissig ist) >e%**; die Zahlen a, und a, = “ 
wiirden also den Satz befriedigen.| 


Wir werden zeigen, daB diese Annahme zu einem Widerspruch mit 
dem Resultate 


¢ 
Be = O(log log ¢) (fiir 6 > 1) 


des § 3 fiihrt, d.h. zu einem Widerspruch mit der Relation 


> “EP = O(log log ¢) (fiir 6 > 1). 
P 


Es sei ¢>0. Die ganze Zahl N= N(e)>2 und das t=t,=#,(N) =¢,(«) 
auf der Strecke 1<t<,"e%" seien so gewihlt, daB 


| t, log p, — 941 <> (m= 1,2,---, N) 
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ist. Wir setzen alsdann ¢, = ¢,(e) = 22%; dann ist fir 1<n< N 
| t log p, — 2x9, | < a 


also 


cos (t, log p,) > 


Es sei 6 eine positive Zahl, tiber die wir spiater noch verfiigen wer- 
den; wir betrachten die Funktion 


f(s) —1+ EP 


n=1 


im Punkte 1+ 6 + 4%, wo ¢, das obige ¢,(e) bedeutet. Dann ergibt sich 





1 
rasernpinli+ ptetn 


n=l n 








whe .) _logp, | _ > log Pp, 
=\'+ ; pite+ns! 1+d+h8 
n=N+1Pn 
i 2 | 1 
og p Og P. 
21+8 +d+hi r 1+d+hi 
a=l1 Pr n=N+1 Pr 








\ — 1 
>+ +, re cos (#, log p,) — aut 


n=N+14n 
log p, . log p 
> (23 +, > 1) a 148 
P, n=N+1 Pr 
1 c log p,, 3 . log p 
- (1 + es) ~? > pte 
8 n=1 Pn n=N+1 


Nun ist fiir 6 >0 bei passender Wahl einer positiven absoluten Kon- 
stanten a, < 1 


log p, i+é) 
1+ Seay > Sts 
und nach Tschebyschef fiir z>1 bei passender Wahl eines a, > 1 
o(2) = a log p < a,z. 


peer 


Daher ergibt sich 
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= i+d 3 
If +0+4i| > e5*% _ 3 


v=pyt+l 


~ 9359 § So0r(sa— za 'yn)+ 


¥ PN 


v+l 


i+d d 
> Ft Sastry fist 


po PN 


S048 _ 4049 
> “2a St 1+d 


att) sate 1 


2d 28 op? 
_ SA +9) (2- ‘s,) 
4d ap 4 
aor +4) _ ba, 
> (2 =H) 


also 


IMA+8+49|> fy (2-5): 


Nunmehr wihlen wir 6 = d(N) = d(e) so, daB 


a, 
ist; d. h. wir setzen 
ice log (6a,) — log a, 
log N . 


was >0 ist. Fiir dies 6 ist 
[f(L+d+ti)|> 4% 


=a, log N, 
wo a, eine positive absolute Konstante ist. 
Wegen 
22<t<e™ 
ist 
log log t, < « log N, 
also 


f(1+6+4,4)| > * log logt,. 
Fiir jedes ¢ > 0 ist also die Ungleichung 


[F()| > % log log 





9(») — O(» — 1) 
yi +0 


3 2 
2 py 


(Py) 
1+0 
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im Gebiete 6 > 1, ¢ > 2a lésbar, was mit 


108 Pn = O(log log #) (fiir 6 > 1) 
n=1 * 
in Widerspruch steht. 


Es werde wie bisher angenommen, daf die Riemannsche Vermutung 
wahr sei. 


Fiir jedes o’ > + ist bekanntlich, wie schon erwihnt, in der Halb- 
ebene 6 >o gleichmibig 
log €(s) = O(log #). 
Herr Littlewood (IV) hat fiir + <o’ <1 in der Halbebene o>’ sogar 


mit jedem ¢ > 0 
log (s) = O((log §2¢-0+*) 


bewiesen, wihrend fiir o’ > 1 in der Halbebene 6 > 0’ 
log ¢(s) = O(1) 
trivial ist. Andererseits haben wir in § 1 die Existenz einer positiven 
absoluten Konstanten a bewiesen, soda8 fiir - <o <1 in der Halb- 
ebene 6 > 0’ ; 
log §(s) + o((log )*¢-”) 
ist; fiir o >1 ist in der Halbebene 6 >o’ bekanntlich*) 
log £(8) + 0(1). 
Wir definieren nunmehr v = v(o’) fiir o > : als untere Grenze der x, 
fiir welche in der Halbebene 6 > o’ : 
log £(s) = O((log 4”) 
ist; nach dem Gesagten ist v fiir jedes o’ >> eine endliche Zahl derart, 
daB fiir jedes « > 0 
log €(s) = O((log #)”**) 
log £(s) + O((log "-*) 
ist; fiir o’ >1 ist nach dem Obigen 
v(o’) = 0, 


und 


*) Denn sonst wire lim log £(o’++-1-+ ti) = 0, also lim £(6 +1+¢##) = 1, wiihrend 
t=o t=o 
aus der Beweismethode des §1 der Arbeit I sofort 
lim sup | §(6’ + 1+4#i)|=E(0 +1)>1 
t=o 
folgt. 
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wahrend fiir ; <o <1 nach dem Obigen 


v(o)>0 
ist und die Ungleichungen 


a(l—o’) < o(¢’) < 2(1—0’) 
erfiillt. Offenbar nimmt »(o’) mit wachsendem o’ niemals zu. 
Wir behaupten nunmebhr den 


Hilfssatz 5: Die fiir o > * definierte Funktion v(o’) ist eine kon- 
vexe Funktion. 
Vorbemerkung: Die Behauptung lautet: Wenn ; <6,<6,< 6, 


und dabei 6, =” T% ist, so ist 
v(6,)< S (v(o,) + v(@,)). 


Beweis: Wir wenden den Hilfssatz 2 fiir alle ¢ > 206, an auf: 


F(s) = log £(s), 
t 


= 5 t+ ti, 
t 

_~_ te 
t 

sae 2 — 63, 
t 

=> %- 


Die Voraussetzungen jenes Hilfssatzes sind offenbar erfiillt, da 
0<71< "<1; 


ist, und der Kreis |s—s,| <r, den Punkt 1 nicht enthialt. Wegen der fir 
jedes ¢ > 0 giiltigen Relationen 


M, = 0((log (¢+ £—.,))”*’) 
= 0 ((log fy") + *) 


M, = 0 ((tog (t+ ; _ «))””’) 


= O((log #)"()**) 


und 


ist nach Hilfssatz 2 


log vs log “hg log "2 log 
: —:k 
M, < M8" My 


‘ 


log — log 2 
(¥(o4) +2) ——"® + (v(0,) +e) —* 
log —* on 
=O (log ¢) oe ’ 





N 
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Nun ist aber wegen 


und 


einerseits 
%, '—"s 
log log ( 1+ a ) 


t=@ log ’* =* log (1+ —*) 
1 1 





andererseits 








‘=© log” fn@ log (1+ =") 
1 1 


Daher ist 





M, = O (dog yerm+9(5 ++) + (r(o,)+2) (5 + ‘)) 
2 


also bei jedem ¢ >0 
: (v(a,) + ¥(a, )) +e 
M, — 0 (log t)? sities ); 


? 


speziell auf der Strecke o, + ti bis 2 + ti ist also gleichmabig 
4 1 
i (¥(a,) + ¥(0,)) + 
log £(s) = 0 (dog t)* ). 
Dies gilt also in der Halbebene o > 6, gleichmifig, womit 


v(6,)< ; (v(6,) + ¥(@;)) 


bewiesen ist. 
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Aus dem bewiesenen Hilfssatze 5 folgt nach einem bekannten Satze 


tiber konvexe Funktionen, dab v(o’) fir o >+ stetig ist. AuBerdem ist 


fir —<6,<0,<1 

v(4,) > v(6,); 
denn aus der Konvexitiit folgt 

1—s, —=—@ se 
¥(:) < ae (a) + Fe (1); 

wegen v(1) = 0 < v(6,) ist daher 

v(6,) < v(4,). 
Dies letzte Resultat (naimlich, daB das Gleichheitszeichen ausgeschlossen 
ist) wird fiir das Folgende von ausschlaggebender Bedeutung sein. 

Hilfssatz 6: Es sei ; <6,<6,<1. Dann gibt es eine Zahl 


v = v(6,,6,) > 0 mit folgenden Eigenschaften. In der Viertelebene 6 > 6,, 
t>3 ist bei passender Wahl einer konstanten, d. h. von o und t nicht 
abhiingigen positiven Gripe K = K(o,, w) 
Ig(s)| < ex ona, 
wiahrend fiir kein k >0 in der Viertelebene 6 > 6,, t >3 durchweg 
| €(s)| < oF (log ty? 
ist. 
Beweis: Wir werden zeigen, daB die Zahl 
v= 5 ((%) +» (*F%)) 
diese Eigenschaft hat. 
Wegen 


y > v(6,) 
ist fiir 6 > 6, gleichmabig 


log §(s) = O((log t)”), 
also bei passender Wahl von K fiir 6 >o6,, ¢>3 
|log §(s) | < K (log ¢), 
[g(@)| < eet 
< eX(los 9” 


Andererseits ist fiir « > STS wegen 
y<v (* 1*) 


log €(s) + O((log #)”); 
zu jedem k > 0 existiert daher eine Zahl o’ + t’i derart, dab 





ist 


tic 
de 


ist 


kK 


is' 


is 


je: 


ti 
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2>0'> 47% : 
t'>7 
ilog £(s’)| > # (og ¢’)¥ 
ist. Wir wenden nun die Carathéodorysche Ungleichung 


IF()| <=, |F@)|+ 24%, 


wo A das Maximum von RFs) fiir |s—s,|—r bedeutet, auf die Funk- 
tion F(s) = log §(s) und die Kreise mit dem Mittelpunkt s, = 2 + ¢’i und 


den Radien g=2—%t% und r=2—o, an. Dann ergibt sich fiir 


|s —8 | <@, also speziell im Punkte s =o + t’i 
A>*s,° |\F@|— > |F()! 
F=<——@ a r cat ee 
>= Kk’ (log t’)¥ : ” log £(2). 


Es liegt also auf dem Kreise |s—s,|—r ein Punkt 0’ + ¢”i derart, daB 


—" e—s) 


= «, 18 £(2) 


ist; seine Abszisse o” ist > ,; seine Ordinate ¢” ist > ¢’—(2—6,) und 

<t'+ (2—e6,). Es ist daher t” >¢#’—2>5 und t’>t” —2. Zu jedem 

k’ > 0 gibt es also einen Punkt o” + ¢”’i derart, dab o’>o,, t’>5 und 
R log §(6” +t” %) > ¢,k (log (¢” —2))¥ — e 


ist, wo c,>0O und c,>0O nur von 6, und 6,, nicht von k’ abhiingen. 
Hieraus folgt aber unmittelbar, daB es zu jedem &>O einen Punkt 
s=o+ti im Gebiete 6 >6,, ¢>3 derart gibt, dab 


R log £(s) > k (log t), 


|€(s)| — eos te) 
> (log ¥ 


R log &(6" +t” i) > ma 5K (log ¢’)¥ — 


d. h. 


ist. Damit ist der Hilfssatz 6 bewiesen. 

Wir gelangen nunmehr aus der Riemannschen Vermutung zu dem 
wichtigen 

Satz V: Es sei = + <a<p<l Dann nimmt £(s) im Streifena<o<p 
jeden Wert aufer 0 ncaa oft an. 

Beweis: Es ist also zu beweisen, daB bei gegebenem rt > 3 die Funk- 
tion €(s) im Gebiete a<6< 8, t>r jeden Wert auBer 0 annimmt. 
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Nach dem Hilfssatz 6 gibt es eine Konstante 


ewe ly -"*, 9 


derart, daB bei passender Wahl von K>0 im Gebiete o>“** 1>3 
|$(s)| < extos” 
ist, wihrend es keine Konstante k >0 gibt, sodaB im Gebiete 


satt?_'=*, e>3 
durchweg 

| &(s)| < etosor 
ist. 

Wir erinnern nunmehr an den folgenden von Landau herriihrenden, 
funktionentheoretischen Hilfssatz (I, § 6): Es sei F(s) fiir |s—s,| <r re- 
gular, +a und +b, wo a und b zwei verschiedene Konstanten sind. Es sei 
0<#< 1. Dann ist fiir |\s—s,| < Or 

Diog( Fis) +2) 
|F(s)|\<e %-? 
wo D= D(a,b) bei festen a,b eine positive absolute Konstante ist, d. h. 
nicht von F(s), 8, r, & abhdngt. 

Es werde angenommen, der Satz V sei falsch; dann giibe es zwei 

Zahlen a= 0 und b +0 derart, dab fir «<6 <6, t>r bestindig 


? 


(s) +a 
und 
§(s) +b 
ist. Wir wenden nun den genannten Hilfssatz an auf: Die Funktion 
F(s) = &(s), 
den Punkt 


s = TFs ti, 
wo t>r+ fe ist, den Kreis 
|$— 8 <fotear 
und die Zahl 


1 


t= +: 


Die Voraussetzungen des Hilfssatzes sind, da das Kreisinnere |s—s,|<r 
dem Gebiete «<o6< 8, t>r angehért, offenbar erfiillt. Der Hilfssatz 
ergibt also fiir |s—s,)< @r=— —, also insbesondere auf der horizon- 
talen Strecke =+6 - 7 + ti bis * B + ti die Abschitzung 





LE(s)} < e2P lout 214)\ +2), 








Riemannsche Zetafunktion. 29 


Bei Benutzung der fir 6 >“t, ¢>3, also insbesondere fir 6 —“+8 , 
t>r+ > giltigen Ungleichung 

|€(s)| < exon” 
ergibt sich also im Gebiet 


a+p fP—a «+p a 
s 4 ses 2”? t20+"— 


die Abschitzung 
|E(5)| < et vine or to00" 4) 
< eFilloss)” 
wo K,, sowie in der Folge K, und K, positiv ist und nicht von s abhingt. 
1 2 3 P 
Hieraus folgt unmittelbar, daB fir “+? @—* <g<“tP y>3 
|£(s)| < eX Coen” 
ist. Weil aber fiir « >“ ma 4 t>3 





1&(s)| < extosa® 
ist, so ergibt sich schlieBlich fir o>***_P—* ¢>3 


£(8)| < ets ton" 
im Gegensatz zu der Tatsache, daB fiir kein k >0 im Gebiet 6> =F _ i . 
t>3 
| E(s)| < eae” 
ist. 
Damit ist der Satz V bewiesen. Er lehrt offenbar, da® unter An- 
nahme der Riemannschen Vermutung {(s) fiir jedes «>0 im Gebiet 


k <6< - + saimtliche Werte unendlich oft annimmt. 


SchluB. 


Aus den Betrachtungen der vorliegenden Abhandlung wollen wir noch 
eine neue Kigenschaft der Zetafunktion folgern, die sicher richtig ist, mag 
die Riemannsche Vermutung wahr oder falsch sein: Es existiert eine reelle 
Konstante c derart, daB £(s) fiir jedes « >0O im Streifen c—e<o<c+e 


jeden Wert unendlich oft annimmt. In der Tat sei @ diejenige Zahl > ; 


fiir welche €(s) bei jedem «> 0 zwar in der Halbebene 6 > 6 —é un- 
endlich viele Nullstellen hat, in der Halbebene 6 > @ + ¢ dagegen nicht; 
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wir behaupten, dab ¢ = 6 die erwihnte Eigenschaft hat. Denn entweder 
ist @< 1; dann erhilt die Beweismethode der $$ 1 und 5 offenbar, daB 


f(s) im Streifen @ + > <6<6+ 8 jeden Wert auBer 0 unendlich oft 


annimmt, und die Behauptung ist richtig. Oder es ist @= 1; dann folgt 
die Richtigkeit der Behauptung unmittelbar daraus, daB Bohr (Uber das 
Verhalten von §(s) in der Halbebene 6 >1 [Nachrichten von der Kénig- 
lichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, mathematisch-physi- 
kalische Klasse, Jahrgang 1911, S. 409—428]) bewiesen hat: £(s) nimmt 
fir 1<o6<1+86 jeden Wert auBer 0 unendlich oft an. 


Géttingen, den 12. November 1912. 








ne =~ —_—- & & BW = 


a ont 1A ny Gh 


ee == ee 








E. Jacozsstuar. Diophantisehe Gleichungen. 31 


Diophantische Gleichungen im Bereich aller ganzen algebraischen 
Zahlen. 


Von 


Ernst JACOBSTHAL in Berlin-Wilmersdorf. 


Einleitung. 


DaB zwei ganze algebraische Zahlen « und 6 stets einen gréBten ge- 
meinsamen Teiler besitzen, der sich homogen und linear aus « und # zu- 
sammensetzt, ist ein bekanntes Ergebnis der Idealtheorie und ohne Benutzung 
dieser Theorie noch nicht bewiesen worden. Vom Standpunkt der diophan- 
tischen Gleichungen aus handelt es sich hierbei um die Auflésung der 
diophantischen Gleichung ax + By = y, die die wesentliche Eigenschaft 
besitzt, in z und y linear und homogen zu sein. Im folgenden wird nun das 
bekannte Ergebnis iiber die Auflésbarkeit dieser Gleichung nach zwei 
Richtungen hin wesentlich verschirft und verallgemeinert. 

Erstens wird gezeigt, daB eine Gleichung vom genannten Typus, falls 
«, B und y zu je zweien teilerfremd sind, stets durch Einheiten x, y auf- 
gelést werden kann. Es wird sogar das viel tiefer liegende Resultat be- 
wiesen, daB ein gewisses System von m derartigen Gleichungen mit (m+ 1) 
Unbekannten, deren Koeffizienten gewisse Voraussetzungen erfiillen, simultan 
durch Einheiten aufgelist werden kann. 

Zweitens ergibt sich dann hieraus fiir das Studium der biniiren Primitiv- 
form*) f(x, y) = @2"+ a@,2"~'y+---+a,_,r2y"-'+ ay", dab sie unter 
gewissen Voraussetzungen, die sich auf die Zerfillung von /(z, y) in Linear- 
faktoren beziehen, jeden ganzen algebraischen Wert annimmt**), falls die 
Zahlen x,y unbeschrinkt veriinderlich im Gebiete aller ganzen algebraischen 
Zahlen sind.***) 


*) d. h. der gréBte gemeinsame Teiler der ganzen algebraischen Zahlen «;, der 
mit (a, «,,°*:, &,) bezeichnet wird, ist eine Einheit. 
**) Es geniigt zu beweisen, daB f(x,y) 1 ganze Lisungen besitzt. 
*) Fiir n = 2 ergibt sich speziell: jede bindre primitive quadratische Form nimmt 
jeden ganzen Wert an, und die Klassenanzahl der primitiven quadratischen Formen von 
gegebener Diskriminante ist stets gleich Eins. (§ 3.) 
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Kann man sich von diesen Voraussetzungen, die f(z, y) zu erfiillen 
hat, befreien, ohne daB der Satz die Giiltigkeit verliert, so wire das von 
erheblichem Interesse, weil man dann hieraus — die Koeffizienten «, werden 
dazu speziell als teilerfremde ganze rationale Zahlen vorausgesetzt — riick- 
wiirts ganz elementar die Existenz des gréBten gemeinsamen Teilers zweier 
ganzen algebraischen Zahlen folgern kann. Man verfihrt dazu folgender- 
maBen. 

Es seien a, 6 zwei ganze algebraische Zahlen, fiir die wir den gréBten 
gemeinsamen Teiler nachweisen wollen. Die Gleichung niedrigsten Grades 
mit teilerfremden ganzen rationalen Koeffizienten, der * geniigt, sei 
a,t*+a,t"-'+---+a,=—0. Setzen wir dann f(x, y)=a,)2"+ a, 2"-'y+--+a,y", 
so wird f(a, 8) =O. Es sei nun richtig, daB jede biniire primitive Form 
mit ganzen rationalen Koeffizienten fiir geeignete ganze algebraische Werte 
z,y den Wert 1 annimmt, so existieren demnach zwei ganze Zahlen 
x=, y= &, so daB f(y, —&)=—1 ist. Man setze c& + By =—d. Aus 
f(a, B) =90 folgt r(F, é) = 0. Oder auch: (5 —*4, é) =. Ordnet man 


diese Gleichung nach Potenzen von 4 so ist jeder Koeffizient ganz und 


der letzte f(—,&) = (—1)". Daher ist der reziproke Wert von 5 ganz, 


d. h. f ist eine ganze Zahl. Ganz entsprechend ist 


f (n, é n) =f (1; : —§)=0, 


a 


und hieraus schlieft man analog, > miisse ganz sein. Damit ist 6 als 


gemeinsamer Teiler von « und 6 und wegen der Gleichung 0 = aé + By 
sogar als gréBter gemeinsamer Teiler nachgewiesen. 


§ 1. 
Die Aufloésung linearer Gleichungen durch Einheiten. 


Es seien (2m-+1) ganze algebraische Zahlen «,, a, ...,@,,3 By, Bey°) Bai? 
gegeben, die folgenden Voraussetzungen geniigen 


(1) . (@,, B;) = (@,, y) = (B,, 7) = 1*) (t=1,2,---,m), 
(2) (a, a) = 1 | . 

‘ fiir i+ k; i, =1,2,---,m). 
(3) (B;, B,) = 1 © ' 
Setzen wir den Ausdruck f,«,— B,«, = A,,, so soll sein 
(4) A,, = 0 mod y (k= 2, 3,---,m). 


Aus (4) folgt nun wegen £,A,,—8,4,, = 6,4,,, daB B,A,,=0 mod » ist. 


*) (u, vy) =1 besagt: die Zahlen » und » sind teilerfremd, d. h. sie besitzen als 
gemeinsame Divisoren nur Linheiten. 
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Also ist wegen (1) auch A,,=0 mod y (i,k =1,2,---,m). Wir fordern 
nun neben (4) die schiirfere Bedingung 


(4a) (4; Ay») =/ (i,k, i,k =1, 2,++-,m) 
fiir jede Indexkombination, fiir die (i—7’)* + (k—k’)? > 0 ist. 


Unter diesen Voraussetzungen (1), (2), (3), (4a)*) behaupten wir 
Satz I. Das System der Gleichungen 


B, =a,§+y%,, 
B, =F + yy, 


By = uy S + P Mm 
lapt sich durch lauter Einheiten &; 1, %,°- +; %m befriedigen. 
Beweis.**) Der Kérper, dem siamtliche Zahlen «,, 8,, y angehéren, 
sei x. Gesetat es giibe solche Einheiten £ = ¢, y= ¢,, so sei m der Relativ- 
grad von é in bezug auf x; die Kinheiten ¢, besitzen dann den gleichen 
Relativgrad. Die Relativnormen von ¢, ¢, seien N,e=(—1)"e’, N,¢,=(—1)"e/. 
Dann sind die Zahlen ¢’, ¢,’, ¢,',---, ¢, Hinheiten des Kérpers x. Wie be- 
stimmt man nun zuniichst den Relativgrad n? Liest man die Gleichung 
B; = «,¢ + ye, als Kongruenz mod 6, oder mod «, oder mod y und multi- 
pliziert jede dieser Kongruenzen mit den relativkonjugierten Kongruenzen, 
so folgt 
| B= (—7)"e; mod «,, 
é'a," = (—y)"«, mod B,, (¢=1,2,--+, am). 
"= (—«,)" mod ee 


(5) 


Durch Kombination zweier Gleichungen der Form 6; = a, + ye, findet 
man weiter A,, = y (¢,¢,—<¢,a,). Hieraus folgt ¢,a; = ¢,a, mod oe oder 

(6) ’ &, ," = &/ a," mod sun (i,k =1,2,--5m; ik. 
Da nun erstens «,, 8;, y zu je zweien teilerfremd sind und zweitens von 
O;, Oy, “ wegen (1) und (2) das gleiche gilt, so gibt es stets unendlich 


viele positive ganze rationale Zahlen n, fiir die im Kérper x Einheiten 
é’; &', & °° +, &,, existieren (z. B. & = ¢,’ =’ =---= 4, =+ 1), sodaB simt- 

*) Im Falle m = 2 tritt fiir die wegfallende Voraussetzung (4a) die Bedingung 
(4) ein. 

**) Der umfangreiche Beweis dieses Satzes wird in diesem Paragraphen nicht 
zu Ende gefiihrt. Der § 5 ist der Erledigung dieser Aufgabe zugewiesen. 

***) Diese letzte Kongruenz folgt fiir i= 2,3,---,m bereits aus (4), wenn sie fiir 
#=1 als erfillt vorausgesetzt wird. 


Mathematische Annalen. LXXIV 3 
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liche Kongruenzen (5) und (6) simultan erfiillt sind. Wir denken uns ein n 
so bestimmt und fordern noch 
(7) n>m + 1.*) 
Fiir ein durch (5), (6), (7) bestimmtes » werden wir nun Einheiten «, ¢, 
mit (—1)"«’, (—1)"e/ als Relativnormen nachweisen, sodaB unsere Glei- 
chungen erfiillt werden. 

Es sei nun 


(8) f(a) = ae-"=0 (8 =1, 6, =<) 


die Gleichung, der « geniige. Nach dem Taylorschen Satze ist 
B, _ = w” ¥ B, 
(+) — Dal (a) 


r=0 
und es ist «— & — é,~- Setzt man daher u = — «¢,” und multipliziert 
ae ae @, 


man dann noch die Gleichung mit (- “1)", so erhailt man auf Grund von 


f(e) = 0 die Gleichung, der «, geniigt: 


) a (a) (- Far. 


Hier ist der héchste Koeffizient gleich 1. Soll nun ¢, eine Einheit mit 
(—1)"«, als Relativnorm sein, so mub 

¥ B, 1 a” 
(10) OR-a t= 
fir y= 1,2,3,---.»—1 ganz, und 


(11) f(B) S (lp aa 

sein. Nun bestimme man fiir i=—1,2,---,m die Zahlen «; im Kérper x 
so, daB 

(12) a, «, = 1 mod y*-* 


ist. Dann kann man (10) die Form geben 


ep »* 
(10a) FC) — 0 mod y"-" (v=1,2,+-,n—1) 
oder 

(¥) , 
(10b) Poe) =—t,_,7"", t%=1 (v= 1,2,---,m). 


*) Also ist m>2. Das schlieBt natiirlich nicht aus, daB in % selbst schon 
passende Einheiten «,¢, vorhanden sind. Nur liefert unser Beweisverfahren sie nicht. 








Diophantische Gleichungen. 35 


Also miissen, damit ¢, die verlangten Eigenschaften hat, die Zahlen r,_ 
ganze Zahlen des Kérpers x sein, und die Gleichung (11) muB gelten. 
Auf Grund des Taylorschen Satzes wird daher 


’ 


(13) f(@) = £(8,4') +> 1 7"-"(@— Bia’ 
Hieraus folgt - : 

(Q(x - v ’ F . 
(13a) oe => «,-.7'~"(°) (7#—B, &, yre (o=1, 2, +++, 2). 


v=¢@ 


Auf Grund von (4) und (12) folgt nun £,«,’— 6,a,,=0 mod y und daher 
aus (13a) fiir z= B,«,' 
(0g, @? 

(13b) ie Pred) — 0 mod y*-¢ (o=1,2,--+n). 
Damit nun 6, = a,¢ + yé, ist, muB f(z) die Gestalt (13) besitzen, wobei 
die Zahlen t,_, so als ganze Zahlen des Kérpers x zu bestimmen sind, 
daB (11) erfillt ist. AuBerdem ist f(0) =’ zu beachten. 

Damit nun fiir jedes i der Reihe 1, 2,3,---,m die Gleichung 
B; = «,¢ + ye, besteht, muB ganz entsprechend sein 


ip a v=1,2,--.n—1 
Oa’ £6) _ a—-yv ( sift . ) 
(102') a) = O mod y i=1,2,-+,m 
(11a) r (E)  (-1yt= 4 (i= 1,2,-++,m). 


Von diesen beiden Bedingungen ist (10a’) bereits auf Grund von (13b) 
erfiillt. Somit sind die einzigen Bedingungen, denen t,,1,,--:, 7,1, (t=1) 
zu geniigen haben, die m Gleichungen (11a) und die Beziehung /(0) = ’. 
Diese ergibt in Verbindung mit (13) fiir f(x) die neue Form 


(14) f(a) = + 1,7" eBay — (—By')')- 


B; 


Setzen wir jetzt c=‘, so geht (11a) tiber in 


(11b) (pyre = ate’ + >", , 09a)" [Bei — (— 0,8, 4) 


v=1 


= ate + > (ya) Ae, (i= 1,2,--,m). 
v=1 


3* 
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Hierbei bedeutet 


(15) AY = (B;—«,B, «y""— (—«,B, a," ~" ( 
AY =0. 


er yan, 
i=1,2,---,m ]’ 


Die Bestimmungsgleichungen (11b) der t,_, schreiben wir jetzt 
n—1 
(16) > (ye) AP _ (—y)*8, bg ae ~ Af (@ = 1,2,---, m). 
v=1 
Kann man die t, so als ganze Zahlen des Kérpers x bestimmen, dab 
diese m diophantischen Gleichungen simultan erfiillt werden, dann liefert 
(14) die Funktion f(z), und wenn man dann f(z) = 0 auflést, so erhiilt 
man damit eine Kinheit ¢, fir die die m Zahlen fa wet lauter Ein- 
heiten ¢, sind. 

Damit ist nun das urspriingliche Problem, m lineare Gleichungen 
mit (m+1) Unbekannten durch Einheiten aufzulésen, zuriickgefiihrt auf 
die Auflésung eines anderen Systems linearer Gleichungen durch ganze 
Zahlen. 

DaB nun das System (16) in ganzen Zahlen des Kérpers x lésbar 
ist, wird in § 5 gezeigt. Es ist ganz leicht zu erkennen (auf Grund der 
Kongruenzen (5)), daB jede einzelne der diophantischen Gleichungen (16) 
in ganzen Zahlen des Kérpers x lésbar ist*); aber die Schwierigkeit be- 
steht in dem Nachweise, daB-die m Gleichungen (16) ein gemeinsames 
ganzzahliges Lésungssystem 1,,1,,---,7,_, besitzen.**) 

Wir heben nun die Fille m=1,2 hervor durch besondere Formu- 
lierung (in zum Teil verinderter Bezeichnung). 

Satz Il. Sind a, B, y drei ganze algebraische Zahlen, die 2u je zweien 
teilerfremd sind, so gibt es zwei Einheiten ¢,, &, fiir die we, + Be, =y ist. 

Ist x der kleinste Kérper, dem «, 6, y angehéren, und gibt es in x 
keine solche Einheiten, so bestimmt man den minimalen Relativgrad der 
Einheiten als diejenige positive kleinste ganze Zahl n> 1, fiir die in x sich 
zwei Einheiten ¢,’, ¢,’ finden, sodaB simultan 

(— «)*"e,’ = y" mod B, 
(— B)"«," = y"* mod a, 
(—B)"«,' = a*e,’mod y 
*) Der Fall m =—1 ist damit erledigt. 
**) Die Verwendung des Taylorschen Satzes bei dem vorstehenden Teile des Be- 


weises erspart einige Rechnungen. Herr I. Schur hatte die Freundlichkeit, mir diese 
Beweismodifikation mitzuteilen. 
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ist. — Sind a, b,c drei ganze rationale Zahlen, so ist x der Kérper der 
rationalen Zahlen. Ist dann ¢ von jeder der vier Zahlen (+a+6) ver- 
schieden und (a, b) = (a, c) = (b, c)=1, so sind ¢,, & algebraische von 
+ 1 verschiedene Einheiten. 

Beispiel a=2, B=3, y= 13. ¢'=—+1, &’ =—1, n=2. Die 
Durchfiihrung der oben gegebenen Beweismethode liefert: «, = = + + V5, 


é, = 2—V5. In der Tat ist 2/5 + +V5}+3{2—-V5} = 18. 
Fiir m = 2 erhalten wir 
Satz III. Sind «,, B,, «, B., y fiinf ganze algebraische Zahlen und 
ist fiir i=1,2 die Beziehung («,, B;) =(«,, y)=(B,, y) =1 erfiillt, ist ferner 
(e,, @) = (B,, Bp) = 1 und Bia, — B,a, durch y teilbar, dann existieren drei 
Einheiten ¢, ¢,, &, sodap 
By = ae + 7&, 
$ By = Gé + Ye 
wird. 
Es ergeben sich nun aus Satz II eine Reihe Folgerungen. 
Satz IV. Der gripte gemeinsame Teiler zweier ganzen algebraischen 
Zahlen «, B lépt sich als Summe zweier Zahlen darstellen, deren eine zu « 
und deren andere zu B asssoziiert ist. 


Beweis. Ist nimlich 6 = (a, 8), so ist + zu £ teilerfremd, also 


existieren zwei Einheiten ¢,, ¢,, sodaB + é&+ f & =1 oder ae, + pe, = 9 
ist. — 

Sind «, 8 zwei ganze algebraische Zahlen, ¢,, ¢ beliebige Einheiten, 
und setzt man we, + Be, =, so geniigt y offenbar der Doppelgleichung 
(y, «) = (y, B) = («, B). Aus Satz Il folgt nun umgekehrt, dab jede Zahl y 
fiir die (y, «) = (y, B) = (a, B) ist, sich in die Form y = awe, + Be setzen 
laBt, wobei ¢,, ¢, Einheiten sind. Also gilt: 

Satz V. Sind a, B zwei ganze algebraische Zahlen, so reprisentiert die 
Linearform ax + By, in der die Variablen x, y die Gesamtheit aller 
Einheiten durchlaufen, die Gesamtheit aller der ganzen Zallen y, fiir die 
(y, «) = (7, B)=(«, B) ist. 

Satz VI Sind «a,,a,,---,«, ganze algebraische Zahlen, deren gripter 
gemeinsamer Teiler 6 ist, dann gibt es n Einheiten ¢,, &,-++, &,, sodap 
8 + Oy& +++: + 4,8, = 0 ist. ° 

Fiir n = 2 ist der Satz durch IV erledigt und wird allgemein leicht 
durch Induktion bewiesen. 

Satz VIL Sind a,,«,,---,«, ganze algebraische Zahlen, deren gripter 
gemeinsamer Teiler 8 ist, und ist y eine ganze Zall, fiir die 


(y, @&) = (7, Wg -**y «,) = 9 
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ist, so gibt es n Einheiten ¢,, &,---, ¢, derart, dap 


Y = He + Oye +--+ + 4,8, 
ist. 
Beweis. Setzt man (a,, «,,---,«,)=0,, so ist (y, «,)=(y, 0,)=(a@,,d,)=9. 
Also gibt es nach Satz V zwei Einheiten ¢,, ¢,’ derart, daB y= a,¢, + 0,¢,' 
wird. Nach Satz VI aber gibt es (n—1) Einheiten «¢,’, ¢,',---, <’, sodaB 


b, = a & +--- + 4,6, wird. Setzt man ¢,’¢,/=—«, (4=2,3,---,n), so wird 
Y = @& +e +---+,6,, womit der Satz bewiesen ist. 
§ 2. 


Die primitive Funktion 
Prim 1(X) = Fg *? + by + +++ + Im X + Im st. 


Es seien die teilerfremden ganzen algebraischen Zahlen d,, d,, ---, 8 
gegeben und aus ihnen die primitive Funktion 
Prz1(Z) = Oga™** + Oa" +--+ + Ons 
gebildet. Dann kann man bekanntlich P,,, ,(%) in primitive Linearfaktoren 
zerlegen. Diese Zerlegung sei P,, , ,() = (a)% + by)(a,x+ b,) --- (a,,2 + b,,). 
Hier sind die Zahlen a,, b; ganz, und fiir jedes i ist (a,b) —1. Die 


Zahlen (— *) sind die Nullstellen von P,,,,(#) in ihrer reduzierten Form, 


m+1 


da ja Zahler und Nenner teilerfremd sind. Wir setzen nun voraus, dab 
simtliche Wurzeln verschieden sind. Sollte das nicht der Fall sein, so 
wiirden wir nur die Linearfaktoren, die zu verschiedenen Nullstellen ge- 
héren, je einfach in das Produkt TI(a,2+,;) aufnehmen. Wir setzen nun 
weiter voraus: a) (a,, @,) = 1, d.h. die Wurzeln sollen in ihrer reduzierten 
Form teilerfremde Nenner besitzen. b) Wir bilden die Zahlen D,,—b,a,—b,a,, 
die von Null verschieden sind, da die Wurzeln von P,,,,(z)=0 ver- 
schieden sind. Wir nehmen nun an: (D,,, D,,) = 1 fiir jede Indexkom- 
bination, fiir die (i—7’)* + (k—K’)? > 0 ist. Unter diesen Voraussetzungen 
behaupten wir die Existenz einer ganzen Zahl z, fiir die P,,,,(x) eine 
Einheit wird. Wir formulieren den 
Satz VIIL Zu jeder primitiven Funktion P., 41(2), deren voneinander 
verschiedene Nullstellen (- *) in ihrer reduzierten Form paarweise teiler- 
+ fremde Nenner a, und paarweise teilerfremde Determinanten D,,=b,a,—b,a, 
besitzen, gibt es eine ganze Zahl &, sodaB P., , ,(&) eine Einheit wird. 
Beweis. Man setze 
B; = Dy; = bya, — 0,4, (i= 1,2,---,m), 
«, = a, (¢=1,2,---+,m), 


y= — 
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dann ist offenbar 
(1) (B;, «;) = (B:, Y) = (a,, Y) =1 (i = 1,2,- "y m), 
da 
’ ; (a,, 4) = (4,, 6) =1 
ist. Weiter ist 


(2) (@;, %) = 1 (+h). 
Da ferner B; = Dy; ist, so ist 
(3) (B;, By) = 1 (i+h). 


SchlieBlich ist 
Dix = Bit, — Bye; = %(094,—, ay) — o,(by%,—b, ay) = a)(b,4, — b,a,) = y Dy. 
Somit wird 
(4) (Ay, O,,) = y fiir i,k, 7, kh = 1, 2,---,m und (i—7’)?+ (k—K)?>0. 
Es erfiillen daher die Zahlen «;, 6, y fiir i=1,2,---,m die Voraussetzungen 
des Satzes I, und demnach existieren (m+1) Einheiten ¢ = &, &,&,+-+)&, 
derart, daB 6; = «,& + ye, ((=1,2,---,m) wird. Setzen wir fiir B,, «,, y 
die Werte ein, so lauten die Gleichungen 
by; — b,a) = 4,8 — ay 8; (¢=1,2,---,m) 
oder auch 
G,(& — by) = 4o(&,— 8,) (i= 1,2,---,m). 
Da nun (4,, @)) = 1 ist, so schlieBen wir, dab 
Sak Oe fe 4%>: 5m 
a a 
eine ganze Zahl & ist; also wird 
a,§ + b, = ¢, (i =0,1,2,---,m). 
Hieraus folgt, dab 
P.41(8) = & & n° EQ 
ist. Damit ist der Satz bewiesen. 
Folgerung. Setzt man a,=—1,),=0, so miissen wegen 
(Doir Dox) = (—4,, —) = 1 
die Zahlen b, (t= 1,2,---,m) zu je zweien teilerfremd sein. In diesem Falle 
ist P,,,,(2) = «P,, ,,(@), also wird bei diesen Voraussetzungen die Zahl & 
eine Einheit. Tritt also noch die Bedingung hinzu, daB die Wurzeln in 
ihrer reduzierten Form auch teilerfremde Zihler besitzen, so gibt es sogar’ 
Einheiten &, fiir die P,,,,(€) eine Einheit wird. 
Die Existenz solcher Funktionen P,,,,(z), die den Voraussetzungen 
des Satzes VIII geniigen, wird im folgenden bewiesen werden. 
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§ 3. 
Die binire Primitivform P,,.:(x, y). 

Es sei eine binire Primitivform gegeben, die wir uns in primitive 
Linearfaktoren zerlegt denken: 

Psi (S Y) = (Gyx + boy) (4,2 +b, y) --- (a, 2 +5,,y)- 
Hier sind die Zahlen a,,b, ganze algebraische Zahlen und (a,, b,) = 1. 
Wir setzen wieder D,; = ba, — b,a,. 

Satz IX. Sind fiir die bindre Form P.,,, ,(a,y) die Zahlen D,,; zu je 
sweien teilerfremd, so besitet die Gleichung P.,, ,(x, y) = y, in der y irgend 
eine ganze algebraische Zahl bedeutet, eine Lisung in ganzen algebraischen 
Zahlen x, y. 

Beweis. Da P,,,,(z, y) in x und y homogen ist, so geniigt es vdllig, 


zu zeigen, dab P.,,,(,y) fiir ein Paar ganzer Zahlen z, y einer Einheit 
gleich werden kann. 


Es sei nun 2, y, ein Paar ganzer Zahlen, fiir das 
AyXy + Og) = 1 
ist. Dann ist die allgemeine Liésung von a,2 + b,y = 1 von der Form 
&= 2, — byl, 
Y¥ = Yo + Al, 
wobei ¢ ganz ist. Hierdurch erhalten wir 


Pai (% y) =| [a + b,y) =] [ax + by Yq + thy ay — by,)) 
k=0 k=1 


=] [Guo +tDyo) = Qn (t). 
k=1 

Dabei bedeutet 

Cro = Oo + % 2%, 

Dyy = by Gy — 4% by. 

Aus diesen béiden Gleichungen folgt 

b, = by Oxy + Xp Dyo- 

OB, = Ay Cyg — Yo Dyo- 
Also ist wegen (a,, b,)=1 auch (C,,, Do) =1, dh. Q(t) ist eine 
primitive Funktion von ¢, und ihre Nullstellen besitzen in ihrer reduzierten 


Form lauter Nenner D,,, die nach Voraussetzung untereinander zu je 
zweien teilerfremd sind. 


Bilden wir jetzt aus den Koeffizienten der Linearfaktoren die Deter- 





ee see om — <somex 





-_ ~~ 4 Ww 





i oe 


—- ees Oe 





Diophantische Gleichungen. 41 


minanten Cy Do — CyoDj,o, so ergibt sich hierfiir der Wert D,;. Da nun 
nach Voraussetzung alle diese Zahlen zu je zweien teilerfremd sind, so 
treffen fiir Q,,(¢) die Voraussetzungen des Satzes VIII zu, d. h. es existiert 
eine ganze Zahl ¢, sodaB @Q(¢) eine Einheit wird, und daher ein Paar 
ganzer Zahlen z, y, fiir welches P,,,,(x,y) eine Einheit wird. Damit ist 
der Satz bewiesen. 

Ist P(x, y) =(dyx +) ---(a,,_,2+6,,_,y) eine primitive Funktion, 
fir die die Zahlen b,a,;—b,a, zu je zweien teilerfremd sind, so existiert 
nach IX eine ganze Lisung x,y der Gleichung P,,(z,y)=1. Wir bezeichnen 
sie mit = —b,, y=a,,. Setzen wir dann 


Prig1(@ ¥) = (Gq t +bny) Pn (2, 9), 
so erfiillt auch P,,,,(x,y) die Voraussetzung, daB alle Zahlen D,, paar- 
weise teilerfremd sind. Somit ist die Existenz derartiger Formen fiir jeden 
Grad sichergestellt. Zugleich ist damit auch das Vorhandensein von Funk- 
tionen P,,,,(%) nachgewiesen, wie sie Satz VIII erfordert.*) 
Aus Satz IX folgt 
Satz X. Sind a,, ay, ---+, ,,3 b,, by, -- +, b,, ganze algebraische Zahlen 


. . D,; ‘ 
und setet man (a,, b,) = d;, so migen die ganzen Zahlen 77° wntereinander 
ik 


paarweise teilerfremd sein. Der gripte gemeinsame Teiler (a,, b;) von a, und b, 
kann dann fiir jedes i der Rethe 1,2,---,m in der Form a,x + b,y durch 
ein und dasselbe Zahlenpaar x, y dargestellt werden. 


Dieser Satz folgt sofort aus der Betrachtung von W(“24 . 
i=1 : 


Fiir die Theorie der bindren quadratischen Formen im Bereich aller 
ganzen algebraischen Zahlen besagt Satz IX: 

Satz XI. Jede binéire primitive quadratische Form ist fihig, jede ganze 
Zahl darzustellen. 

Wir wollen im folgenden eine solche Form az*® + bry + cy® kurz 
durch {a, b,c} bezeichnen. Zwei Formen {a, b, c} und {a’, b’,¢} mégen 
aiquivalent heiBen, wenn sie sich ineinander iiberfiihren lassen durch eine 
lineare Substitution, deren Determinante eine Hinheit ist. Das Zeichen der 
Aquivalenz sei: ~. 

Satz XII. Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Aqui- 
valene zweier primitiven quadratischen Formen besteht darin, dap ihre 
Diskriminanten assoziierte Zahlen sind. 

Beweis. Seien die beiden Formen {a, b, c} und {a’, b’, c’}, ihre Dis- 
kriminanten D und D’. Ist {a,b,c} ~{a’,b’,c’}, dann ist natiirlich D=«D’, 


*) Aus der angestellten Betrachtung ergibt sich die Existenz solcher Formen 
P(a, y), bei denen alle Zahlen D,; Einheiten sind. 
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wo « eine Einheit bedeutet. Wir miissen nun umgekehrt zeigen: ist D =< D’, 
so ist {a,b,c} ~{a’, b,c}. Die Aquivalenz erfiillt folgende Bedingungen: 

1) Ist {a,b,c} ~{a’, Vc} und {a’, b,c} ~{a",b’,c"}, so ist auch 
(a, b,c} ~{a", b,c’). 

2) Ist « eine Einheit, so ist {a,b,c} ~ { ae, be, ce}. 

3) Sei {a,b,c} primitiv, D die zugehérige Diskriminante. List man 
die Gleichung au*+ buy + cv?=0 in teilerfremden ganzen Zahlen yu, v 
auf und bestimmt die ganzen Zahlen 9, 6 so, daB wo — vg = 1 wird, so 


fiihrt die Substitution (* ' die Form {a,b,c} iiber in eine Form {0,),,¢,}. 
Also ist b, zu VD assoziiert, da {a,b,c} ~{0,b,,¢,} ist. Aus dem gleichen 


Grunde ist {0, b,, ¢,} primitiv, d. h. (b,,¢c,)=1, somit ist b,¢+ ¢, eine 
primitive Funktion von ¢, die fiir ein passendes ¢=¢, nach Satz VIII einer 


Einheit ¢, gleich wird. Durch die Substitution (5 *) wird nun {0, b,, ¢,} 
in {0,b,, &} tibergefiihrt, sodaB nach 1) auch {a,b,c} ~{0,b,, &,} ist. 
Setzt man dann db, = a, so folgt nach 2), daB {a,b,c} ~{0,b,, 1} ist: 
b, ist za YD assoziiert. Ist <b, = YD, wobei ¢’ eine Einheit bedeutet, 
so fiihrt (5 {) die Form {0,b,,1) in {0,/D,1} tber. Also gilt fiir 
primitive Formen mit der Diskriminante D die Aquivalenz {a,b,c\~{0,V_D,1)}. 
Ist nun fiir die beiden primitiven Formen {a,b,c} und {a’,b’,c} die Gleichung 
D=<:D erfillt, so fihrt die Substitution (Vs °) die Form {0, YD’, 1} 
in {0,YD, 1} tiber. Also folgt aus 
(a, b, c} ~ (0, VD, 1}, 
(0, VD, 1) ~ (0, VD, 1}, 
{0, VD,1} ~ {a, ¥, ¢}, 


daB {a,b,c} ~ {a’, b’, c’} ist, womit der Satz bewiesen ist. 


. § 4. 
Die allgemeine Lésung einer linearen diophantischen Gleichung. 


Seien y,, 7,,--*+ 7, ganze Zahlen und £ eine durch ihren gréBten ge- 
meinsamen Teiler teilbare ganze Zahl, dann ist bekanntlich die Gleichung 
(1) M16 + robe +--+ 75 = 8 


in ganzen Zahlen lésbar.*) Wie erhilt man die allgemeine Lésung dieser 





*) Die ganzen Zahlen &, kinnen dem Kérper entnommen werden, dem f# und die 
Zahlen y; angehdren. 
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Gleichung? Diese Frage ist von Wichtigkeit fiir die Untersuchung des 
Systems der Gleichungen (16) in § 1. Ist &,, &,---, & ein Lésungssystem 
von (1), &,’, &',---, & ebenfalls ein solches, so ist 

o,=§ — (i=1,2,---,¢) 
eine Lésung der Gleichung 
(2) 119; + 729, + °° + 7,F, = 0. 
Man erhilt die allgemeine Lésung von (1), indem man zu einer speziellen 
Lésung der Gleichung (1) die allgemeine Lésung der Gleichung (2) addiert. 
Wir bestimmen nun zuniichst folgende speziellen Lésungen von (2). Dazu 
setzen wir die gréBten gemeinsamen Teiler der Zahlen y,, y,,,,---, 7; 
gleich 6,, also 6, = (y,,7,41,°°4 7) fir r= 1,2,---,¢. Dann definieren 


6 
wir 7,,= =** fir r=1,2,---,¢—1 und y,,=0. Die ¢ Zahlen y, , sind 


simtlich ganz und y,,+0 fiir r<¢. Fiir jedes r der Reihe 2, 3,---, ¢ 
setzen wir ferner y,,=—0 fiir i=1,2,---,r—1. Also ist speziell 


Vit= Ver='*' =P =O und die Zahlen #,— y,,— 0 bilden die triviale 
Lésung (0, 0, ---, 0) der Gleichung (2). Fiir einen beliebigen Index r der 
Reihe 1, 2,---,#—1 sind die Zahlen y,,—7,,—---=y,_,,=9, 4,, 


definiert. Um nun die Zahlen y,, fiir i>r zu erkliren, betrachten wir 
die Gleichung 


VrVrr + Vr4iVreiyr dle 1: Vir = 0 
oder 


Tr vr +1 


v 
6, Yrr + 6, Vr+i,r +--+ 6, Vir = 0. 


, . : 7 Y - ° ° 
Hier haben die Koeffizienten aa yt’ - den gréBten gemeinsamen Teiler 
r 


4 
G41 


: 6, = Vrr* 


Also lassen sich aus dieser Gleichung die Zahlen y, ,, .,¥,-49,-.° *) Par 
als ganze Zahlen bestimmen. Wir denken uns dies auf irgend eine Weise 
durchgefiihrt und haben damit fiir jeden Index r=1,2,---,¢ genau ¢ 
Zahlen 7, ., ¥2-»** » 7, gewonnen, die eine spezielle Lésung von (2) bilden, 
d. h. es ist 

VPage + Yaar °° + Me%er = O- 
Das sind (¢—1) nicht triviale Lésungen; wir behaupten: aus ihnen kann 
man jede andere zusammensetzen. 

Satz XIII. Sind y,,7,,---,y, ganze Zahlen und setzt man o,,,=0, 


6, oe 
= (, Vr+i9°*' 1) fiir 7 1, 2, ee t, Vr = a fiir 7 as 1, 2, eg t 
Y%;,, = 0 fiir i<r, bestimmt man ferner y,, fir i>r aus der Gleichung 
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t 
> 1 Vi, = 9 als ganze Zahlen, so ist die allgemeine ganzzahlige Lisung 


i=1 


#,,3,,-+-,%, der Gleichung y,%, + y.t. + ---+ y,4,=0 von der Form 


t 
8, -> Vix» Wobet die Zahlen 7, , %,,--+,4,_, variable ganze Zahlen sind.*) 


k=1 


Beweis. Es seien erstens die »; ganze Zahlen, so sind auch die 
t 


Zahlen #, => ura ganz. Ferner ist 


k=1 


t t t t t 
a 7,9; ->. Ne Vix ->' > Vi ix -> n,:0 = 0. 
i=1 i,k b= tei 


i=1 


t 
Alle Zahlsysteme #, der Form > urn bilden also eine Lésung. Es sei 
1 
nun umgekehrt @,, #,,---, #, eine ganzzahlige Lésung der Gleichung 
t t 
> 1%, = 0, so ist zu zeigen, daB aus den ¢ Gleichungen > ura = @, 
1 k=1 


(¢=1,2,---,¢) die (¢—1) GréBen »,, n,, ---, 4,_, sich eindeutig als gauze 
algebraische Zahlen bestimmen. 


Da 7,8, + 72% +---+7,%,=0 ist, so ist y,#, durch 6, teilbar; 
da (7,, 6) = 6, ist, so ist daher #, durch 7,, = - teilbar. Somit ergibt 
1 


t 


die erstere unserer Gleichungen > tum V1 = 9, eine ganze, ein- 
k=1 

deutig bestimmte Zahl y, als Lésung. Sei ein Index r<¢—2 gegeben 

und bereits bewiesen, daB die ersten r Gleichungen 


"y 
P NY = B, (k= 1,2,---,r) 
i=1 
lauter ganze Zahlen 7,, 7,,---,4, eindeutig bestimmen, so wollen wir zeigen, 
daB auch y,,, sich eindeutig als ganze Zahl ergibt. Es ist nimlich 


t ° ‘ 
a" = int Veo. Pps +>’ 7,0,=0 


i=r+2 


oder 


*) m kommt nur scheinbar vor, da ja alle Zahlen 7,,= 0 sind. 
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yn> Viz + Pros Dy Wee ET rg Mega Prgarga T dv, = 0, 


i=r+?2 
r r+1 
PP Ms Vin + Prt Urs Pre tye tt +>, = 0. 
t=1 i=r+2 
Da nun 
Snr aii -2 Vi Vix 
i=r+2 
ist, so folgt 
Ure Pea Vreiyrtt - Sadr Dn 
k=l t=r+3 i=r+2 


Daraus folgt 

Nr 41 Vr+i Vr+iyr+1 = 0 mod 6,49 
Nun ist (y,,1, 6-43) = 6,,,- Deshalb folgt weiter 
or +2 


"p41 Vr+iyr+1 = 0 mod o. 
r+i1 


‘= ,4; eine ganze Zabl. 


r 
r+i1 
; Sr+2 


Daraus folgt durch Induktion, daB die ersten (¢ — 1) Gleichungen 
Niy Ney ** > Ne-1 18 ganze Zahlen bestimmen. Es gilt daher 


Also ist 4,45 %r41 


t 
= > mr fir i=—1,2,---,¢—1. 
Ps 


t-—1 t—1 t—1 
7,3, = “2 7,3, = — ayn, Vix 
t—1 t—1 t—1 
- — 20> ":7in = = > u(- VV ex)» 

C= ‘= =i 

t-—1 t 

a, => ura = > nr: 
k=1 k=1 


So stellt sich die letzte Gleichung als Folge der ersten (t—1) Gleichungen 
heraus, und damit ist der Satz bewiesen. Aus ihm folgt: 

Satz XIV. Sind y,, y2-++, 7,3 B ganze algebraische Zahlen und ist 
die Gleichung "15 + 28s +-+-+4,§,—B im ganzen Zahlen ee ee 
lésbar, so erhilt man die allgemeine Lisung §, aus einer spesiellen &, durch 
die Gleichungen 


Also wird 


i 
&, = £, +> ma (i= 1,2,---, t); 
k=1 
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hier sind %,, % ,°**; %,-, variable ganze Zahlen und die y,, besitzen die 
in XIII angegebenen Eigenschaften. 


g 5. 


Die Lésung eines speziellen Systems linearer Gleichungen durch 
ganze Zahlen. 


Wir wenden uns jetzt zur Untersuchung des Systems linearer Glei- 
chungen (16) in $1, um nachzuweisen, daB es in ganzen Zahlen des 
Kérpers x lésbar ist. Wir bezeichnen nun die Unbekannten und die Koef- 
fizienten anders als friiher; auBerdem sei daran erinnert, daB die Zahlen 
«,, B,, y den Voraussetzungen (1) bis (4a) des ersten Satzes zu geniigen 
haben, daB ferner die positive ganze rationale Zahl so gewihlt war, 
daB die Bedingungen (5) bis (7) in § 1 erfiillt waren, und daB a; aus 
§ 1, Gleichung (12) erklirt war. 


Man setze 
= es ee pa v=(), “ory 
(1) Ay’ = (B, — «8, @,) (— «,f,«,)", ced 
A® = 0. 


Ferner erkliire man die ganzen Zahlen 6” durch 


(2) 8” = (ya,)’ AY ( 
a) =o, a = 49. 


v=, 1,2, ---, " 
i=1,2,---,m ]’ 
Und weiter sei 

(3) R® — (-y)" é sae a e— 3”) (i=1,2,--., m). 


Wir bezeichnen nun die friiheren Unbekannten 1, mit 7), dann lautet 
das System der zu untersuchenden Gleichungen 


n—1 
(4) P o) ny _ RY (i= 1, 2, ie m). 
v=l1 


I. Eigenschaften der ganzen Zalilen 3°, R®. 
Aus Gleichung (1) folgt 


(la) -. _ B, (i= 1,2, = m), 
. Ss = 
0) N—YV)\ an-v—k \k [04 Sy" 
(1b) 4, = | k )B; (—«,B,«,) Loomis ace :) 


Hierdurch ergibt sich, daB A‘ durch ; teilbar ist. Wir setzen 
(1e) A? = B,A? (i= 1,2,--,m; v= 0,1,--,,n). 





(1 
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Dann ist 
a-v—1 ° 
=1,2,---,m 
40 N—V\ gn—v—1—k ak ¢ 9@°°*s ‘ 
(1d) A, 2 k Bi (—a,B, «,’) ‘ae ee 


A® =0, A® ,=1. 


Da A,, durch y teilbar ist, so ist auch 6,— «,B,«,’ durch y teilbar und 
hieraus folgt 


(1e) A? = — (—a,,«,')"~" mod 7 (v-+n), 
(1f) A® = p"~" mod «, (vn). 
Aus diesen beiden Kongruenzen folgt 
(1g) (4), x) = (AP, @) = 1, 
da ja 
(«,B,0,', y) = (B,, «,) =1 
ist. 
Hieraus schlieBen wir weiter 
(1h) (811, Or.) = (v@,Ay, (va)"~"B) 
= ya,B,(Ay’, y"~* a") 
_ «,B,; a 


Da nun jedes 6°) durch @,6,y teilbar ist, so folgt 
(1i) (Bri Gees + eae) = (Ores Ona) = BT 
Auf Grand von § 1, (5) ergibt sich in Verbindung mit (1c), (le), (1f) 
RY =0 mod a, 
Ri =0 mod f,, 
RB, =0 mod ». 
Da nun die drei Moduln paarweise untereinander teilerfremd sind, so folgt 
(1k) R® =0 mod «8,7. 
Aus dieser Kongruenz folgt bei Beachtung von (li): jede der m Glei- 
chungen (4) ist fiir sich allein in ganzen Zahlen 4, des Korpers x lésbar.*) 
Genauer ergibt sich sogar fiir jede der Gleichungen die Existenz einer 
Lésung in x bei der i = "Ny =e a = 0 ist. 
Nun ergibt sich aus der Definition der Zahlen A‘ ohne Schwierig- 
keit die Gleichung 


(11) A) = A’. (B;— «8, %') + B,(—a,B,a,')"~"~* (vSn—1). 


*) Damit ist der Satz I fiir den Fall m= 1 bewiesen. 
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Und hieraus folgt unschwer auf Grund von (2) 


= , =0,1,---,n—1 
(2a) mae, AB arta yaar? (Fe) 


v+1,é ya; i=1,2,---,m 


Diese Beziehung erweist sich als fundamental fiir die weiteren Unter- 
suchungen. 


Il. Erste Reduktion des Systems der Gleichungen (4). 

Wir wenden Satz XIV auf die erste Gleichung des Systems (4) an 
und setzen zu diesem Zweck t=n—1, y, = 6\} und B= Rj”, wihrend die 
Zahlen y,, dieses Satzes mit y‘!) bezeichnet werden sollen. 

Es wird 


‘= (oO, ee +400 )= (7«,) B, (4”, ye, A ys (va, " AN” ) 


n—1 
— (y«,) B, (4, a. (ya,)"~*~") _ (y«,) B,, 
da 
(4°, (yey!) = 
ist, wie man nach Nr. 1), Gleichung (1g) erkennt. Hieraus folgt 


6 
4 (1) r+1 € © 
(5) Tg 7 =a = 7%, (r =1,2,---,n—2), 
r 


(Ba) " = 0. 


Die Zahlen y\ geniigen den Gleichungen 
n—1 
(6) iy) = 0 (r=1,2,+--,n—1), 
i=1 


(7) y= 0 (i<r). 


Fir r=n—1 sind alle GréBen y) =0. Fir r=n—2 isty,  ,=ya, 
(1) 


und 7) _,,—2 Wird aus Gleichung (6) bestimmt: yo, "=  .. Es 
gilt nun iiber die GréBen y folgender 
Satz. Sind fiir einen Index (r+1) die ganzen Zahlen Very, 48 
Korpers x so bestimmt, daB sie der Gleichung 
a—1 
(1) a) 
aon a =0 
und der Bedingung y{), = 0 fiir i<r+1 geniigen, so findet man fiir den 
niichstniederen Index r ein Lisungssystem y) der Gleichungen (6) und (7) 
in ganzen Zahlen des Korpers x, wenn man setzt: 
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(1) (1) - , ‘ 
Vir ™ Vina st fiir i=1,2,--.n—3, rgn—2, 
(1) (1) (a) ° 
7n- és "Fen 1iyr+1 + v. ya, (r<n—2), 
(1) ee 1 \ w i-1 n\n—i : 
Va-tyr - ie. 2”, - ae Visi? (—B, %) (rgn—2). 
tal 


Dabei bedeutet v) eine willkiirliche ganze Zahl des Korpers x fiir r =1,2,---,n—3, 
wihrend vy, = 1 gu setzen ist. 
Beweis. Dab fiir r = n — 2 der Satz richtig ist, lehren die dem Satz 


vorangehenden Bemerkungen. Sei r <n — 3. Es ist nach Gleichung (1) 
und § 1, (12) 





A) = — (—e,fy))* mod 9-2, 
Also ist 
af) = — fe (—Byay)P mod "90-944 
Da nun fiir i=1,2,---.n—1 stets (n—1)(n—i) +iSn ist, so folgt 
a= =— ce # (- By &,") 
Somit liefert die Gleichung 


(1) y? 
Ss 0; Vives ™ 


n—i 


mod ;”. 


folgende Kongruenz 


n—1l 
a as 7 (—B,@,)"~" =0 mod y" 
i=l 


oder 
; a (1) ae al a-t_ mod ” 
f Vir +1 7 . = 
Also stellt der im Satz fiir y“) , _ angegebene Ausdruck eine ganze Zahl dar. 
—1 


Man bilde nun S, =>? 6°) unter Benutzung der behaupteten Werte 
i=1 
yi. Dann ist zu zeigen, daB S, = 0 ist. Es wird 


) 1) 
(bo) S= Sill + ee v, 7a, 


n—1l 


r— 7 1 ( pons 
+ (ya,) Bo aaa = ag Part” '(—8,«) 


i=1 


n—2 
= 180 - (@,)"~ ‘B, >. vo" (—B,a) 
i=1 


Mathematische Annalen. LXXIV. 4 
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Die Zahlen 7"), , geniigen nach Voraussetzung der Gleichung 
a—1 

(c) > a 1 Oates 0. 
i=l 


ba @,’) 


* und ziehe dann (c) von (b) ab, 
indem man (2a) beachtet. Man erhiilt: 


Man multipliziere (c) mit B, c 


n—2 
BD ites 1 *B,y'(— B,«:)"~ i BS nent Bal =0. 


Damit ist der Satz bewiesen. 

Um nun die allgemeine Liésung der ersten G!eichung des Systems (4) 
herzustellen, bemerken wir nach Nr. I, daB eine spezielle Lésung 9,74), ---, 7 , 
existiert, bei der 7{ = 7) =—---=— 7), =O ist. Diese spezielle Lisung 
legen wir zur Bildung der allgemeinen zugrunde. Es wird dann die all- 
gemeine Lésung 


n—1 


(8) i) a i” in ttt, ") (y= 1,2,---.n—1). 


Hierbei besitzen die y‘) die Eigenschaften, die wir in dem soeben bewiesenen 


Satze ausgesprochen haben, und die Zahlen 7, ---, 7, sind siimtlich 
g P 42? ? ‘ln-2? 


Null, wihrend 7, 7, ganze Zablen des Kérpers x sind, die der Gleichung 


(a) =(1) ® sO _ pO 
(9) o 4, + A 1,1 Un—1 R, 
geniigen. Die Zahlen 7, ---,7°) , sind variable ganze Zahlen des Korpers x. 


Nun setze man fiir 7") aus (8) die Werte in (4) ein und forme um 


-1 
SW 5° = Do {a O 4 > ¥ 7} — R®  (i=1,2,--,m) 
1 
(2) 6” y) = RY (1) —(1) 4) -=(1) 
Ss Ss vi ee —¢;, _— a 1,¢ %a— Ss 


v=1 vr=1 


Dafiir schreiben wir 


n—2 

(10) > 82 = (§=1,2,--ym). 
k=1 
Hierbei ist 
n—1 
k=1,2,--..n—1 

(2) © i a 
(10a) or Den V vk hee ); 


a ia 0, = 0 (wegen der Definition der Zahlen v2) ’ 
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(10b) RP — RY en oY i, — 6 ad (é = i, 2,-° ” m). 


n—1,i 'n—1 
Es ist: 


R® =0 (nach Gleichung (9)). 


Besitzt nun (4) eine Simultanlésung 7) in ganzen Zahlen des Kérpers x, 
so besitzt (10) eine solche Lésung 7”), und wenn (10) eine solche besitzt, 
‘so liefert ums (8) eine ganzzahlige, dem Kérper x entstammende Lisung 
von (4). Also brauchen wir nur noch das System (10) zu untersuchen. 


Dieses System besitzt aber eine Unbekannte weniger und auch nur noch 


(m—1) Gleichungen, da wegen 4;;— Ri; =O die erste Gleichung (10) 


(¢ = 1) fiir beliebige 7 identisch erfiillt ist. 


Ill. Berechnung und Eigenschaften der Koeffizienten a. 


Es ist nun unter Benutzung des Satzes tiber die y@ der vorigen 
Nummer 


a—l n--2 > 
(2) (1) ,,() (1) ” (1) (1) 
(a) 9, = >'5 =>» »+ 9, -1,67n-1,k 
v=1 v=1 
n—2 


(1) ,.@) (1) (1) 
->3 Vy +1, k+1 + Y, ya, 0) 2,4 
v=1 
(1) (1) vy? — (1) -1 *\n-¥ 
i 6 4 ({- Ae. _* ; a> ae (—B,@;) 
(1) ,.) (1) n—2 4(i) (1) n—1 e. 
S08; Vy +1, k+i ? ”, va, (74) Ay: 2 —%, (ya,)" B, A, 


n—1 
= BD thst (Ba (1<k<n—2). 
Da nun 
A® =p, A? » = B,(8,—2«,B, «;) 
nach I), (1d) ist, so folgt 
(w’) 6° -S Yreseeit vy at * Bae, B,—2a,«,B, 0, — «,B, + 20,0, B, a) 


~ BD —B,0')"~" (1<k<n—2) 


(1) . (1) a” 1 (1) 7. "\"n-¥ 
=> 3» Vy +1, k+1 BD” (—B,«;) 


v=1 


y n—-1 n—2 


+o yah" BB, , (1<kgn—2). 
4* 
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Ferner ist 


(b) a, a Fave ae (lgkon—2). 


Unter Benutzung von 1), (2a) ergibt sich aus (a’) und (b) 
a és 6 — Shey ee i iter k+1 «; ~* B, 7 "(- B,«)"~ satin 


y 1 (1) ‘\n—v—1 
a ~ B,«,) 


+)" ‘a *B A, (1<k<n—2) 
=o al * Bb, (1<k<n—2). 


Also folgt schlieBlich 
(11) 6 2) a 2) B;— «8, @," +y¥ * ya *B. A,, 4 ‘ 


k+1,i 7%; i i=1,2,---,m 
Aus dieser Formel folgt wegen v= 1, 0° 1g = 9 
(11a) a = yah" BA, (i= 1,2,---,m). 


Die Gleichung (11) entspricht der Formel (2a) in Nr. I). 
Wir setzen nun die willkiirlichen ganzen Zahlen 


(1) 


vy =0 (ls<k<cn—3). 
Dann folgert man aus (11) und (11a) 
= Y= eee = ¥ 
(12) 8) = 7 ** a! B,,,(B,—«,8,,)"*—* ’ neve ). 
i=1,2,---,m 


Aus dieser wichtigen Gleichung folgt, da (8,—«,6,«,') durch y teilbar 
ist, dab 
(a7? 3°) oa , 0° 2) ) 


ki? “k+1,é? n—2,i 


=p ta BA, ((8,— —«,B, a,'"—*-*, B,—a,B,a,'"—*-*ya,, «++, ein Sinaia 


— Br— a8, a,"\"-2-* 1B; — af, a,"\"-3-4 —— 
=/ 1a! BA, (( 7 ) ; — ) G;,°°,0"-* ‘) 
=~ af BA, (¢>1) 
ist, da ja 8, — «,B,«,' zu a, teilerfremd ist. 

Somit ergibt sich 


. 2 9 2) n 3 k=1 2,---.n—2 
(13) (8,0, O77 ea) = (Bias OP) =? 8, (; ; ). 


n—2,i n—2,é iri i= 2,--+,m 
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Fiir k=1 ergibt sich daher hieraus «,B,y"-'&,, als gripter a 
samer Teiler aller Koeffizienten der 4 in der Gleichung (10) fiir i = 2,3,-- 

Da die Zahlen 6{), R{ dem Kérper x angehéren, so echelon ¢ wir 
das Ergebnis: jede der Gleichungen (10) besitet eine Lisung in ganzen 
Zahlen 4% des Kirpers x, falls 
| R® = 0 mod «,8,7"~*,; (i = 2, 3,---,m) 

ist. 

IV. Nachweis, dag jede der Gleichungen (10) (i = 2,3,---,m) fiir sich 
in ganzen Zahlen des Korpers x lésbar ist. 

Es ist nur zu zeigen, daf 


RY = RP — OA? — 6O , i? , = 0 mod «,B,y" "A 


~ista-1 ™ i1 


ist. Nun ist *-, e. 6”. durch «, ,B, teilbar, also auch R®; da ferner 


n—1,7 


(«,B;, y"-*4,,) = 1 ist, so ist das Bestehen unserer Kongruenz gezeigt, 
sobald nachgewiesen ist, daB 


ist. Es ist RY? =0 mod 7"~"An (i = 2, 3,-++,m) 
CR Raa a a= 0 
os Pe" Hg-a = BY — Oy 
~"B, RP = P= a" BRP — 8) Bay — By ‘(RP — a 7”) 


- e 1g RY a} 6, R® — i {a a 1B a? — at" B89}. 
Da nun «~16, zum Modul y*~ 1A, teilerfremd ist, so ist nur zu zeigen, daB 
P,, =0 mod y*~'A,, 

ist. Wir setzen nun 
(14a) } Te RD a ‘in R- uy {en bad B, 9; — a; "BO 

‘(ike 1, 2,---,m). 
Erklairt man dann weiter die Zahlen a durch 

i,k—= 1,2,---m 

14b oe — og"? a) — a®*B 9 (° a) ) 
( ) v1 B, ed ko vi v =0,1,2,-++,n ’ 
so wird, wenn man die eens (3) des § 5 benutzt, 


(14ce) =P, =(—y)"{at*B,,— a" "Be b+ carat "A, 
$+ O69 4 9 ge, 
Unsere Behauptung ist bewiesen, sobald allgemeiner gezeigt ist, dab 


P,,=0 mod yA, (i+k; i,k = 1,2,---,m) 


ist. 
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Nach § 1, Formel (6) ist 
y” ea; = y" ec, mod A, ,y"~ 
Daher wird 
«,(—7)" {ar*B,¢, as" Be} = (—1) {B,(2" a, é) = a!" Ba," &,} 
= (— 1)" {B,7" ga; Nas a!" Ba, 7" ¢,} 
= (—1)"y" af" &A,,= 0 mod y*~*A;p. 
Somit wird, da «, zum Modul teilerfremd ist, 


(15) P,, = E,, mod y*~*A,,, 

falls 

(16) E,, - ea * a 7 m o% / noe 

gesetzt wird. Nach (15) reduziert sich die Behauptung daher auf 

(17) E,,=9 mod y*-'A,, (i,k=1,2,---,m; i+). 
Ist erst (17) nachgewiesen, dann ist auch 

(17a) P,, =0 mod y*~*A,, 

und 

(17b) R® = 0 mod «,f,y"~*A,, 


bewiesen und damit gezeigt, daB jede der Gleichungen (10) fiir sich in 
ganzen Zahlen des Kérpers x lésbar ist. 


V. Fortsetewng. Untersuchung der Zahilen >”. 
Wir erhalten auf Grund von (2a) fiir i,k=1,2, ---,m; v=0,1, 2,---,n—1 


GH) _ a-t (1) B, — «, B, « n—1 y r\n—v—1 
7 Sou 7%, a +e, 86, "Bey (— B,@,) 
P 1 a” 6; — a; Bye,” n—1 n—1i v ¢\n—v—1 
B,4 v+1,4 — a, p,«, By (—B,«,) 
B; B, a" (1) B; B, ri) B, a," ¢ n—1 (1) n— (1) 
— 7a, — 414277 - ye, ; a > Sf at BO 16%; "B,80) ss} 


1 ng x(t) 3! Bye” atk) 
~~ 7 e,e, {B,«; B98) 412 — Be + B, _ }— — Ore a1 
In der Klammer ersetze man f,a; durch A,,+ 6,«,, dann folgt 
, 1 7 7 
of = w, {B,«; i "A, Ort Bey *Bi%, Ors a2 — B,«; B80 } 


t det hed | 
Bre” pie 
7 vy+i1,1 


=A, ,B,0,-*(ye,)" A® + B,a, oe _ Bb a oe) 


oat y Xo, v+1,1- vy+i1,1 


n-2 vy 4(k) 1 ( \ 
=A, B,«, (7@,) + Lo ,—Ae. 
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or 
or 


Wir notieren diese Formel 


(18) Of) A, .B,a"*(ya,)’ Am +— = On (8,—«,B,«’) 


v+i1 v+i1,1 


~~ 1,2,--., ) 
ro 


Da 6” = 0 ist, so folgt aus (14b) und (18) 

(18a) Or = OF, = 0.*) 

Aus (18) folgt weiter 

(18b) oo =A, b,c! P -2 ar a —_. =A, 6, B, « P a -2 a. _- o 


n—2,1 
Da nun },= «,8,a,° mod y ist, so folgt 
4,,7"~°B, = O,:7"~* 4,8, 0," mod 4,.7"~*, 
A." *B,B; = (4; 7" *B,)%,B, a,’ mod 4,,7°-* 
= A,,7"~?«,«,(8,@,")? mod yh, 
Daher ergibt sich aus (18b) 


(18¢) of) = - as a 1 P a 1 *(- B, « ‘) mod ~ ‘A. y- 
Wir behaupten nun dies 
(19) O%) = — A, at *at~*y" (—B,a)"~” mod y*~*A, ,. 


Das ist nach (18a), (18¢) fiir v =, nm —1, m — 2 richtig und wird all- 
gemein durch riickwirtige Induktion (SchluB von (v+1) auf v) aus (18) 
leicht bewiesen, wenn man dabei beachtet, daB 


A,,7 fa _ 4,7" (B,—%B,%)— 4.7 "(- ee, B, o,)"~ ws 
: = 4,7" (— %B,a')"~"-* mod y*~*A,, 
= Um nun £;, mit Hilfe von (19) mod y*~'A,, zu berechnen, beachte 
man, daB sich aus (9), (2) und (3) ergibt: 

Hid) = RY mod 77 

mi ya, Al) = (—y)"e,'— af e — { (8, —a, B, a," — (—o, B, a,’)"} mod y*~* 
= — ate’ + (—B,)" mod 7*~', 
— Hf ye, (—B,)"~* = — ate’ + (—B,)" mod y*~", 

(a) —A, Ne ya, (—B,)"-' =A, |—e? e+ (—B,)"} mod y"~ Ay, . 


*) Aus (18) folgt die explizite Formel 


n—1 
O62 me —y" aap, ,B, Saf *-* ah” (B, — «,8,04)'—" A, (OS ¥<n—t). 
4=y 











56 E. JacossTmat. 
Somit wird auf Grund von (16) und (19) 
E,. seat arb, —O, ar ar" (— 1%) 
—7\ A, a y(—B, a) mod y""A 


aE, ,=ay* ar, {eat —(—86,)- i ya,(—B,)"* } mod y""A 
da 


i,k? 
i,k? 


Ay 4% «= 4, mod yh, 
ist. Also folgt auf Grund der Kongruenz (a), dab 
at E,, =0 mod y*~'A,, 
und daher auch*) 
E,, =0 mod y*~'A,, 
ist. Damit ist (17), (17a), (17b) bewiesen, und wir wissen nunmehr, daB 
iede der Gleichungen (10) fiir sich in ganzen Zahlen des Kérpers x lésbar ist. 


VI. Die fortgesetzte Reduktion des Gleichungssystemes. 


Man lése nun die erste der (m—1) Gleichungen (10) auf, setze die 
allgemeine Lisung, die von (n—3) Parametern abhingt, in das System ein 
und erhilt dadurch ein System von (m—2) Gleichungen mit (n—3) Un- 
bekannten. Man kann dann zeigen, daB jede dieser Gleichungen fiir sich 
allein lésbar ist, und wiirde dann das System von neuem reduzieren; stets 
wire dabei die Anzahl der Unbekannten nicht kleiner als die der Glei- 
chungen. Um nun die Fortsetzbarkeit des Verfahrens zu zeigen, wenden 
wir den Induktionsbeweis an. 

Es sei a eine Zahl der Reihe 2,3,--.,m—1, und es sei fiir jede 
Zahl s der Reihe 2, 3,---,a bereits bewiesen, daf jede der Gleichungen 
(20) > i 68 = RP (i=s,s+1,--,m) 

v=1 


fiir sich eine Lésung in ganzen Zahlen 7 besitzt. Dabei sei 
(21) a” - oh Bis Mis ors A, 1 (6;— a, 8, a,")"~*~* 
‘aay 1,-- “ 
y=1,2,----n—s 
Und R hingt mit R°~” zusammen durch 
(22) RY — _ ia —.  -¢ 7¢-» (i=s—1,8,---,m). 


1 n—(s—1),i ‘/n—(s—1) 


1) —(s-—1) 
, 


Hier sind speziell i Nn —(—1) #18 ganze Zahlen des Kérpers x erklart 


durch 
(23) R® =0. 





*) Die Division mit a} ist erlaubt, da E,;, durch A,, teilbar ist. 











Diophantische Gleichungen. 57 


DaB R” , = 0 wirklich ganze Zablen 7°~”, 7°—?_,. des Kérpers x definiert, 


n—(s—1) 


folgt aus ‘(21). Denn es ergibt sich daraus leicht 
(24) (0°, oe - a 4, )= (3, od s ) aaa ya BL, ‘ “Bis 
(i=s,s+1,--+,m). 
Nun soll nach Annahme bereits bewiesen sein, daB fiir jedes s der 


‘Reihe 2,3,---,a@ jede der Gleichungen (20) fiir sich in ganzen Zahlen 
lésbar ist. Diese Behauptung ist wegen (24) (r= 1) der Kongruenz iiquivalent: 


(25) RY =0 mod y"*~**" a, BO, M9 ---O,,-1 (i= 8, 8+1,--,m). 
Es folgt daher aus (24) und (25) wirklich, dab R® ,= 0 eine ganze 
Lésung aus x besitzt, bei der n” =” =: = 4 5 =0 ist, wihrend 
i. * =i, a! "a ss . 1) gesetat ist. 


Dies ist fiir a = 2 alles bereits bewiesen. 

Wir behaupten nun: wenn wir das System mit dem Index s =a re- 
dusieren, indem wir in thm die erste Gleichung (i=a) allgemein auflisen 
und diese allgemeine Lisung in das System einsetzen, so erhalten wir ein neues 
System mit dem Index s=a-+1, das genau die Eigenschaften (20) bis 
(25) besitet. Ist dieses bewiesen, so folgt daraus die Fortsetzbarkeit des 
Schlusses. So erhalten wir zum SchluB ein System, das aus einer einzigen 
Gleichung besteht, die also (wegen (25)) in ganzen Zahlen des Korpers x lisbar 
ist, da die Koeffizienten x angehiren. Also ist auch das vorhergehende System 
in ganzen Zahlen lisbar; man erhdlt so durch riickwértigen SchluB das Re- 
sultat, da das urspriingliche System (4) in ganzen Zahlen des Korpers x 
lésbar ist.*) 


VIL. Die allgemeine — der Gleichung (20) fiir s=i=a. Eigen- 
schaften der Koeffizienten 7° ) dieser Lisung. 


Es sei also vorgelegt das System der Gleichungen 


(20a) > 6 = R® (t=—a, a+ 1, ey M3 2<a<m). 
r=1 
Dabei sei 


i=ad,--+,m 
21a) m7" e BBs B,, (B— 68,4)" (Oty yah 
a) ve B, ial (6, af @) v=1,2,---.n— 
Ferner sei 
(22a) R® = Re-»_ a 1) ’- — ae- 1) <—(s-1) Pal "); 


s—1),60 = 1) 9 ¢ 
n— ( ) n—(s— s== 2, 3,--, 


*) Auch die zur Reduktion nétigen Zablen 7} ergeben sich stets als Zablen «les 
Kérpers x. 
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hier seien die i a hl rd , fiir s= 2, 3,---,a ganze Zahlen des Korpers x, 
die der Gleichung 
(23) R,-0 
geniigen, Aus (21a) folgt: 

(24a) T= (0 3” 7 e) ai (3 6” - ai Ya ae So 


ri?  r+1,i? * ri? 


i1° bi 4, 
(ia, a+1,---,m). 

Da wir nun bereits wissen, daB jede der Gleichungen (20a) in ganzen 

Zahlen des Kérpers lisbar ist, so ist daher 


R® = 0 mod = 
= 0 mod {y"~*+'B.a,4,,---O,,_,} (¢=a,a4+1,---, m). 
Wir betrachten nun fir i=—a die Gleichung (20a). Von den Un- 
bekannten 7”, ---, 4, erhalten nach Division der Gleichung mit = 


(25a) 


wegen (24a) die Unbekannten 7, 7”, teilerfremde Koeffizienten. Also 
gibt es zwei ganze Zahlen des Kérpers x, 7°, 7° ,, sodaB 


Tae? 
(26) 408° + AO E ad a7 R® 
ist, wihrend wir a" = 0 setzen fiir i = 2, 3,---,-n—a—1. 


Um die allgemeine Liésung der ersten Gleichung (20a) herzustellen, 
wenden wir Satz XIV an und setzen in ihm: t=n—a; y,= 6 fiir 
vy=1,2,---,-m—a; die Koeffizienten y,, der allgemeinen Lésung be- 
zeichnen wir mit y” (4, v=1,2,---,n—a). Es genitigen diese Zahlen den 
Gleichungen 


(27) yo =0 fir r>A, 
(27a) Py y= 0 (r=1, 2,---,n—a). 
ail 


Also ist insbesondere (r =n —a) 
(27b) Wo a= 0. 
Fiir r = 1, 2,---,-m —a—1 wird dabei gesetzt 
To 
(a) r+i1, a 
(27¢) | 7) = &,. 
Aus (21a) ergibt sich die Beziehung 


(28) 6” = B;— «By a; 3 e i, 2, + m—a— ' . 
™ ye, “tht \ Gig atty--m 
? , ? 


=i 
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Mit Hilfe dieser Beziehung ergibt (27) und (27a) fir r—=n—a—1 
(27 d) (a) ss t.— «4B, &; ; 


Vn—a,n—a—1 y 
Also sind bereits die Zahlen yo fir r=n—a, os —a-—1 als ganze 
Zahlen des Kérpers x bestimmt. Uber die Zahlen yo ) gilt nun ein Satz, 
der dem der Nr. II véllig entspricht. 
Satz: Sind fiir einen Index (r+1) die ganzen Zahlen oe des 
Korpers x so bestimmt, daB sie der Gleichung 


n—a 


(a) , (a) 
Pe =0 
=1 


und der Bedingung 7” rar =O fiir i<r+1 geniigen, so findet man fiir 
den niichstniederen Index r ein Lisungssystem der Gleichungen (27) und (27a) 
in ganzen Zahlen des Korpers x, wenn man setzt 


(a) (a) - . 9. 

(A Heke fiir i=1,2,--.n—a—2; rgn—a—l, 
(a) oe : 
?n- -a-1,r =e a (r<n—a—1), 

(a) y? Ba dd 


ae: 


7 

Dabei bedeutet v eine willkiirliche ganze Zahl des Korpers x fiir 
r=1,2,--,-n—a—2, 

(a) 


n-a-—1 


wihrend v =1 zu setzen ist. 


Beweis: Dab fir r—n—a—1 der Satz richtig ist, lehren die 
Gleichungen (27), (27b), (27), (27d). Sei daher r<n—a—2. Wir bilden 


(a) , (a) 
s,-> Oia Varo 
indem wir fir y die Werte des Satzes einsetzen, und haben nur zu 
zeigen, daB S,=— 0 wird. 


n—a—l1 
(a) , (a) @) (a) Ba— &ghi%; 
8,— Don Vir Regie . ~ 
n-—a—1 8 B ’ 
(a) , (a) (a) ye @) — , @) Ba— % Bio 
Pe Teeane? G. —a— 1,0” r — 0 —ae"r Y 


Benutzt man jetzt (28) fir i= a, so folgt 


n—a—l1 n—a 


Pa eolit > yi 6.— ba Sehit Pa (a) 
A+l,a Va+ir+i da Var+1" 
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Diese Summe ist nach Annahme gleich Null, somit ergibt sich S,—0 
und der Satz ist bewiesen. 

Es ergibt sich nunmehr die allgemeine Lésung der ersten Gleichung (20a) 
durch 


(29) 9 = i 4 Sa! +0 (yan 1, 2, «++, W—A). 
a" a ws a 
Dabei sind die 7%“ nach (26) erklirt und yet? .++,9%*) | variable 


ganze Zahlen des Kérpers x. Setzt man fiir 4” die Werte aus (29) in 


das System (20a) ein, so folgt fiir die Zahlen 4“*" das System folgender 
Gleichungen 


n—a-—l1 
(30) > tract? — R°*) (i= a, a +1, «+, m). 
A4=l1 
Dabei ist 


, 3) ti=a,a+1,---,m 
(30a) ger ->'3; (a) ( ). 


a 0 A=1,2,----n—a 


r=1 


Und insbesondere ist nach der Bedeutung der Zahlen vr 


(30b) act» — 0, 

(30¢) ger) = 0, 

(30d) RY = RO — 607 — 6 | i, (i=a,a+l,--,m), 
(30e) _— =0Q (nach Gleichung (26)). 


Mit (30d), (30e) ist bereits fiir das System (30) mit dem Index (a + 1) 
Gleichung (22), (23) bewiesen. 


Aus (30b), (30e) folgt, daB die erste Gleichung (30) (¢ =a) identisch 
erfiillt ist. Wir betrachten daher (30) nur noch fir i=a+1,---,m 


VILL. Das Gleichungssystem (30) mit dem Index (a+1). Eigenschaften 
seiner Koeffizienten. 

Besitzt (20a) eine Simultanlésung aus x, so gilt von (30) gleiches und 
umgekehrt. Es ist fir r<m—a—1 nach (30a) 


n—a—1 
(a) (a) , (a) (a) y 
(a) Gcene >a Mr Oy Oa? A+1,r+1° 
Bei der Berechnung von ie benutzen wir den Satz iiber die yo 
der vorigen Nummer und erhalten 
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n—a—1 


(a +1) (a) | (a) (a) (a) 
(b) oF _ Ps Vir + nas Va-a,r 
=i 
n-—a—l1 B P ’ 
(a), (a) (a) (a) (a) (a) Pa— “a Pi % 
7 0 Vatir+t + _ ee ¥, a, ini 6 .-ai™, a . 
=1 


Multipliziert man nun (a) mit Bm eiPies und zieht man dann unter Be- 


achtung von (28) diese Gleichung von (b) ab, so folgt: 


(a+1) Bj — @& Be; sla+1) (a) { x(a) @) By—&Pie; 
On = —~ sie 641,07 % {80 ste — OO, os 7 i |. 


Nach nochmaliger Benutzung von (28) ergibt sich schlieBlich hieraus 


6 A ‘ : 
auf der rechten Seite der Wert y” —— 5*. Bs wird somit 


(31) 9. SE gary 4 lo Mma Dna Sanclegete 


r+1,é 4 ye; i=—a,a+l1,---m 
Da v® _, = 1 ist, so ist nach (30c) und (31) 

(a+1) a we. i,a 
(31a) é 


n—a—l,i = ya; 


Wir setzen nun wie bei den friiheren Transformationen 


(a) a ya 
=~". th ie 


Es ergibt sich dann aus (31), (31a) sofort, falls man aus (21a) fiir ae - 
den Wert einsetzt, 


(a+1) sow +1 n\n-—a—l—y y=1,2,-,n—a—1 
(32) 0, = 7" @BA,,-°: 4, .(B,— «8, %) ibe ) 
Damit ist Formel (21) fiir den Index s = a + 1 bewiesen. 
Wir schlieBen nun leicht aus (32) weiter, dab 


(33) Tet) = =": get) vee get ) _ ", gt 1) ) 


r+1,i n—a-—1,i n-—a—1,é 

=y" “a BA: O,, (i=a+1,---,m; r=1,2,---,n—a—1) 
ist. Insbesondere ist 
(33a) =< — e. res ger a on a", get» ) 


n-a— n—a—l,i 
= 7" “GBB Bi, (¢=a+1,---, m). 
Also ist auch (24) fiir den Index s = a-+-1 als richtig nachgewiesen. 
Es bleibt also nur noch zu zeigen, daB jede der Gleichungen (30) 
fiir sich lésbar ist. Es gibt dann ja wegen (33a) auch wieder eine spezielle 
Lisung 7°*”, bei der 9°*? = 70t) =. -- = 7°* = 0 ist. 


n—a-- 
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Um nun die Lésbarkeit jeder einzelnen Gleichung (30) in ganzen 
Zahlen des Kérpers x zu zeigen, ist nur die Richtigkeit von (25) fir den 
Index s = a-+ 1 nachzuweisen, d.h. es ist zu zeigen, daB Ri*+" durch 


—_" teilbar ist. Also lautet unsere letzte Aufgabe: es ist die Kongruenz 
(34) R¢t+)=0 mod y"~*0, BM Oy, (¢—a+1,---, m) 


nachzuweisen. 


IX. Umformung und Beweis der Kongruenz 
Rye+)= 0 mod y*~4a,8,A,,---A,,- 
Es ist nach (25a) R durch «,8, teilbar und nach (21a) auch 6” 
(v>1) ebenfalls ein Vielfaches von «,f,. Somit ist nach (30d) Ri*+» 


durch «8; teilbar. Da nun «6, zu y"~*A,,---A,, teilerfremd ist, so ist 
die Behauptung (34) iiquivalent der neuen Kongruenz 


(34a) Ret+)=0 mod y"-*A,,---O,, (¢=a+1,---, m). 
Setzen wir jetzt 

(35) 4u= 74in> 

so ist nach Voraussetzung (§ 1, 4a) 

(35a) (Ain, 4,2) = 1 (K+ 4). 

Wir diirfen also (34a) die Form geben 

(34b) Ret)=0 mod 7"Aj,--- A), (i=a+1,---, m). 
Nun ist nach (21a), da (8,—«,6,«;) durch y teilbar ist 

(36) 6) =0 mod 7"d,,---4,,_, ((=a,a4+1,---,m), 

und nach (25a) 

(37) RO =0 mod 7*A;,---4,,_, (i=a,a+1,--+,m). 

Somit ist wegen (30d) sicher die Kongruenz 

(38) Ret+)= 0 mod y*Aj,---A,,_, (= 4,4 +1, --+, m) 


erfiillt. Da nun A, zu Aj,---A,,_, teilerfremd ist, so reduziert sich 
die Behauptung (34b) auf die Kongruenz 


a+1)— o 
(34¢) R; wate ara og (i=a+1,---, m). 
=VU mo "Big 
Nach (30d) und (21a) ist 
(a) RY*” = ky? a” i — pens" B bu, es 4, a— <= a 
und nach (26) 
(b) Be eBay Bag 1 BO OA. 


Die Elimination von 7° , 


aus (a) und (b) liefert 
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(©) Re BaD as Baya a= RUB Bgs Baas 
— RO BA Baa (ee a ee 
— Ore "BA Bg}: 
Mit (34c) ganz gleichwertig ist die Behauptung 
(84d) ROP GB AB, =O mod "tA AYA, 


Da nun R(*+” nach (38) durch y" teilbar ist, so ist (34d) von selbst 
mod {y***-'Aj,---Aia-1} erfiillt. Also ist mit (34d) gleichwertig die 
Behauptung 


(B4e) RET a" *B A A, = 0 mod y***7A (i= a +1,--+,m). 
Unter Benutzung des Ausdruckes (c) erhalten wir als Behauptung 
(34f) Ra “B A Bb RO BA, , 


a,a—1 


a,a—1 ija—1 
— i (8% a” “B, Bai Saa- ‘ae 6”? a“ B, 4,, oy a 
= 0 mod y"**~ . a (i=a+1,--+,m). 
Nach Division mit y*—* erhalten wir als aquivalente ieuans 
(34g) * "BA ue A, . 1 Roe n— “BL: x. . 
— 5 (aet «, “B, 414° se i- on a “B,4,1°°° Oa) 
=0 mod 7"A\ , (¢=a+1,--+,m). 


Nun ist fiir jeden Index 6 der Reihe 1, 2,---,a—1 
a Ai,=a,4,,+4,41,, 


aid 
und ferner ist nach (21a), (25a) sowohl 6@ als auch R® durch y" teil- 
bar; somit folgt 
(d) 6 a Bi, =«,0,, 6° mod 7X, 


la a ib” 


(e) R® « b= a, AR mod 7". 


a a ib 


Multipliziert man daher (34g) mit der zum Modul teilerfremden Zahl 
«’~*, so geht unter Benutzung von (d) und (e) die Kongruenz (34g) in 
die véllig gleichwertige Behauptung 


(34h) a a” *B, A eek 5 Re na "1B A 


a,a é a1” a Aa- 1 
(a) a a * 1 
— %; {oar a, "BD, ’ A a- 1 —o)% i B,4 a” wa) 
=0 mod 7"), (t=a+1,-+-,m) 


tiber. Diese Kongruenz ist sicher bewiesen, sobald man zeigen kann, dab 





| 
} 
1 
| 
| 
1 
| 


—— 


_ 
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(341) BR? — "BRD — ay" (er B, Or — BO, 
: =0 mod y""*A,, (i=a+1,--+,m) 
erfillt ist.*) 
Summiert man nunmebhr die fiir jedes s der Reihe 2, 3, ---, a geltende 
Gleichung (22) von 2 bis a, so folgt 


a 


(39) R® — RY — S ov . i, "2-9 @® i=a,a+1,--,m). 
( i i J 


= n—(s—1)é ‘/n—(s—1) 


we 


s=3 


Dadurch geht (34i) tiber in die aquivalente Behauptung 


a 


(34k) a®- 1B RY — a n— ‘6 RY _ > ita a= 1B 3 1) “18 gt »} 


ila 
s=3 


-> co »{ “ ; tr. a ; ae oe in 

ad ni? {a n—- ‘8 a) — a *-*g.@} =0 mod y"""A 1A 
Eine einfache Umformung laBt (B4k) iibergehen in 
(341) a "B RY — af" B, RY — i { a" B gy — ey, ay} 


ali ila 
— Sia n-1 6,3 — Yo nm 1g git } 


i,a* 


Sit fc {a*~"p,6? ,,—at~"p,d% , \=0 mod y"“"A,, (i=a+1,~,m). 


Aus der bei dem Ubergang vom Gleichungssystem mit dem Index s 
zu dem mit dem Index (s+ 1) giiltigen Formel 


n-s —_ 

40 (+1) (®) ,(¢) ( oe ? ) 
( ) 0; PAs i=s,s+1,---,m/’ 
(40a) weN9, att?—0 


folgt sofort, daB man d°*” =O setzen muB fiir i= 1, 2,--+, 8; dabei 


bleibt (40) und auch (21) giiltig. Somit ist 6’*” erklirt fiir i= 1, 2,---,m 
4A=1,2,--n—s. 


Man definiere nun in Erweiterung der Gleichung (14b) (Nr. IV) 


i,k=1,2,---,m 
(@,%) P 1 (s) (s) ? >“) ? ; 
(41) o, = BOY, a, *B, 00) ( vy=l, Salo 


*) (34) bis (34h) sind gleichwertige Behauptungen. Aus (34h) folgt nicht (34i), 
wohl aber aus (34i) die Behauptung (34h) und somit auch (34) selbst. 
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Dann schreibt sich unter Beachtung der Gleichung (14a) unsere Be- 
hauptung (341) in der kiirzeren Form 
-1 


(tm) P,.— Diol? — Sato, — 906%, m0 mod yd, 


Waedt’.-a0k 
. Nach (17a) und (18a) reduziert sich daher (34m) auf die dquivalente 
Behauptung 


(34n) Soe Se. o%” =0 mod A, (i=a+1,---, m). 


Benutzt man die aus (21) folgende und fiir y<n—s—1 giiltige Gleichung 
(42) § — Pe— % Bis 5 


vk y v+1,k? 
so beweist man Schritt fiir Schritt, ebenso wie in Nr. V die Gleichang (18) 
hergeleitet wurde, die allgemeinere Relation 
a8 =1,2,--,n—s—1 
fs! k) Bee; (s) 1 (é, k) v a) 
(43) %) 7c), A. 80a Fe, (Bi «Bo «,) Cone Sears ) 


Nach (21) ist nun fiir s = 2, 3,---, a stets 5) 1, durch y" teilbar, 
also lehrt (43), daB ' ’ 
8) Bi— @ Bre, gin a=1 (2 i,k—=1,2,--,m ) 
(44) « a, 0, ees y ed 8 mod 4., v=1,2,--..n—s —1;8=2,3,-,4 
Nach (40a) ist nun stets 6° ~@-1,1= 9 und deshalb nach (41) 


(45) eo)  =0. 


n—s+1,8 
Und ebenso folgt aus (41) bei Beachtung von (21) und der bereits bei 
dem Ubergang von (34g) zu (34h) benutzten Kongruenz 
a, 7" Bi, = a7" Q, mod why (b = 1, 2, pyre 1), 
daB 
(46) o =0 mody" "A 


n— 8,8 ik 


ith; i,k—=1,2,--,m 
eal aig ) 
ist. Daher folgt aus (44) durch riickwirtige Induktion 

> os al i+k; i,k=1, 2,--+,m 
(47) 0 mod y"""A,, aie gi ee —: 
Und hieraus folgt, daB die Behauptung (34n), also auch (34) erfiillt ist. 
Somit ist der Induktionsbeweis erledigt. 

Es werde noch bemerkt, daB die go im Kérper x gewiahlt werden 

kdnnen, weil das fiir die Zahlen 7, 7°) stets méglich ist. 


Hergiswil am Pilatus, den 5. August 1912. 
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Complete and principal standard sets § 22, p. 78. 

Principal N-set § 23, p. 79. 
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Isolated and imbedded modules § 39, p. 89. 

Relevant multiplicity and characteristic number of an imbedded module § 40, p. 90. 
Relevant spreads of a module § 50, p. 99. 

Module of the principal class § 56, p. 101. 

Primary module of the principal N-class § 56, p. 101. 


®-property § 61, p. 108. 
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I. Introduction. 


1. In the Mathematische Annalen 60, p. 51, Satz VII, Dr. E. Lasker 
proves that any module (modular system) is the L. C. M. of a finite number 
of primary modules. His module R, containing no point, is regarded in 
the present paper as a primary module containing the origin (§ 8). 

The following investigation deals with the actual resolution into 
primary modules of any module whose basis is given, and includes a 
number of theorems connected therewith. 

The processes and methods described are based on Noether’s funda- 
mental theorem*), te which Lasker has given the most general and 
complete expression (§ 3h, Sitze VII and XXVII; see also § 20 below). 
A few simple examples of resolving a module are given in § 44—46; but 
for the carrying out of the resolution in general the following comprehen- 
sive assumptions**) are made: 

(I) that the basis of the L. C. M. of any given set of modules 
is known, 
*) M. Noether, Math. Ann. 6 (1873), p. 351. 

**) It is possible to argue that all these assumptions are legitimate. (III) depends 
on a finite number of operations which can be actually performed, and from which 
it can also be determined whether a given polynomial is a member of a given H- 
module or not. (1) is solved for H-modules by Hilbert (§ 3f, (1)); and although the 
basis of the L. C. M. found by this method includes many more members than 
necessary it can be reduced to a principal set of members by (III). Also (II) is 
solved for H-modules by Hilbert when the basis of the first given module consists of 
a single polynomial; and thence can be solved generally, since 

M/(F,, F:,-:-,; FP) =(M/F,, M/F,,-+-, M/F). 


It also follows, by Lasker's theorem, that these processes and results as regards (I) 
and (II) can be extended to K-modules, by merely introducing a variable x, of 
homogeneity, and finally putting z,—1; but the basis thus obtained will not in 
general be the simplest one fulfilling the conditions. 


5* 
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(II) that the basis of the residual of any given module*) with 
respect to another is known, and 
(III) that a complete set of linearly independent members of any 
assigned degree (specified numerically) of a given H-module 
can be written down and counted. 
An essential feature of the investigation is that H-modules and K-modules 
are considered simultaneously; this is almost necessary for my point of 
view, and I do not avoid it, although it adds to the abstruseness of the 
subject. 


2. Besides the resolution of a module into primary modules there 
is a sense in which a primary module can itself be resolved (§ 38). A 
primary module can be shown to be built up of a certain number of 
what may be called layers (illustrated roughly by the multiple layers or 
wrappings in which a solid object may be enveloped), and its resolution 
consists in removing the layers, one at a time. The number of these 
layers is called the multiplicity of the primary module. 


3. The germ of the ideas developed in this paper, and of some of 
the theorems proved in it, is to be found in an earlier paper**), in which 


*) It is to be understood throughout that a given module means a module 
whose basis is given, and that to determine a module means to determine its basis. 
**) a) ‘The Theorem of Residuation, etc.’ (Proc. London Math. Soc. (1) 31 (1900), 
p- 381). 
The following have reference to this paper: 
b) C. A. Scott, ‘On a Method for dealing with the Intersections of Plane Curves’ 
(Trans. Am. Math. Soc. 3 (1902), p. 216). 
c) F. 8S. Macaulay, Same title and publication as the preceding (5 (1904), p. 385). 
d) F. 8. Macaulay, ‘The Intersections of Plane Curves, with Extensions to n- 
dimensional Algebraic Manifolds’ (Verhandlungen des III. Internationalen Math. Kon- 
gresses, B. G. Teubner (1905), p. 284). The proof in VII, p. 307, is wrong, and the 
properties there stated to be true for any space-curve are only true for a space-curve 
of the principal class (§ 56 below). 
e) E. Léffler, ‘Zum Noetherschen Fundamentalsatz’ (Math. Ann. 65 (1908), p. 400). 
The following sources are specially used in the present paper: 
f) D. Hilbert, (1) ‘Uber die Theorie der algebraischen Formen’ (Math. Ann. 36, 
(1890), p.473); and 
(Il) ‘Ein allgemeines Theorem iiber algebraische Formen’ (Math. 
Ann. 42 (1893), p. 320 [§ 3 of the Memoir: ‘Uber die vollen 
Invariantensysteme’]), an extension of a theorem due to Netto 
(Acta Math. 7 (1886), p. 101). 
g) J. Konig, ‘Einleitung in die allgemeine Theorie der algebraischen GriéBen’ 
(B. G. Teubner, 1903), for Kronecker’s Theory of the Resolvent and the general theory 
of Modular Systems. (For continuation see next page.) 








Resolution of a Modular System. 69 


the close dependence on Noether’s fundamental theorem is equally in 
evidence. I have realised for some time past the fuller significance of 
these ideas in connection with the theory of modular systems, but have 
not had an earlier opportunity of formulating them. I have not considered 
it necessary to prove all the statements made, but I have not consciously “ 
assumed any property without having obtained a proof, unless the con- 
’ trary is clearly stated. 


II. Definitions and Preliminary Statements. 


4. A module is any infinite collection of polynomials (called members 
or elements of the module) in » variables z,,z,,---, #, such that if F is 
a member so also is oF a member, where @ is any product 22} - ¢ - z'n, 
and if F,,F, are members so also is F, + F, a member. Hence if 
F,, F,,--++, F, are members so also is A, F, + A,F, +--- + A,F,, where 
A,, A,,++-+, A, are arbitrary polynomials. 

If every member of a module M is capable of being written in the 
form X,F, + X,F, + +--+ X,F,, where F,, F,, ---, F', are fixed members 
of M, and X,, X,,---, X, are polynomials, then F,, F,,---, /, consti- 
tutes what is called a basis of M; and this is expressed by the notation 
M=(F,,F,,---,F,). 

All the members of any infinite collection of polynomials are members 
of a module whose basis consists of a finite number of members of the 
collection (Hilbert’s Theorem, § 3f (1)). 


5. If M=(F,, F,,---, F,), and no-one of the polynomials F,, F,,---, F, 
is a member of the module whose basis consists of the rest, then 
F,, F,,--+,F, is called a principal set of members of M. In a set of 
principal members any one may be modified by means of the rest (e. g. F, 
may be replaced by F,+ A, F, +---+ A,_,F,_,) while still retaining 
the property of being a principal set. 


6. An H-module (Hilbert-module) is a module having a basis whose 
members are all homogeneous polynomials, not necessarily of the same 
degree. Any non-homogeneous member of an H-module is the sum of a 


h) E. Lasker, ‘Zur Theorie der Moduln und Ideale’ (Math. Ann. 60 (1905), Satz VII, 
p. 51; Satz XXVII, p. 95; and § 45, p. 98—108). 

Previous nomenclature has been departed from in the following instances: 
‘prime equation’ has been replaced by ‘principal equation’ (to avoid any suggested 
special connection with prime module); ‘one-set system’ has been replaced by ‘system 
with a single principal equation’; and ‘linear equation’ has been replaced by ‘modular 
equation’ (§ 16), which is not to be understood as meaning a congruence equation. 
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number of homogeneous polynomials each of which is a member. Hence 
it is usual to consider as members those only which are homogeneous, 
this being simply a matter of convenience, more especially for purposes 
of enumeration. 

A K-module (Kronecker-module) is a module in general, and as a 
rule has not any basis all members of which are homogeneous. The K- 
module includes the H-module as a particular case (see § 8). 


7. An H-module M is said to be equivalent to the K-module M,, -:, 
whose basis is obtained from the basis of M by putting z,=—1, if each and 
every member of M,,.; becomes a member of M on simply reinserting z, 
so as to make it homogeneous without altering its degree. The necessary 
and sufficient condition for the equivalence of M and M,,-; is that 
2, F =0Omod M should require F=0mod M, or that M should have 
no member z,F' such that F is not a member of M (cf. § 52). If M had 
such a member z,F, then F,,., would be a member of M,,-; to which 
there would not correspond a member F of M of the same degree. 

To any K-module M in n—1 variables 2z,,2,,---,2,_, there cor- 
responds an equivalent H-module M’ in m variables z,, x,,---,2,*), this 
being a consequence of Hilbert’s theorem. If in the basis of M’ we put 
Z, = 1 we obtain what we shall call an H-basis of M. The property of an 
H-basis (F',, F,,---, F,) of a K-module M is that any and every member F 
of M is capable of being written in the form X,F, + X,F, +---+ X,F, 
where the degree of no one of X,F,, X,F,,---, X,F, exceeds the 
degree of F. 

Thus any K-module VM has an H-basis, and the H-module with a 
corresponding basis is the equivalent H-module. To an H-module in 
general there does not correspond an equivalent K-module in one variable 
less. The H-module in » variables is more complex than the K-module 
in » —1 variables, and less complex than the K-module in » variables. 


8. We regard an H-module in » variables as related to space of m 

(not » — 1) dimensions.**) If the origin is changed the H-module becomes 
a K-module. 
*) Imagine all members of a given K-module in nm —1 variables to be written 
down and arranged in sets according to degree. Make them all homogeneous, with- 
out altering the degree, by introducing x,. Then the infinite collection of homo- 
geneous polynomials thus obtained belong to an H-module M’, by Hilbert’s theorem; 
and it easily follows that M and M’ are equivalent. 

**) The effect of this is more far reaching than is at first apparent; and it is 
not altogether easy to foresee all its consequences. One effect is that H-modules 
and K-modules, which otherwise belong to different categories, are placed in the same 
category. 
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A module is said to contain the point a,, a,,---, a, if all its members 
vanish when 2, = @,, % = a,,-++, Z,=a,. The only module which con- 
tains no point is that which has every polynomial for a member*), viz. 
the unit module (1). We specially exclude this module, and are thus 
entitled to say that every module contains one point at least. Thus every 
H-module contains the origin (0,0,---,0), and this is the only isolated 
* point which an H-module can contain; for if an H-module contains a point 
@,,%,,**+,@, Which is not the origin it contains the line 


Pe Se A ee ee ae 


9. A simple**) module is one which contains only a single point. 

A simple N-module***) (simple Noether-module) is a module which 
contains the origin and no other point. According as a simple N-module 
is an H-module or a K-module it is called a simple H-N-module or 
K-N-module. The results obtained in this paper are to great extent based 
upon the properties of simple K-N-modules. The H-module which is 
equivalent to a given simple K-N-module is not a simple H-N-module 
since it contains a line. 

The simple N-module (z,, 7,,---+,%,) will be denoted by O, and the 
simple N-module whose basis consists of all products of z,,2,,--+,«, of 
degree 1 by O%. The latter is the product of / modules each of which is 0. 

The simple N-module (M, 0’) will be called the truncated module 
corresponding to M of degree l. 


10. A module M is said to contain a module M’ if every member 
of M is a member of M’. Thus (F,, F,,---,F',_,) contains (F,, F,,---,F,_,, F,) 
If M contains M’ and M’ contains M then M = M’. 

We shall use the same notation as Lasker (following Steinitz, Math. 


*) This follows as a particular case of Hilbert’s 2°‘ theorem (§3f, (JI), but 
was known earlier from the theory of the resultant. 

“*) E. H. Moore (Bull. Am. Math. Soc. (2) 3 (1897), p. 372) defines simple module 
in this sense, and we shall not use it in any other sense. 

***) I had originally called this an N-module without any qualifying prefix, but 
Professor Noether pointed out that this must cause confusion. I had, in fact, failed 
to notice that Dr. Lasker had employed the term Noetherscher Modul. it will be 
understood then that the general term N-module has the same meaning as a Noether- 
scher Modul, viz. a module which resolves into primary modules all of which contain 
the origin. Thus an H-module is, from the point of view of this paper, necessarily 
an N-module, and H-module and H-N-module are equivalent terms. Later I have 
used the terms N-equations (Lasker, Noethersche Bedingungen), N-set and N-class, 
all of which fall into line with the general meaning of the term N-module. 

I am also indebted to Professor Noether for kindly suggesting other alterations 
which I have carvied out. 
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Ann. 52, p. 8) for the G. C. M. (greatest contained module) of any number 
of modules M,, M,,---, M,, viz. (M,, M,,---, M,) and the L. C. M (least 
containing module) of M,, M,,---, M,, viz. [M,, M,,---, M,]. The nota- 
tion for the G.C. M. agrees with the notation M = (F,, F,,---, F,), for 
this module is the G.C. M. of the modules F,, F,,---, F,. The product 
of two modules M, M’ is denoted by MM’, the product of » modules 
M by My’, and the residual of M’ with respect to M by M/M’. The 
last is defined*) as the module whose members consist of every poly- 
nomial whose product with each and every member (of the basis) of 
M’ is a member of M; i. e. M/M’ is the module M” determined by the 
condition that M’M” contains M. If M/M’=M” and M/M” = M’ 
then M’ and M” are said to be doubly residual with respect to M. 

The properties of a residual are very different from those of a quotient. 
As is well known, if M/M’= M”, and M contains M’, it does not follow 
that M/M” = M’; still less does it follow that M—M’M”. Even if 
M = M’' M” it does not follow that M/M’ = M”; e. g. 


OF = (x,°, ,7x,, 25) (2,5, x, x,*, 2,°), 
but 0°/(2,°, x,%2,, z,°) = O°. 


11. The spread or variety (algebraisches Gebilde) of a module is the 
totality of points which it contains. 

A prime module is such that if the product of any two modules 
contains it then one or the other contains it. Thus if the product of two 
polynomials is a member of a prime module then one or the other is a 
member. A prime module is irreducible and is determined by its irredu- 
cible spread, and any module which contains the spread contains the prime 
module. The last statement is true of any module which is the L. C. M. 
of any number of prime modules. 

A primary**) module M is one whose spread is irreducible, i. e. deter- 
mines a prime module M,, and is such that if the product of any two 
modules contains M then one contains M or the other contains M,. Thus 
if the product of any two polynomials is a member of a primary module 
one is a member of the primary module or the other is a member of the 
corresponding prime module. A prime module is the simplest kind of 
primary module, and the latter will be understood to include the former. 


12. The rank of a module (more especially of a primary module) 


*) Lasker's definition (§ 3h, p. 49). The term residual is used with a very 
similar but less general meaning in § 3a, p. 404 and § 3d, p. 302. 

**) The formulation of the notion of a primary module is due to Lasker (§ 3h, 
p. 51), who shows that his definition is equivalent to the one given above. 
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is the least number of the variables which must be functions of the rest 
in order that all the members of the module may vanish; and the number 
of the remaining or arbitrary variables is the manifoldness or dimension- 
ality of the module. 

The order of a primary module of rank r is the number of finitely 
separated points it contains when it is regarded as a module in r variables, 
‘the remaining » —r variables being regarded as arbitrary constants. 

The characteristic number*) of a module (more especially of a primary 
module) is the least integer y such that M,’ contains M, where WM, is 
the module determined by the spread of M. Thvs the characteristic 
number of any prime module, and also of the L. C. M. of any number of 
prime modules, is 1. 

Multiplicity is defined in § 27. 


13. Power © of an array whose elements are polynomials. If the 
elements a,, of a non-vanishing array (/<k) 


yy) Uygy ***y Ayy | Ay 


Moy, Ugg, ***y Ag, hs 


My » Ue, ***y Me |% 
are polynomials in 2,,,, Z,,9, °°", %, then the value of any non-vanish- 
ing determinant of the array divided by the highest common factor of 
all its first minors which do not vanish will be called the power**) of 
the determinant; and the highest common factor of the powers of all the 
non-vanishing determinants of the array will be called the power of the 
array, and will be denoted by 9. 
If 4,,4,,°-+, 4, are any polynomials in %,,,,2%,,9,,°°*,%, such that 
Ay Gy jt Aggy +++ +4; (j= 1,2,---k) 
are all divisible by a polynomial ’, then (by giving j any / values out 
of 1,2,--+,k) it is clear that the product of 2, by the power of any one 
of the non-vanishing determinants of the array is divisible by %’, from 
which it follows that 12,0 is divisible by © (¢=1, 2,---,l). 


*) Hilbert’s 2°* theorem (§ 3 f, (ID) proves the existence of the characteristic 
number. The definition is an extension to any primary module of Kénig’s Charakte- 
ristik des Wurzelsystems &,,, &,,--+, &, (§3 g, p- 393); for to this root system, or 
isolated point of the module, corresponds a simple primary module whose prime 
module is (a, — Eis wide ae &,,)- 

**) This term is a pure invention and has no relation to the same term when 
used in other connections. It is used later in reference to the dialytic array of a 
module. 
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14. Dialytic equations of a module. The dialytic equations of a module 
are obtained by equating all members of the module to zero and replacing 
every product 2j' x}*--- ai" by a corresponding unknown §),,»,.....pn.- 

If F=S4),,»,,--.p, 21 0" ++ - 2h" is a member of the module then 
> Gp, Pass? CPrsPar--s?p =O i8 a dialytic equation; and so also is the 
x: xp --- an-derivate (where l,,1,,---,1, are any positive integers in- 
cluding zero’s, fixed for one equation) viz. Sap, .».,--«pn S+hs--4Patin = 9} 
which is the dialytic equation corresponding to the member 2} vb --- ap-F. 
A complete system of dialytic equations of a module consists of the 
principal equations corresponding to any principal set of members (§ 5) 
and all the derivates of these principal equations. 

We shall say that §,,»,,....p, is of degree p, +p. +---+>p,, and 
that each dialytic equation is of the same degree as the polynomial or 
member to which it corresponds. The index p,+p,+---+p, of the 
terms of lowest degree which occur in a dialytic equation or member 
will be called the under-degree of the equation or member. 

The array of the coefficients of any complete and independent system 
of dialytic equations of a module as far as degree / is called a dialytic 
array of the module up to degree /. Such an array is most easily obtained 
in operating with an H-basis*) (F,, F,,---,F,) of the module. In this 
ease the array of the coefficients of any complete set of linearly indepen- 
dent polynomials of the type oF,(i=1, 2,---,k) of degree <1, where @ 
is a product z}.2)--- 2, constitutes a dialytic array up to degree l. 


n? 


15. The dialytic equations of an H-module are homogeneous, and a 
complete independent set of equations of degree / is easily written down, 
at least in imagination. The array of its coefficients is called a dialytic 
array of the H-module of degree /, while the dialytic array up to degree I, 
spoken of above, consists of the dialytic arrays of all degrees </, these 
being in separate rectangular compartments which do not overlap one 
another. 


16. Modular equations of a module. This is an important system of 
equations closely connected with the system of dialytic equations. 

The modular equations of a module are the equations which are 
identically satisfied by the coefficients of each and every member of the 

*) An H-basis of a given K-module M is found, theoretically, as follows: Let 
M, be the H-module whose basis is obtained from that of M by inserting x, as the 
variable of homogeneity; and let M,/(x,)—M,;,, (@=0,1,2,---). The first module 
in the series M,, M,, M,,--- which is identical with the next is the H-module 
which is equivalent to M, and gives the H-basis of M. 
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module. If Sep, ,p.,---:rx Zp.sPas--4Pp = 0, Where Zp,,»,,--.,p, i8 the coefficient 
of aj xf*--- 2%" in any member whatever of the module, and Cp, »,,...,p, 
is a constant, or a function of p,,p,,---,p,, in either case a quantity 
independent of the variables, then this is a modular equation. In general 
the series of coefficients ¢,, »,,...,p, in a modular equation of a K-module 
_ (in contrast to a dialytic equation) is interminable, ¢,,,»,,....p, being in 
that case a function of p,, p,, ---,p,*). But the most important class of 
modular equations is that in which the ¢,, »,,...,», are pure constants, every 
Cy, ,pa.---ypy Of degree p, + p, ++--+ p, higher than a certain finite integer 
being zero. Such equations are of finite degree and are called N-equations. 
The modular equations of any simple N-module are all N-equations of 
degree < y ($ 12). Also any module which contains the origin possesses 
N-equations; if it does not contain the origin it has no N-equations (§ 26). 

Modular equations of the type Sp, ,».,--:rn Zpsrar--sPn = 0 in which 
Cy,,Pa,---4pm 18 &® known function of p,,p,,---,p,, but a function which 
vanishes when p, + p, + Pp; +-+--+ p, exceeds a certain fixed finite value, 
must also be classed among N-equations. All the modular equations of 
any N-moduvle, including any H-N-module or H-module (see § 9, 2"* foot- 
note), are expressible as a system of N-equations; but it is only in the 
case of the simple N-module that there is a higher limit y — 1 to the 
degree of the N-equations. 


17. Let Sep, m,-- .Pn 2pisPes--4Pp = 0 be any modular equation of a 
module M and F = Say, |»,,...,p, 0 a" +-- a2?" any member of M. Then, 
by definition of modular equation, we have ¢p,,»,,--.p, Gs,pa.---Pp = 93 
hence, by definition of dialytic equation, it follows that §, | »,,...,p,=p,, Pay --s Pm 
is a solution of the whole system of dialytic equations. Without 
entering into further details of proof we can state conversely that if 
bo.. Pas--4Pn = Cry Pay: Pn 1S any solution of the complete system of dialytic 
equations then >'¢,,,»,,--.,r, 2p,,p.--4p, = 9 is a modular equation, and 
also the theorem that the whole system of dialytic and modular equations**) 


*) A module which contains any point a,,a@,,-+--, 4, Other than the origin must 
possess modular equations of this type, at least one, viz. 


Pi gP2... qPa 
>4 | a), AY EE he 


It is to be specially noticed that a terminable modular equation (or N-equation) is 
one in which, not the unknowns z, but the coefficients c, above a certain finite degree 
all vanish. If an interminable modular equation be applied to a polynomial of as- 
signed degree J it becomes a finite equation since every zy of degree >I 
is zero. 

**) We have already seen (footnote § 16) that these in general are not N-equa- 
tions, but finite on account of being applied to finite polynomials. 


1»Pas'* Pn 
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of a module up to any assigned degree | are conjugate systems of linear 
equations, i. e. the solutions of either system give the coefficients of the 
other system. The dialytic and modular arrays up to degree | together 
form a square array. In the case of an H-module these properties can 
be stated still more simply by writing of instead of up to. 


18. If S¢p,,p.--4Pn 2PnPu--sp, = O is @ modular equation of a module M, 
so also is its ae a -++ 2" derivate >'¢p, p..---:rn Zp—hy--:Py—ly = 0, Where 
l,,1,-*+, 1, are any m positive integers, fixed for one equation, and 
Gy te sta— be is zero if any suffix p,—l,,---,p,—Jl, is negative. This 
follows from the fact that if S's), »,...,»,cf'a}*--- 2?" is a member of 
M so also is afas--+ 2 Sep y--p_U 2h -*: xh", and in the latter 
the coefficient of xj x}*--- xf" is %),-1,,....p,-%- Hence the whole system 
of modular equations of a module consists of certain principal equations 
(shown subsequently to be finite in number) and all their derivates. 


19. The dialytic equations are represented symbolically by the members 
of the module, and this is the easiest way to think of them, the derivates 
of any symbolic equation being obtained by simply multiplying it by any 
product of 2,, 2,+-+,%,. Similarly the easiest way to think of the modular 
equations is to represent them also symbolically by replacing each z, ,. .. ». 
by a product 22... 2’". Thus a modular equation, other than an 
N-equation, is represented symbolically by a power series in 2,, 2), +++, 2,» 
and an N-equation by a polynomial. In either case the derivates of a 
symbolic modular equation are obtained by dividing it by any product 
of 4, 2,,-°°*, 2,3 neglecting all terms of the equation which are not divi- 
sible by the product. Thus if an N-equation is represented by 


az,? + ba? + ¢ + fe, + 94, + hz,2, = 0, 
e standing for cz,°z,° or cz,,, etc, the derivates are represented by 
az,+ he+9 =—he,+b2e,+f=a=b=h=0. 
It is clear that 2...,—0 is always a derivate of any N-equation of 
degree > 0. 


20. N-equations. To find all the N-equations of degree less than a 
numerically specified integer 1 of a given K-module M which contains 
the origin we must solve the dialytic equations of the truncated module 
(M, 0’). In this module every € of degree >/ is zero, and the solutions 
of the remaining dialytic equations (which are finite in number and corres- 
pond to the members oF, of M of under-degree <1) give the coefficients 
of all the N-equations of M of degree </. This subject is resumed in 
§§ 21, 22. 
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Lasker proves that the module determined by the N-equations of M 
continued to a sufficiently high degree is the L.C.M. of all the primary 
modules of M which contain the origin*), by showing that if a poly- 
nomial F' is of the form P,F, + P,F,+---+ P,F,, where P,, P,,---, P, 
are power series, there exists an F, with a non-vanishing constant term, 
such that FF, is a member of M (Satz XXVII, § 3h). This important 
theorem, in conjunction with Satz VII (enunciated in § 1 above) may be 
regarded as a complete generalisation of Noether’s fundamental theorem. 

The modular equations of a given module, other than the N-equa- 
tions, can also be found (§ 60), though not as a rule directly by solution 
of the infinite system of dialytic equations. They are however extremely 
complicated and their chief importance is theoretical. 


21. Standard form of dialytic and N-equations of a K-module.**) 
A standard form of the dialytic equations of the truncated module (¥, 0’), 
which is a simple N-module with characteristic number <1, is any 
arrangement of the equations in partial sets so that all the equations in 
the i partial set (¢=1, 2,---,1—1) are of under-degree i and linearly 
independent as regards the terms of degree i. We need only take into 
account the equations as far as under-degree | — 1, since every € of degree 
>I is zero. The method of modifying these equations so as to arrange 
them in a standard form is obvious, and need not be explained. 

Similarly a standard form of the dialytic equations of any given 
K-module as far as under-degree /— 1 is any arrangement as above, the 
only difference heing that the {s of degree >J/ cannot be taken zero. 
Such a system becomes unique only after being truncated. 

A standard form of the N-equations of a given K-module as far as 
a numerically assigned degree /—1 is any arrangement in partial sets 
so that the equations in any partial set are of the same degree i and 
linearly independent as regards their terms of degree 7. To bring a system 
of N-equations to a standard form we must commence at the highest 
degree and work downwards. Hence the term standard form is not ap- 
plicable to a system of modular equations which are not N-equations. 


*) Where he aims at proving that Q@, = Qo, (§ 3h, p. 97) the analysis is obscure and 
appears to be inconclusive and unnecessary. It can be easily shown (for any module 
M) that M, contains M,,, and, when P and (’ are general points of M, that My, 
contains M,, i.e. Mp= My. It follows, as shown by Lasker, that Q,= Q when P 
is a general point of Q@. Also when P is a special point of Q, Q@ may be chosen 
as a general point, and @, contains Q), or Y. Hence in either case Yp= Q. 

™) A standard form of the dialytic and modular equations of an H-module is 
merely any homogeneous arrangement in sets according to degree. 
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The solutions of a complete standard set of dialytic equations of the 
truncated module (M, O') give the coefficients of a complete standard set 
of N-equations of M as far as degree 1 — 1, and are found as follows: 

(I) We solve the dialytic equations of highest under-degree 1 — 1. 
The array of the solutions is conjugate to the array of the coefficients. 
Each such solution is but the beginning of a solution of the complete 
standard set of dialytic equations of (M, 0’), and gives the coefficients 
of the terms of degree /— 1 in an N-equation of M of degree 1 — 1. 

(Il) We solve the dialytic equations of under-degree | — 2. The solu- 
tions are of two kinds, («) those which continue the solutions found in (1) 
and occupy the same rows in the array of the solutions, and (8) those 
which occupy new rows and correspond to zero values for the {'s of degree 
t1—1. In (a) it suffices to take any one solution corresponding to each 
solution in (I). In (8) the solutions give the coefficients of the terms of 
degree 1 — 2 in the N-equations of degree 1— 2. Also as regards (f) a 
number of solutions is given by (I), viz. all first derivates of all solutions 
in (I). These may or may not give all the solutions (8) which are wanted, 
viz. so many as to make an array conjugate to the array of the coeffi- 
cients of the terms of degree /—2 in the dialytic equations of under- 
degree | — 2. 

(III) We solve the dialytic equations of under-degree / — 3, (a) con- 
tinuing the solutions found in (I) and (Ila); (8) continuing (IIf), em- 
ploying derivates of (I) and (Ila); and (y) obtaining solutions occupying 
new rows, employing derivates of (I1f). In this way we may proceed to 
find the coefficients of a complete standard set of N-equations of M as 
far as degree | — 1. 


22. Complete and principal standard sets of members and equations of 
a simple K-N-module.*) A complete standard set of members of a simple 
K-N-module is such a set as has been already considered, viz. a complete 
linearly independent set in which the number of members of each under- 
degree in succession is made as small as possible. They include every 
product of z,, %,---, 2, of degree >y, where y is the characteristic 
number of the module (cf. § 25). From any complete standard set we 
can pick out a principal standard set.**) This will comprise all the 
members of lowest under-degree, and also any of a higher under-degree ¢ 
which (in respect to the terms of degree i) are independent of the other 





*) In the case of an H-module any principal set of members or equations is 
a principal standard set. 
**) More correctly a principal standard N-set (§ 23). 





- i. — ee. bee 
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principal members of under-degree ¢ previously chosen combined with 
derivates of principal members previously chosen of under-degree <i 
(see also § 23). Any principal standard set of members of a given simple 
K-N-module comprises a fixed number of members of each assigned under- 
degree ($ 48). In the above we may of course substitute ,dialytic equation“ 
for ,member“, 

Similarly a complete standard set of N-equations of a simple K-N-module 
is any complete linearly independent set such that the number of equations 
of each and every degree, starting with the highest degree y — 1, is made 
as small as possible. From any complete standard set we can pick out a 
principal standard set. These will comprise all the equations of highest 
degree, and also any of a lower degree i which (in respect to terms of 
degree 7) are independent of the other principal equations of degree ¢ 
previously chosen combined with derivates of principal equations pre- 
viously chosen of degree >i. Any principal standard set of N-equations 
of a given simple K-N-module comprises a fixed number of equations of 
each assigned degree (§ 49). 


23. Principal N-set of members of a K-module. F,, F,,---, F, is 
ealled a principal N-set of members of M if every member F' of M can 
be modified by the k members F,, F,,---, F, (but not by k — 1 of them) 
so as to have an indefinitely high under-degree. In other words F,, F,,---, F, 
are k members of M such that any member F is of the form 

PF, + P,P, +-+-+ PF, 
where P,, P,,---, P, are power series, while no-one of F,, F,,---, F, 
can be expressed in a similar form by means of the rest. 

A principal N-set of members of M is not in general a principal 
set, and does not determine a unique module; but it has the same system 
of N-equations as M, and constitutes the simplest basis by means of 
which the N-equations of M can be discussed. 

Out of any principal set of members of M a principal N-set can be 
chosen. The selection can be made as follows: Let F,, F,,---, Fy be 
any principal set and F, of as low an under-degree as any of the set. 
Modify F,, F,,---, F, by means of F, to Ff, F,---, Ff? so as to 
have under-degrees as high as possible. Let F{) be of as low an under- 
degree as anyone of F\),---, F(). Modify FM, ---, F{) by means of 
F,, F& to F,---, F® so as to have under-degrees as high as possible. 
Proceeding in this way we arrive at a set F*-", Ft-, ---, FE-» such 
that when F\‘-, ---, F('- are modified by F,, Fy’, ---, F{*-” they all 
appear to admit of indefinitely high under-degrees. This will actually be 
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the case if no-one of the modules (F,, F,, ---, F,)/(F,) from i=k+1 
to k’ contains the origin, and only if this be so (Lasker’s Satz XX VII). Then 
F,, F;,-- +, F, is a principal N-set of members of M and F,, FS, --., Fi» 
a corresponding principal standard N-set.*) 

Any principal standard N-set of members of M comprises a fixed 
number of members of each assigned under-degree (§ 48). 


24. The dialytic equations of the G.C.M. of any number of modules 
consist of all the dialytic equations of the several modules (and the 
modular equations are those which are common to all the modules). 

The modular equations of the L.C.M. of any number of modules con- 
sist of all the modular equations of the several modules (and the dialytic 
equations are those which are common to all the modules). 

The F,-derivates (i= 1, 2,---,k) of the principal modular equations 
of M supply all the principal modular equations of M/(F,, F,,---, F,), 
though the majority may be unnecessary as being included in the rest 
and their derivates. For the necessary and sufficient conditions that F 
may be a member of M/(F,, F,,---, F,) are that F,F(i=—1,2,---, k) 
should be members of M, i.e. that the coefficients of /’ should satisfy 
the F,-derivates of the modular equations of ©. 

From this it follows that 


M/(M,, My, ---, M,) = |M/M,, M/M,, - --, M/M,). 
It can also be easily shown that 
M/({M,, M,,---,M,] is contained in (M/M,, M/M,,---, M/M,); 
(M,, M,,---,M,)/M is contained in (M,/M, M,/M, ---. M,/M); 
and 
[Mf,, Mz, ++», M,)/M = (M,/M, M,/M, ---, M,/M). 


Itt. Resolution of a module. 


25. Resolution of a simple K-N-module. We shall begin by showing 
how to resolve any simple K-N-module (which includes the simple 
H-N-module), and thence proceed to the resolution uf any module. 

Any simple N-module is primary, having O = (z,, 2,,---,,) as its 
corresponding prime module. By Hilbert’s 2nd theorem (§ 3f,(II)) every 


*) If F,, F,,---, F, is a principal standard N-set of members of M it is not 
necessarily true that every member F of M is of the form P, F, + P, F, +---+ P, F, 
where P, F,, P, F,,---, PF, are all of under-degree as high as F. 

Ex. If Fi, =2,% +95, Fy, = 2,2 + 5, 
where g,, ~, are of under-degree 3, then z, F, —2, F, is of under-degree 4 but not 
of the form P, F, + P, F, where P, F,, P, F, are both of under-degree as high as 4. 
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single-termed polynomial 2/'}*--- 7?" of degree > the characteristic 
number y of the module is a member of the module; and, since to every 
member corresponds a dialytic equation, every € of degree > y is zero, 
and every modular equation is of degree < y. 

Arrange the members oF of the module, where F is any member 


of the given basis and @ any product x? 22 --- 2, in a standard form, 
’ determining the partial sets in succession ($ 21), the « partial set being 
of under-degree i. It must then happen eventually that the number of 
members in the i partial set is equal to the number of products of 
24, %,***, &, Of degree i, and the first value of i for which this happens 
will be the characteristic number of the simple N-module.*) For, by con- 
sidering the dialytic equations corresponding to the members in the i 
set, it is clear that every € of degree i can be expressed in terms of 's 
of degree >i, and every € of degree >i in terms of €s of still higher 
degree; and since all {'s of degree >y are zero, every € of degree >i 
is zero, i.e. y=. The modular equations can then be found as in § 21. 


26. The method of § 25 applied to any K-module M may be used 
to determine the dialytic equations of (M, O') and the N-equations of M 
as far as degree /— 1 ($21). This amounts to finding what solutions of 
the dialytic equations of M exist for ¢'s of degree </ when all ¢’s of 
degree >/ are taken to be zero. If M does not contain the origin all 
the §'s of degree <1 will be zero (when the €’s of degree >/ are taken 
zero), and there will be no N-equations of M. If M contains an isolated 
point at the origin it will have N-equations, but only up to a certain 
finite degree y —1.**) In fact, (1M, O°) will be the whole simple N-module 
contained in M provided / > y. 

Hence the process of § 25 is applicable not only to a simple N-module 
but to any K-module with an isolated point at the origin; and in the 


*) The process is one which can be actually carried out for any K-N-module 
whose basis is given, and the value of y found. It is not possible to give a formula 
for y except in a few specially simple cases, the most important being the following 
obvious extension to m variables of Noether’s result for two curves (Math. Ann. 6 (1873), 
p. 351): If the resultant of the terms of lowest degree i, , i,,---,4, in F,, F,,---,F, 
respectively is not zero, then the characteristic number y of the simple N-module 
contained in (F,, F,,---, F,) is ¢, +4, +---+%,—n+1. See also Bertini (Math. 
Ann. 34 (1889), p. 447) who gives a superior limit for y in the case of two curves 
when the resultant spoken of is zero. This result can also be obviously extended 
to » variables. 

**) For M resolves into primary modules one of which is a simple N-module 
and the rest do not contain the origin, and the only N-equations of M are those 
of the simple N-module. 
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latter case it gives the characteristic number and dialytic and modular 
equation of the whole N-module which M contains, i. e. it separates the 
simple N-module out of M. 

When a given K-module M contains an isolated simple module we 
transfer the origin to the point of the simple module, and find the dialytic 
and modular equations of the simple N-module which M then contains. 
The origin is then moved back to its old position; the effect of this 
second change of origin being as stated in § 58. We can thus determine 
the modular equations of the simple module. 


27. Multiplicity. The multiplicity uw of a simple module is the number 
of its independent modular equations.*) 

The multiplicity of any primary module of rank r is the multiplicity 
of each of the finite number of simple modules into which it resolves 
when it is regarded as a module in r variables only z,, 2, ---, %,, while 
Ta) °**, %, are regarded as arbitrary constants.**) 

A similar statement holds with regard to the characteristic number 
of any primary module. 


28. Properties of a simple N-module. The following properties of a 
simple N-module M, of multiplicity u are important because they can 
be extended with little variation to any primary module. 

The w modular equations of a simple N-module M, which has only 
one principal modular equation can be arranged in such a manner that 
the first i of them are the modular equations of a simple N-module M, 
(i=1,2,---, mw). Let the principal equation > Spge-+p_ = 9 
(p, +pyt+++-+p,<y) be represented by 00---0, and its age... aim 


derivate by J,/, --- 1,. Imagine all arithmetic numbers of m digits in 
the scale whose radix is y to be written down in descending order of 


magnitude, beginning with y—100---0 as the highest number and 


*) This definition gives the same measure of multiplicity as that given by the 
theory of the resultant (Lasker (§ 3h, § 45); Léffler (§ 3e)) when there is a resultant. 

To a simple module M corresponds a set of u polynomials of which no linear 
combination is a member of M, and such that any other polynomial is congruent as 
regards M to a linear combination of the m polynomials. From certain points of 
view it may be considered preferable to make this property serve for the definition 
of the multiplicity » of M. 

**) If w is the multiplicity of a primary H-module and d the order of its spread 


(that is, the number of the simple modules mentioned above) then ud is the coef- 
-r-i1 


. ; 
Sclent of the highest tem ————7) 


(§ 67, footnote). 


in the Hilbert function (2) of the module 
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ending with 00---0. From these we may omit all numbers for which 
L+i,+-:-+1,>y—1. The corresponding order of the modular equa- 
tions which the numbers represent will, after omitting each and every 
one which is dependent on previous ones, have the desired property; for 
the equation represented by /,/, --- 1, is preceded by all its derivates 
since every derivate is represented by a higher number. 

The same property holds for any simple N-module M whatever be 
the number of its principal modular equations. Take any one of the 
principal equations and write it and its derivates in the prescribed order, 
succeeded by any second and its derivates in their proper order, and so 
on till the last. Then in the whole series of equations thus obtained 
omit every equation which is dependent on those of the whole series 
previously written, and we shall have the desired arrangement. 

Finally if M,, is any simple N-module, and M,, any module con- 
tained in M,, we can so write the uw modular equations of M, that the 
first u’ of them are the modular equations of M,, and the first i of them 
the modular equations of an N-module M, (i=1, 2,---,u). In order to 
do this we have only to write down the mu’ equations of M,, in the 
prescribed order succeeded by those of M,, and omit in the latter every 
equation which is dependent on those of the whole series previously 
written. 


29. lt follows from the above that to any given simple N-module 
M,, corresponds a series of simple N-modules M,, M,,---, M,, where 
M, = (%,, %,,°:+,%,) and M, (1<i<4) contains M,_, and is contained 
in M,,,. The intermediate modules M,, M,,---, M,_, can be chosen 
in any order and with a considerable amount of latitude, being subject 
only to the conditions that each one chosen must contain the one of 
nearest lower multiplicity previously chosen (i. e. its modular equations 
must include those of the other) and must be contained in the one of 
nearest higher multiplicity previously chosen. This may be regarded as 


the most general resolution of a simple N-module M,,. 


30. Principal modular equations of a simple N-module. From any set 
of uw independent modular equations of a given simple N-module M, a 
fixed number ¢ can be selected which with their derivates will give the 
whole w equations (§ 49). To make the selection it is only necessary to 
reject any equation which is dependent on the rest and their derivates 
until there are ¢ equations left, no-one of which is dependent on the re- 
maining ¢— 1 and all their derivates. 

The system formed by all the derivates of these ¢ equations (not in- 
cluding the ¢ equations themselves) is also a definite system, viz. the com- 


6* 
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plete system of modular equations of M,/0O. If w’ is the multiplicity of 
M,,/ 0, then any u — uw’ equations which on being added to the u’ equa- 
tions of M,/O give the whole system of equations of M, constitute a 
set of principal equations for M,, and t= wu — w’. 


31. The resolution of all modules which are not simple N-modules 
comes ultimately to the resolution of simple K-N-modules. Apart from 
simple N-modules there is no loss of generality in supposing the module 
which is to be resolved is an H-module; and in what follows we shall 
suppose it to be an H-module. 


32. Resolution of a primary H-module. Let M = (F,, F,,---, F,) be 
any given primery H-module. It is required to find 
(I) the prime module M, corresponding to M, 
(Il) the spread of M or M,, 
(IIT) the characteristic number and multiplicity of M, 
(IV) the modular equations of M. 
We suppose the variables have been subjected to a general homogeneous 
linear substitution beforehand.*) 


In order to find the spread of M we have to find the totality of 
solutions of the equations 


F,=F,=F,=...=—F,=0. 


To this is added a further equation involving a new unknown 2 and 
arbitrary constants ¢,, t,,---, ¢,, viz. 


F,= z — t,2,—2,—---—t,z,=0. 


Regarding F,, F,,---, F, as polynomials in 2, 2;,---, %,, 2 (by sub- 
stituting for z, from the equation F,— 0) we proceed to find their re- 
solvent (§ 3g), or rather its first and largest factor, which is the only 
one that is material in the case of a primary module. This factor will 
be a power**) of an irreducible polynomial D from which a certain 





*) While this is always understood in general theory unless the contrary is 
implied, it is not always necessary in practical applications provided proper pre- 
cautions are adopted. 

**) The index of this power is as a rule greater than the corresponding index 
of the power in the theory of the resultant (in such cases as allow of a comparison 
being made) and so cannot be regarded or defined as a measure of the multiplicity 
of the primary module, as Kénig appears to suggest (§ 3g, p. 214). 

Ex. If F,, F,,---,F, are non-homogeneous polynomials, all of the same 
degree 1, having a resultant (« —t,a, — t,a, —---—t,,a,)", they will have a resol- 


pnt 
vent (x — t,a, —t,a, —---—t,a,) ‘ 
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number of the variables 2,, 7,,---, 2, have been eliminated in the 
process of finding the resolvent, so that D is a homogeneous irreducible 
polynomial in 2. z,,,,-+-, 2, in which the quantities ¢,, t,, ---, ¢, occur 
among the coefficients. In order to explain what use is made of D it is 
necessary to explain its properties. 

D is a polynomial of degree d (the order of the spread, or of M, 
‘or of M,) in which the term z* occurs having for its coefficient a poly- 
nomial function A of the coefficients of the terms of F,, F,,---, F,. To 
every solution of D=0, regarded as an equation for x (,,,,-:°, 4, 
having arbitrary values) there is a solution of the equations 


F,=---=F,=F,=0. 


Conversely every solution of the latter equations, regarding 2,, 7,,---,%,,% 
as the unknowns makes one of the factors of the complete resolvent vanish, 
and therefore makes D vanish, since M, being a primary module, has an 
irreducible spread. Hence M is of rank r, and there are d solutions of 
F,=---=F,=0 regarded as equations for 2,, 2, ---, 2,. 

A property which has an application to modular equations is that 
any symmetric integral function of the roots x,,, 7,,,---, Z,; (¢=1,2,---,d) 
is not merely rational but integral*) in z,,,,---, 2, and of the same 
degree as the symmetric function. 


33. Let D, be the value that D assumes when ¢,7, +--+ 4,2, is written 
for z. Then D, must vanish for every solution of F,= F,=---=— F,=0. 
Hence if D, is arranged according to products of ¢,, t,, ---, t, the coeffi- 
cient of each product will be a member of the prime Module YU, cor- 
responding to M. Let M’ be the module whose basis consists of all 
these members of M,. Then M’ contains M,, but not multiply, and also 
contains other modules of rank >r. Hence if is the power (§ 13) of 
the dialytic array of M’, regarded as a module in 2,, 2, ---, 2, only, and 
continued up to such a degree that the number of columns exceeds the 
number of rows (all independent) by d only, then M,=— M’/® (§61). This 
determines the prime module M, corresponding to M, although it is very 
possible that there may be some better way of determining M, from M’ 
or D,. 


34. Let 2,,;, Loi, °**, %,; (6 =1, 2,--+,d) be the d solutions of 
F,= F,=---=—F,=0 


*) This follows for the elementray symmetric functions from comparing D with 
its product form in § 34, and for any symmetric functions since they are integral 
functions of the elementary ones (§ 3g, p. 316). 
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regarded as equations for 2z,, %,,---, 2,, the solutions being algebraic 
functions of %,,,, Z,43,°°*, Z- Then the solutions of D=O are 
Bm tet +t e +t1% 4+: +t,x, ((=1,2,---,d). Hence we 
have the following product forms for D and D,: 


d 
D= A] | (a —6,.2,,—-+++ —#,.0,4—b,41% 41 — °° — b2,)) 
i=1 


D=A] [(4@-1) +4G—m) +--+ +4@,—2,)}, 


i=1 


the latter showing that D, is independent of ¢ 


beans t.. 


r 


a 
It follows that the coefficient of ¢ in D, is A] ] @,-=,)) i.e. a 
i=1 


polynomial of degree d in z,, x,,,, +++, 2, in which 2? occurs with coef- 
ficient A. This polynomial is denoted by » (x,,z,,,,---,%,) or simply g. 
The coefficient of ¢,¢¢-' in D, is seen by the product form to be z, y’—q, 
where g’ is iz and g, is a polynomial of degree d in 2,, %,,,,°++, 2, 
in which the term 2? does not occur. Hence the spread of M is given 
by the equations 


P Pr- 
y = 0, nd *% So” - ? 
the first giving z,, and the others giving 7,, 7,,---, 2,_, in terms of z, 
and z,,,,°°*,%,- The values of z,, x,,---, Z,_, can be expressed inte- 


grally in respect to z, if preferred, having for common denominator the 
discriminant A of m with respect to z,. 

We are not concerned with special points in the spread, and the 
equations above give the general point. In the case of special points the 
value of z, is found in terms of x, and z,,,,---, 2, from the coefficient 
of #t#-' in D,, l being the lowest value for which this coefficient 
actually contains 2,. 


35. To find the characteristic number and multiplicity of M we 
must still regard M as a module in r variables. To make the work 
clearer we now adopt §&,, &,---, & as the variables*) in place of 


*) Thus in dealing with a primary module of rank r we restrict the number 
of variables to r, viz. 2,, %,,---,%,, or & , &,-- ,§&, amd regard 2, .,, U19,°**y2, 
as parameters, the object being to change the module into a set of simple modules. 
The same method is employed, as Professor Noether reminds me, in Picard and 
Simart’s ‘Fonctions algébriques de deux variables’ II (1900), p. 17. 
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4, %,*-*, %,, and denote what M becomes by (M),. Thus (M), is a 
K-module in §&,, &,---,& the members of whose basis are 


F, (&,- ++) §» ae oi Ly), 


where i= 1,2,---,k. The spread of (1), consists of d isolated points, 
any one of which we shall denote by 2,,2,,---,2,, so that we have as 
before 


bat 
p(%,, 2 Tear ** *y Hy) =-0, ~1= p? 
We now move the origin to 2,, x, ---, 2,. Then F, becomes 


FE, +2, &g +2, °° +, &.+2,, Dpair’* > Bq) 
OF, 5 9 OF; 


oF, , 1 
-iza + he ae te hh ja* °° 


The simple K-N-module which (1), contains, after moving the origin, 
can now be resolved (§ 26), the first step being to obtain a complete 
standard set of members of (J/), up to a sufficiently high under-degree y. 
The members of the 1* partial set (i. e. those of under-degree 1 in 
£,, &,-+-,&) are included in 

2 OF; 
ox,* 


F; , 
bgt tga teh (§=1,2,-4h). 


Any of these that can be linearly modified by means of the rest so as 
to have under-degree 2 must be so modified and transferred to the 2™¢ 
partial set. Hence in the standard arrangement of members of (I), 
the number in the 1* partial set is the highest order m, of any sub- 
determinant of the array 

aF, oF, | aF, | 

Ox, 02, Ox, | 

OF, OF, OF, | 

Oa, Oa Oa, | 


OF, OF, | 6F;, | 
Ou, O02, Oz, | 





te 
g’@’ ? @ 
substituted for z,, %,-+-, %,_,;. If nm, =r, the characteristic number and 
the multiplicity of the K-N-module, and therefore of M, are both 1. If 
n, <r, and if the number n, of members in the 2™* partial set, (including 
every &,/’, and all the members transferred from the 1" set) after being 
reduced to the standard arrangement by transferring as many as possible 


which neither vanishes nor is divisible by gm when are 


to the 3" set, is found to be less than + r(r+1), we must go on finding the 
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numbers ”,, %,, ms, -+~+ until we reach a number m, which is not less than, 


and therefore equal to, oe 7 Then y is the characteristic number 


of M, and oer ") —n,—n,—--+—n,_, is its multiplicity .*) 

36. From the complete standard set of members or dialytic equations 
of (1), up to under-degree y—1 we obtain the complete standard set of 
N-equations of the N-module which (2/), contains (§ 21), the coefficients being 
integral functions of x, , Z,,---,z, which are connected by the equations of the 
spread. From these we can proceed to the modular equations of M, whether 


in the r-dimensional form in which the coefficient c ts is 
Pas Pas’ * 9 Py Pir Pars Py 


a polynomial in z,,,,---, 2%, With coefficients which are functions of 
P:, Py» **yP,, Or the n-dimensional form in which the coefficient ¢, 


of sae is a function of p,, py, --+, p, (§ 60). 


Pas'**s Pr 


37. We suppose now that the particular point to which the origin 
of (Mf), has been moved is 2,,,---, 2,,, and prove that to any system 
of w’ equations (including all their own derivates) chosen out of the uw 
N-equations of (J), there corresponds a primary module M,, of multi- 
plicity uw’ with the same spread as M. The uw’ equations are the modular 
equations of a simple N-module whose basis can be found. Suppose it 
found and the origin then to be moved back to —z,,, —2,,,---, —Z,,, 
its first or fixed position. The N-module then becomes a simple module 


(M:?): involving the quantities 2,,,---,,,;, 2,,4,°-*,%, in the coefficients, 


The L.C.M. (M,,), of all the modules (M}):, i= 1,2,-- ,d, involves 


*) To test whether a given polynomial F’ is or is not a member of a given 
module M which is known to be primary we may form a complete standard dialytic 
array of (M); as described above as far as under-degree y after moving the origin to 
to the point z,, 2,,---, 2, of (M);:, and then add a new row to the array consisting 
of the coefficients of F:. The necessary and sufficient conditions that /' may be a 
member of M is that the enlarged array taken as far as degree y — 1 should vanish, 
i. e. that all its determinants should either vanish or be divisible by g when 

* as 
SU we 
are substituted for x,, 2, ---, %,_,- 

Also if any given module M has once been completely resolved into its primary 
modules the necessary and sufficient conditions that a given F' should be a member 
of M are that F should be a member of each of the primary modules of M. It does 
not follow, however, that the best way to find a general answer to the question 
whether a given polynomial F' is a member of a given module M is first to resolve M; 
for the subsidiary problem may be more difficult of solution than the original 
question. 
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the 2,,;, %,,°**, £,; Only in the form of symmetric functions, which are 
integral functions of z,,,,---+, #,. Hence when &,, &,---,& are 


replaced by 2,, 2,---,”, the basis of (M,,). becomes the basis of a 
module M’ in 2,, %, +--+, Z,. 

Is is clear that M, M’ have in common a primary module of rank 
r and multiplicity «’ with the same spread as M, but no other common 
module of rank <r. This primary module is (M, M’)/® (§ 61), ie. 
there exists a module M,, = (M, M’)/® having the properties mentioned 
above. 


38. It follows as in § 29 that to any primary module M, there 
corresponds a series of primary modules M,, M,,---, M, with a 
common spread, M, being prime and M, of multiplicity i and containing 
M,_, (i=2,3,---,u). Also M,, M,,---, M,_, can be chosen in any 
order, and are subject only to the conditions that each one chosen contains 
the one of nearest lower multiplicity previously chosen, and is contained 
in the one of nearest higher multiplicity previously chosen. This may be 
regarded as the most general resolution of a given primary module M, 


(ef. § 2). 


39. Resolution of any given H-module. The primary modules of which 
any given module Jf is composed are of two kinds, which can be 
distinguished by the terms isolated and imbedded. An isolated primary 
module or spread is one which contains points outside all the other 
primary modules or spreads of M, although it may interpenetrate these 
other spreads. An imbedded primary module or spread is one whose 
points are all contained in one or more of the other spreads of M of 
lower rank. The isolated primary modules into which M resolves are 
unique, but the imbedded ones are not. The isolated spreads are the spreads 
corresponding to the minimalresolvent (§ 3g, p. 235). 

In the method given below for finding imbedded primary modules 
sufficient for the complete resolution of M each has the smallest possible 
characteristic number but not necessarily the smallest possible multiplicity. 
In order to resolve M we first find its isolated primary modules, then 
the primary modules imbedded to the first degree, then the primary 
modules imbedded to the second degree, and so on, until the resolution 
is complete. 

Form the complete z-resolvent of M, where x stands for 

1.2, + tote +--+ +4,2,. 
This consists of the complete partial resolvents of M of different ranks, 
that of rank r being a polynomial in «, z,,,,---,%,- Divide out of 
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each partial resolvent the highest common factor of itself and its first 
derivative with respect to z, giving the reduced partial resolvent with no 
repeated factor. If the reduced partial resolvent still has polynomial 
factors we suppose it to be factorised. The coefficients of some of its 
factors may only be expressible in terms of the roots of an irreducible 
equation in one unknown, and in such a case we suppose them to be so 
expressed (see § 42, footnote). If preferred, the product of such a set of 
factors might be treated as a whole for the purposes of the work below, 
thus dispensing with the irreducible equation, but leading finally to the 
L. C. M. of the primary modules corresponding to the several factors in- 
stead of the primary modules separately. 


Having found all the polynomial factors of the reduced complete 
resolvent the prime module and spread corresponding to each can be found 
as in § 33, 34. Any spread which is contained in another is an imbedded 
spread and must be rejected at this stage, the spreads which remain being 
the isolated spreads of M. Let M, (of rank r and order d) be the known 
prime module and J/, the as yet unknown primary module of M cor- 
responding to any such isolated spread. Then, by § 26, it is seen that 
the characteristic number y and multiplicity « of M, will be found by 
applying the method of § 35 to (M),.. Now (M, MJ) contains M,, (be- 
cause M and M/ both contain M,) and no module of rank <r other 
than M,. Hence it follows that M, —(M, M7)/® (§ 61). Thus all the 
isolated primary modules M, can be found. 


40. Let M® denote the L. C. M. of all the isolated primary mo- 
dules of M, and M’ denote M/M™. The isolated spreads of M’ (found 
in the same way as those of M) are the spreads of the primary modules 
of M imbedded to the first degree; but their characteristic numbers and 
multiplicities with respect to M’ are not those of the imbedded modules 
of M. Let M,’ (of rank r’ and order d’) be the prime module corresponding 
to any isolated spread of M’. It is required to find a primary module 
M,., with the same spread, which will serve for the resolution of M; but 
before doing so some observations should be made. 

When M’ is not a simple H-N-module, in which case r’< n, we 
employ &,, &,---, & as variables in place of 2,, 2,,---, 2, and move 
the origin to a point z,, z,,---, x, of the spread of (@M,’),. In reference 
to M the imbedded module M;, has a certain definite relevant character- 
istic number 7’ and a definite relevant multiplicity u’< uw; and M, can 
be, and is, so chosen that its actual characteristic number is y’. The two 
numbers y’, uw’ may be defined as follows: y’—1 is the highest degree 
of any N-equation of (M7), which is not an N-equation of (M), and 
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not capable of being lowered in degree by N-equations of (M),, and 
uw’ is the total number of independent N-equations of (M), of which no 
linear combination is an N-equation of (M/),, the origin being at one 
of the d’ points of the spreads of (M,’).. 
Whatever primary module M/, is chosen the primary module 
Myr = (MH, M,)/o 

contained in M, is irrelevant for the resolution of M, since it is con- 
tained in M®, which has been already obtained. The multiplicity u” of 
M, is called the irrelevant multiplicity of M, in reference to M, and 
the definite relevant multiplicity uw’ of M; is equal to w—y”. Although 
M,, is not unique the module [M®, M,| is unique. 

When 7’ has been found it would suffice to take M, =—(M, M;’)/®. 
The chief objection to such a choice is that its multiplicity u may be 
much higher than is necessary. Thus if the imbedded modules in ex. 3, 
§ 46, were chosen in this way their multiplicities would be 15 and 55 
instead of 6 and 9. 


41. In determining MV, a simpler process can be adopted when M’ 
is a simple H-N-module than when it is not. 

If M’ is a simple H-N-module, y’—1 is the highest degree of a 
member of the basis of M/O which is not a member of M. 

The basis of M/O comprises a certain definite number ¢ of members 
of which no linear combination is a member of M, and a certain number 
(or the whole) of the members of the basis of M. It is clear also that 
any member of M/O is a linear combination of the ¢ members and a 
member of M. To the ¢ members of M/O which are not members of M 
will also correspond ¢ N-equations of M which are not N-equations of 
M/0, one to each, and which a fortiori are not N-equations of M, since 
M/O contains M. 

The ¢ N-equations are the only modular equations in respect to which 
M and M/O differ, but not the only ones in respect to which M and 
M differ; for some of their derivates will also not be N-equations of 
M™ provided M’ is not O. The ¢ N-equations are the principal equations 
of the required imbedded simple H-N-module M,, and since they can be 
found they determine M,,. The ¢ N-equations are not unique since they 
may be modified in any manner by the N-equations of M/O; if it can 
be seen how to choose them so that uw may be a minimum it would be 
the best choice to make. 


42. If M’ is not a simple H-N-module we must determine*) (J/),/(0),, 


*) In this article we extend the assumptions (I) and (II) of § 1 to the case in 
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where (0), is (&,, &,---,&.), after the origin has been moved to a point 
(2,4) Zyiy ***, Ly) Of the spread of (M,’),. As in § 41, (M),/(O),; has 
only a finite number ¢ of members of which no linear combination is a 
member of (M)., and the ¢ members all occur in the basis of (M),/(0O),, 
Hence if we write down a standard dialytic array of (M), it will be 
comparatively simple to add rows corresponding to the ¢ members of 
(M),/(O), so as to convert it into a standard dialytic array of (J1),/(0),. 
The highest under-degree of any one of the added rows gives the value 
of y’— 1. To each of the ¢ rows will correspond one N-equation of (/), 
which is not an N-equation of (/),/(O);, whose degree is equal to the 
under-degree of the corresponding row. These ¢ N-equations (chosen if 
possible so as to have a minimum number of independent derivates) are 
the principal N-equations of (M/,)., and determine the simple K-N-module 
which (@M,). contains. On moving the origin back to its first position 
(cf. § 37) the simple K-N-module becomes a simple module (M,),. The 
module (M,), is the L.C.M. of the (M,),, i=1,2,--.,d’; and its 
basis involves the coordinates of the d points of the spread in the form 
of integral symmetric functions, which are integral rational functions of 
Denis Vea» U- Replacing Ei» E, Sige é,. by Dy Meg, *y Tp in (M,): 
we obtain a module (M,), in 2,, 2, +--+, %,3 and Mi = ((M),, M;")/®. 


43. Let M@ denote the L. C. M. of M® and all the primary modules 
M,, of M imbedded to the first degree, and M” denote M/M“. The isolated 
spreads of M” correspond to the primary modules of M imbedded to the 
second degree, which can be determined like those imbedded to the first 
degree, M™ and M” playing the part of M® and M’. In this way we 
can proceed till M is completely resolved, which happens when we arrive 
at a module M® such that M/M® = 1. 

The three examples which follow illustrate to some extent the methods 
which have been described. In all of them the spread and prime module 
are seen at once by inspection, and the polynomial ® is 1. The basis of 
the L. C. M. of a number of given modules, or of the residual of one 
given module with respect to another, can be found and verified in suf- 
ficiently simple cases; though this is by no means easy in the 3™ example. 

We shall use the same notation as above: M is the given module 
to be resolved, M, the prime module of any one of its isolated spreads, 
M,, the corresponding primary module of M, M® the L. C. M. of the 


which the coefficients of the members of the bases of the given modules are only given 
implicitly, viz. as rational functions of a root «,—x,,, of the equation 


P(x, es Ce x,)=0 
of the spread of M{. 
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isolated primary modules M, of M, M’ the module 1//M, M,’ the 
prime module of any isolated spread of M’ (i.e. any spread of M imbedded 
to the first degree), M,, the corresponding primary module of M (not 
unique), M the L. C. M. of all the modules M, and M/, M” the module 
M/M®, M® the L.C. M. of all the modules M,, M; and M,’, M’”’ 
the module M/M™, ete. 


44. Example 1. 
— M = (0,3, 43, 1,25 + 1%). 
The whole spread of M is given by x, == 7, = 0. Hence 
M, = (2, £3). 
To find y and w we use &,, & as variables in place of z,, %,, and move 
the origin to a point of the spread of (M,),. Hence, as the only point 
of the spread is the origin itself, we have, after change of origin, 
(Mg = (E%, Es, 51% + E204), (My)s = (Ei, &2)- 
The members of (M), are exhibited by the array 
1% & g” 6,6,” a? ++. 


we % 





| . . . . Xs x, 
| Becton 
In reducing this to the standard form we omit the last (or the second) 
row; but there are still left 3 members or rows of under-degree 2 no-one 
of which can be modified by the others so as to have under-degree > 2. 
Hence the array need not be continued further, and we have y = 2, 
u=3—1=2. ® is found from (M, M7), and is equal to 1. Hence 
M,, is (M, My), i. e. 

M, = (M, M,*) = (&,?, ©, %q, X47, ©, %3 + 1%). 
Also 

UM = M, = (2,*, ©,%,, Xz’, 11%, + %_X,), 

M’ = M/M = (&,, X,, 25, %); 


since M’+ 1, but has 2,, 2, Z,, 2, as members. 

As M’ is a simple N-module we have (§ 41) to find M/O. Now 
M/O = (M, x,x,) and has only one member 2,2, which is not a member 
of M. The corresponding N-equation of M which is not an N-equation 
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of M/O is 29, = 0, and the simple N-module M, determined by this 
and its derivates Z 19 = 4:000 = Zo000 = 0 is (as, 2%, 2,", 2”). Hence 


M=([M,, M,), 

where ; 

M, = (24, ©, 15", 1X3 + 1%), 
and 

M, = (2,', %,°, 23, 24). 
45. Example 2. 

M = (2,°, 5°, 2, %_ + XX + 1X). 

Here 


M, = (%,, 2X3), (M1); = (6,°, 5°, &:& + &,25 + &2,), (M,); = (&, &). 
The members of (M), are exhibited by the array 








1 E, E. é? £8. é,? é° 5,7&. &,&," ,° 5,‘ §,°&, 5,°&,? €,6,° E* E,°--- | 
ae ee as. ee ek ee ee | 
ee | 

Z &% 1 

- Le, 1 | 

Ls x 1 , eee 

ee hee as 

1 ‘ | 

1 eo 


The member corresponding to the last row can be modified by the others 
so as to have under-degree 4; but there are still left 4 members of 
under-degree 3, so that y=3 and w=6—3=3. © is found from 
(M, M,°), and is 1. Hence 


M® = M, = (M, M,*) = (2,5, %,72,, 1,5", Xy*, 1, %y + Xs +%_%), 
and 
. M' = M/M® = (a,, 25, 23, 2,)', 
which is a simple N-module. 
M/O = (M, 2,*%, 25, %,%,*2,), 
and has two members which are not members of M. 
The two corresponding N-equations of M, not holding for M/O are 
22200 + Zo202 = 41201» 2200 + %2020 = “2110- 
The simple N-module M,, determined by these and their derivates is 
My; = (Lp %Xq, Ly Xy+ Hq", LyX +H y*, Ly %y +1, Ly +LyX,, 1°, X,°, 15°, x,°). 


Hence 
M= [M,, M,;), 





Pp 
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where M,, M,,, are the primary modules found above. The irrelevant 
part of M,, is (M,, M,,) = Ms. 

46. Example 3. 


Sat atsiand 
M = (x,°, 2,°, 2,7 + 2°, + 2,424). 
Here 


M, = (x, ), (1); a (é,°, g,*, g? + E,2ar, + E £24), (M,); = (é, &,). 
The members of (2), are exhibited by the array 


| 2 &, bs &? £8, §,? é,° 5,76, €, 8," é,° g,‘--- 


tT & 








Hence y = 3 and u=6—1=5. Also O=1, and 
M® = M, = (M, M,°) = (2,°, 2,225, £,4,%, 24°, 2° + 24°, + 2,2,2,), 

M’ = M/M® = (2,*, ©, Xq, Uq*, 1, Xy, XX q, Uys, LyX, Xz" — X,?)*). 
M’ has two isolated spreads, viz. 7, = 7, = 7, +2, = 0- 

Taking M,’ = («,, %,, %;+%,), we have to move the origin to a point 
of the spread of (M,'). or (&,, &, &+2,), viz. 0,0,—a,, and apply the 
method of § 42. After change of origin 

(M); = (—&? — &, 5 + E27, + 6," + £9785, &,°, &°), 
(M);/(O), has only one member £,&(&,+&) which is not a member of 
(M),; and this cannot be modified by members of (JZ), so as to have a 
higher under-degree. Hence y’— 1 = 3, or y’=4. The corresponding N- 
equation of (1), which is not an N-equation of (I1),/(O); is 249 + 4:29 = 9, 
and this is the principal N-equation of (2/,)):. 
Hence u = 6, and 


(M;); = (&, &,°—§,8 + £5, £,°& —& §."). 
Changing the origin back to its first position we see that 
My) = (H+ 4, ©,°— 21%, +4", 2,2, — 2,24"). 


*) The residual of any module with respect to M can have no other relevant 
spreads than M has, and may have less; but it is noticeable that it may have some 
to a higher relevant multiplicity. This is the case here with M’ and M which 
contain simple N-modules of relevant multiplicities 2 and 1 respectively; for when 
deprived of their relevant simple N-modules they become (a,, 2,,2%,*—2,*) and 
(M, x,*a,%), the former of which has two members 2,, 2,, not members of M’, and 
the latter only one member z,*z,*, not a member of M. 
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This is the simplest imbedded primary module of M corresponding to 
the spread z, = 27, = 2,+2,=—0. Similarly that corresponding to the 
spread 2, = %, = 2, —27,= 0 is 


(2 — Hy Hy? + 2, Xy + ay", Uy? ay + 2, 2,°). 
The L.C. M. of these two modules and M® is M“ = (M, z,?z,°). 
Hence 
M”" = M/M® = (x,, &5, %, 24), 
which is a simple N-module. Also M/O = (M, x,*2,*), and has only one 
member which is not a member of M. The corresponding N-equation of 
M, not holding for I/O, is 2.99 = 0, to which corresponds the simple 
N-module (2, 2, 7,°, 2°). 
Hence 
M =([M,, M,, M,, M,), 
where 
My = (0°, 2,7, ©,24°, 2_°, ©, + 2,7 45 + 2,2, 2,), 
My = (#3 — %4, £7 + 1,2, + 2, 1,°x, +2, 2,"), 
My) = (43 + %, 2," — 4,2, + 2y*, 2,72, — 2, 2,"), 
M, = (,°, %°, 23, 24). 


In this example the complete resolvent of M has a factor corresponding 
to the spread z,=— 2, =0 occurring to power 6, but no factor at all 
corresponding to the imbedded spreads 2, = 2,=—2,+%,=—0; i. e. the 
complete resolvent does not disclose these imbedded spreads. To find the 


complete resolvent the variables must first be subjected to a general linear 
substitution. 


IV. Theorems. 


47. Theorem 1. In any principal set of members of a given H- 
module M the total number is fixed and also the number of any as- 
signed degree.*) 

Let F,, Fy, ---, F, be a principal set of members of MW arranged in 
ascending order of degree. Let F,, F,, ---, F,, be of the same degree ,, 
and F, ,,,°-+, #, of the same degree /, >1,, ete. Then, in any other 
principal set, there is no member of degree </,, since there is no member of 
M of degree <1, ; there must be k, members of degree l,, viz. F,’, Fy',---, F,’, 
which are independent linear combinations of F;, F,,---, F,; there can be 
no members of degree >1, and </,, since any member of M of such 


*) This theorem is almost obvious; but the same cannot be said of Theorem 2. 


Both theorems are obviously true for complete sets as distinguished from principal 
sets. 
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a degree is a member of (F,,, F,,---, F,,) and of (F,,, F,’,---, F,,'); there 
must be k,—k, members of degree /,, which are independent linear 
combinations of F, ,,,---, F,, modified by F,, F,,---, F,,; and so on, 
q: e. d. 

In a principal set of members of a given K-module the total number 
need not be fixed. Thus x, and (#,+1)F constitute a principal set of 
members of (J). The extension of Theorem 1 to K-modules is true only 
for principal standard N-sets. 


48. Theorem 2. Any principal N-set of members of a given K- 
module M is fixed in number, and in a principal standard N-set the 
number of members of each under-degree is fixed. 

Let F,, F,,---, F, be a principal N-set of members of M (§ 23). 
It is clear that such a set has the property that the identity 


PLP, + PLP, +:++-+ PF, =9, 
where P,, P,,---, P, are unknown power series, cannot be satisfied without 
the constant terms of P,, P,, P;,---, P, all vanishing. Let Fi, F3,---, Fy 
be any other principal N-set of members of M. It is required to prove 
that kh’ = k. 
If possible let k’ be less than /. Then, since 
d Fj = PF, + Pik, +--+ + Pal (¢=1,2,---,k) 
an 
F, 3 P,, Fy + P,,F;'+ nwa PF; (j= 1, 2,---,k), 

by substituting from the former in the latter, we have 
Fi,=-+-+ Pi (Pik, + Pik; +--+ Pyky) +--- 

_ (Py Py te + Pie Pe) F, +--+ (P;, Pi, +Pj,Papt+ + Pie Py) F, 

Qj sp i, 2,- 7 k). 

Hence the constant term of the expression in each pair of brackets on 


the right hand side is zero, with the exception of that corresponding to 

F;, which is 1, i. e. 

jy Oyj + Aj2Qay + +++ + Gy ay; = 1 (j=1,2,---,k) 

and 
jx Oys + GjaQzi +--+ + Ay dvi =O (4,j=1,2,---,k; iy), 

where a;;, a;; are the constant terms in P,;, P,j. 

This system of equations is known to be inconsistent, since it would 
require that the product of two determinants of order k whose j” rows 
are (@j1,---,@jx, O,---) and (a,;,---,@y;, 0,---) should be 1, whereas 
it is 0. Hence k’ is not less than k, and & not less than Kk’, i.e. kh =k, 
q. e. d. 
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The second part of the theorem may be proved in a somewhat similar 
way, and also as follows: In any principal standard N-set of members of 
M let k, be the number of under-degree i (i = 1,2,3,---). Then from the 
k, + kp +k, +---+ 4, principal members of under-degree <i and their 
derivates we can form a complete standard set of members of MW as far 
as under-degree i, and the number x, (j= 1,2,---,7) in the j™ complete 
partial set is fixed. Again, a complete standard set of numbers of (1, 0°) 
as far as degree i will consist of the x, +x, +---+%, members of M 
and a fixed number /; of products of 2,,2,,---,%, of degree i, where 
x, + 1, is the whole number of products of 2,, x,,---, 2, of degree i. Also 
a principal standard N-set of members of (J, 0‘) will consist of the 
k, +k, +++++ kh, members of M and thel; products. Hence, by the first 
part of the theorem, kh, +k, +---+,+ 1, is fixed for each assigned i, 
from which it follows that /, is fixed. 


49. Theorem 3. Any principal set of modular equations of a given 
simple K-N-module MW is fixed in number, and in a principal standard 
set the number of equations of each degree is fixed. 


The first part of the theorem is included in a more general property 
(not true for dialytic equations), viz. that from any given complete system 
of modular equations of a simple N-module J/ a fixed number ¢ can be 
chosen (without modification) which with their derivates give the whole 
system, ¢ being the difference of the multiplicities of JJ and M/0O. 


Reject from the given system of equations any which are dependent 
on the rest and their derivates, until the system is reduced to ¢’ of the 
given equations and their derivates. The derivates of the ¢’ equations 
include the derivates of the whole system, since any equation rejected is 
included in the ¢’ equations and derivates, and therefore any derivate of 
any equation rejected in the derivates of the ¢’ equations. But the 
derivates of the whole system form the complete system of modular 
equations of 1/0; and the equations of M consist of these and ¢ more 
independent equations. Hence ¢’—¢ of the ¢’ equations are dependent on 
the rest and the derivates of the ¢’ equations. Let E =0 be any one of 
these ¢’—¢ equations, so that E =O is dependent on the derivates of 
E£=0 and the remaining ¢’— 1 equations and their derivates. Now the 
derivates of EK = 0 are all of less degree than HE = 0. Hence the degree 
of E=0O can be lowered at least 1 by means of the ¢t’—1 equations 
and their derivates alone. 


Let E— E,=0 be an equation of less degree than E = (0, where 


£,=0 is a combination of the ¢’—1 equations and derivates. Then 
E— E,=0 is included in the derivates of E— E, =0 and the t’—1 
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equations and derivates, since these combined include all the derivates 
of E=0. Hence, as before, the degree of E— E, = 0 can be lowered 
at least 1 by means of the ¢’— 1 equations and derivates alone. It follows 
that the equation E = 0 is included in the ¢’ — 1 equations and derivates, 
and that the given system can be reduced to ¢ equations of the system 
and their derivates, q. e. d. 

Any complete standard set of modular equations of M comprises a 
fixed number of each degree < y — 1, and is converted into a complete 
standard set of [M, O'*'] by adding a fixed number of equations of the 
type 4, 1». .p, = 0 of each degree < i. If we choose any principal standard 
set of M from the complete standard set (§ 22) from degree y—1 down 
to degree i, then by adding the fixed number of equations a o,79 
of degree i only, it becomes a whole principal standard set of [M, O'*"], 
which consists of a fixed number of equations. Hence in any principal 
standard set of modular equations of / the number down to any assigned 
degree i, and therefore also of degree i, is fixed. 


50. When a given module M has been resolved into primary modules 
of which no one is contained in the L. C. M. of all the rest, the spreads 
of the primary modules are unique and all different, some isolated, and 
some imbedded in others. We shall call them the relevant spreads of M. 

Theorem 4. (I). If MW’ does not contain any relevant spread of V, 
then M/M’ = M. 

For if M/M’' = M”, then WM” must contain every relevant primary 
module M, of M, since M’M” contains M, and M’ does not contain 
its spread. Hence M” contains M, i.e. M” = M. 

(Il). If M’ contains any relevant spread of M, then M/M’'+ M. 

It will clearly be sufficient to prove that if M, is the prime module 
determined by any relevant spread of M, then M/M, + M; and we need 
only prove it for the case of an imbedded spread. Let M,, be the imbedded 
primary module of M corresponding to M,, so that M=[M,, M,,,---] 
where M,, M,,,--- are all relevant and have different spreads. Let mu, be 
the irrelevant multiplicity of M, and M, the corresponding irrelevant 
primary module (§ 40). Then M,, = (M,, [4M,, M,,,-+-])/® and pw, <4. 
Let M,_, be any primary module of multiplicity # — 1 contained in M, 
and containing M,. Then M”=[M,_,, M,, M,»,-+-]* M, since the 
relevant multiplicity of M, for M, viz. w—w,, is higher than that of 
M,,_; for M", viz. w—1— a. 

Let M/M, = M”. Now M,/M,_, = My, i.e. M,M,_, contains M,, 
therefore M,M” contains M, and consequeatly M” contains M”’; but 
M” does not contain M, therefore M”’ does not contain M, q. e. d. 


q* 
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51. Theorem 5. In order that a module M may not contain any 
relevant simple N-module, i.e. may resolve into primary modules which 
do not include a simple N-module, it is necessary and sufficient that 
M/O=M. 

This is a consequence of the last theorem. It follows that if a 
polynomial F’ exists such that 2, F, x,F,---,2,F are all members M, but 
not F itself, then M contains a relevant simple N-module. 


52. Theorem 6. An H-module M which contains no relevant simple 
N-module, and in which the variables have been subjected to a general 
linear substitution beforehand, is equivalent to the K-module M,, -;. 

It is clear that after a general linear substitution the module (z,) 
cannot contain any relevant spread of M, unless the origin is a relevant 
spread, i.e. unless M contains a relevant simple N-module, which is 
contrary to the data. Hence M/(x,) = M (§ 50, (1), i.e. M is equivalent 
to Mz,<: (§ 7). 

A primary H-module M whose spread is not contained in (z,) is 
equivalent to the K-module M,,.,, which is also primary. In the case 
of any given H-module M, M,,-; is equivalent to the L. C. M. of all 
the relevant primary modules of M other than those whose spreads are 
contained in (z,). These may consist of a simple N-module and other 
modules, but after a general linear homogeneous substitution they will 
consist of the transformed simple N-module only. 

If M is a primary H-module, M,,—~>. is an H-module, which may be 
primary, but in general is not. 


53. Theorem 7. If M/M’=M”", and M/M"=M"", then M/M’’=M", 
i.e. M”, M” are doubly residual with respect to M. 

Let M/M” = M”"; then it is required to prove that M”” = M”. 
Since M” is the least*) module such that M”M”’ contains M, and 
M” M’ contains M, therefore M’ contains M"’. Similarly M” contains M’”. 
Again M’’M”” contains M, and M’ contains M”’, therefore M’M”’” 
contains M; but M” is the least module such that M’M” contains M, 
therefore M’” contains M”. Hence M’” = M”, q. e. d. 


54. Theorem 8. If M, is primary M,/M is also primary, whatever 
M is; unless M contains M,, in which case M,,/M = 1. 

Let M, be the prime motels corresponding to M,. Let M,/M=M’, 
and let M”, = be any two modules whose product contains "M’. Then 





*) The least module satisfying specified conditions means the module which 
bas no other modular equations than those necessary for fulfilling the conditions. 
This is the meaning of the term least in least containing module or L. C. M. 





Ww 


ae tw 
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M’ has the same spread as M, or M,; also, since M” M” contains M’, 
MM" M” contains M,; hence if M” does not contain M,, MM” con- 
tains WV, and therefore M’ contains M’; hence M’ is a primary module 
with the same spread as W/,. 


55. Theorem 9. The L.C.M. of any number of primary modules 
with the same spread is a primary module with the same spread. 
This follows at once from the definition of a primary module. 


The G.C.M. in a similar case resolves into a primary module and 
imbedded modules. For example, if 


M = (2,5, 2,2, 1,25, 2°, 2,7 + 2,223 + 2, %,2,) and M’ = (q,', x,*), 
then (M, M’) = (2,", x", x, %_%,) = [(a,*, 24°, 2,25), (x,%, 24%, 7,)]. 


56. A module of rank r having a basis which comprises r members 
only is called a module of the principal class (§ 3g, p. 377). 

We shall also say that a primary module M of rank r is of the 
principal N-class if, when the origin is taken at a general point of M, a 
principal N-set of members of M comprises r members only*), or if there 
exists a module (F,, F,,---, F.) of rank r which has M for one of its 
isolated primary modules. It is evident that F,, F,,---,F, must be 
members of M, and this is sufficient in order that (F,, F,,---, F,) may 
contain M. (F,, F,,---, F,) may also contain other spreads of rank r 
than that of M; but it must not contain any primary module which 
contains M and is of higher multiplicity. 

If the origin is taken at a special or singular point of a primary 
module of the principal N-class of rank r its principal N-set may consist 
of more than r members. 

Example: The primary module (2,*, 7,2,, 2”, 4,7 +%,%,) of rank 2 
has a principal N-set consisting of two members only if the origin is 
moved to any other point of the spread. 

Just as a principal N-set of members of a module is not necessarily 
a principal set, so a primary module of the principal N-class is not 


necessarily of the principal class. Any prime module is of the principal 
N-class. 


57. Theorem 10.**) A module M = (Ff,, F,,---+, F,) of rank r can 
contain no relevant spread of rank >+r, i. e. a module of the principal 
class contains no relevant imbedded spreads. 

*) If this property holds when the origin is taken at some one point of Mf it 
will also hold when the origin is taken at any general point of 1 (Lasker's Satz XXVII). 
**) This theorem is the same as Lasker's Satz XI. 
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We shall be content with proving the theorem for an H-module. It 
can also be proved for a K-module, though this does not immediately 
follow, since the H-module equivalent to a K-module of the principal 
class need not be of the principal class. The theorem is true in the case 
of two variables; we shall assume it for » —1 variables, and prove it for n. 

It is to be noticed that the following is a consequence of the theorem 
and may be assumed for » — 1 variables. 

If (F,, F,,--++, F,) is of rank r the general solution of the equation 
for the unknown polynomials X,, X,, ---, X 


r? 


x F.+X,F,+---+XF,-0 


is 
or 


where X,,= 0 and X,,+ X;,=0, but otherwise the X,, are arbitrary 
polynomials. 


For X,F,=0 mod (F,,---, F,), and F, does not contain any relevant 
spread of (F,,---, F.); hence (§ 50, (1) 


X, = XoF + Xy Fy +--+ + X,F,. 
Substituting this value for X, in X,F, + X,F,+---+ X,F.=0, and 


continuing in a similar way, we get the solution mentioned. 


Let M = (F,, F,,---,F.) be of rank r <n in m variables, and let 
F be any polynomial such that 


oF = X,F,.+X,F,+:--+X,F, 
(X, F, + X,F, + +--+ X,F,), <0 — 0, 


but (F,, F;,---, F,), =o is a module of rank r in »—1 variables; hence 


X,=— Xi, F, + X.F, +--:+ X,,F, (¢= 1, 2,---,r)*) 


then 


(Kaeo => Xis(Fiagno (i=1,2,--,,7), 
j=1 


j=l 


Substituting these values for the X, in 
“,F = X,F,+ X%,F,+---+X,F,, 


we have 


«,F = SX,,F?} +Dd(X;; + X,) FF; + nad YF, = Sat ele 


F—Y,F,+Y,F,+---+ Y,F,. 


*) Lasker's Satz I 
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Thus z,/’= 0 mod M requires F = 0 mod J, i. e. M contains no relevant 
simple N-module. Also each of the modules (M, z,, ---, x,), i=r+2,-+-,n, 
is of the principal class and contains no relevant simple N-module. Hence 
M is a perfect module (§ 66); and the rest follows by Theorem 18 (§ 69). 
By using this theorem the proof is made much shorter. 

That a module (F,, F,,---, ¥.) which is not of the principal class 
can contain relevant spreads of rank >~r follows from the examples in 
$§ 44—46. 


58. Theorem 11, (I). If any dialytic equation of a module M be 
represented by F'(§,,&,- -,§,) =0 on writing ¢”' ¢/* ---€?" for the unknown 


Semy--4p,? the effect of moving the origin to the point a,,a,,--+,a, is 
to change the equation to F(g, + a4,, & +4,,--+,f,+a,) = 0. 


For F(a, , Xy,°*+,Lpq) 
is a member of M, and on changing the origin this becomes 
F(z, +4, Ly + Ay,°% x, +4,) 
to which corresponds the dialytic equation 
F(§,+4,, a £, + 4,) = 0. 
(11). If any modular equation ee See 
symbolically by 


” 7 P 
F(¢,, Cy, °°", ¢,) = Sc” e ve Pn 2p sata 


a9 


=0 be represented 


Pn wai 0*), 


the effect of moving the origin to a,, a,,---,a 
to F(c,—a,, ¢—d,,+++,¢,—a,) = 9. 


is to change the equation 


n 


We are given that the equation . Oa st =() is satisfied 


by the coefficients of the general member of M, and it is 


2D Pas WPn 
required to find the corresponding equation satisfied by the coefficients 
of the general member of M after the origin has been moved to a,,@,,++ +, a, 
Let $2»... -.p, 2t' 23? af" --- 2k" be the general member of M referred 
to the old origin. Then the general member of M referred to the new 


origin is 


¥ P; p Vy N ppl q 
. “Pn (2, + a,) veee (2, + a,) " or — ens ies “9dn x; ay ave Ln". 


Now the podular equation referred to the old origin is 


DSPs Pe Ps... pln = 
aa”; ey Cs C, 2p, Pa Par**"sPn 0 








*) This symbolic form of a modular equation is different from that in § 19, 


where By a+ WO replaced by af sh. + 2? , the latter not yielding such simply 


expressed results for a linear substitution of the variables. 
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and we have to find what is the corresponding equation that the 2, , 
satisfy. We have 


> ae “Pa a a3" oe ar a (a, i” a,)” vials (x, a a)’; 


therefore S| c{' ch -- - che >< coefficient of 2? - -- a2" in 


Yar" @y 


ae 1% (1,—a,)"--- (x, —a,)"] = 0 
i. e. a4 - a,)" a (c, ) a,)” ee _ 0. 


Hence to the equation Sef ch --- ch" zp, »,,. Pn = 0 corresponds, after 
changing the origin to a,,a,,---,a@,, the equation 


= (¢,—4,) (¢ — a3)” --- (¢,—a,)"* ee ee ee 
Similarly the effect of a general linear homogeneous substitution of the 
variables on the dialytic and modular equations written symbolically as 
above is to produce the same substitution in §,, ¢,---,¢, and the inverse 
substitution im ¢,, ¢,,---, ¢,- 
(IIl). The modular equations of a simple module whose spread is 
the point a,,4,,---,a, are of the form 


> Send aj" ay" --- ah" Zp, ms. 1Dy =O 
where k,,,»,, ..», 18 a polynomial function of p,, p,, -- +, P,- 
For if the origin be transferred to a,, a,,---, a, the modular equations 
consist of ¢ principal equations S'¢p, »,,-..p Zp,.pes--» p, = 0 of finite degree, 


and their derivates, where the ¢,,,»,,....», are pure constants. On moving 
the origin back to its old position the equation 


ate “Py, 2p,,- i 
becomes symbolically 


ae +a,)" (C, + a,)” sis (c, +a,)°" =p Bay's Py = 


or in non-symbolic notation 


A Pi Ps. ata 
> er ay Gn “PisPos'* Py 


= 0, 
where ky, p,,...p, i8 what (1+ oy (1+ = wee (1 +54)"" becomes when, 
after expanding, cj‘ cs*---¢x" is replaced by ¢p,,»,,--.2,5 i @ Kpp.,--4p, i8 
a polynomial function of p,,p,.,---,p, of the same degree y—1 as that 


of the N-equation > ee fp, ,901°- 19, = 9- 


If some of the coordinates a,,,,---,@, of the point a,, a,,---, a, 


vanish, then the equation > ee “p,,9,--4p, = 9, Of degree y—1 
becomes 





a, i TT ar 
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ac, + a,)” tie (c, + a," a" sie c," 2p, »Pas'* 


», = 9 
or 


Pi pP2 r » 
Anant aM ay ‘GP “PisPas’* sPy i 0, 


where ky,,»,,--,», 18 @ polynomial function of p,,p,,---,p, of degree 
y—1—p,,,—°+*:—P», Which is a different function for each different 
set of values of p,,,,---,p, and vanishes if p,.,+---+p,>y7. 


59. Theorem 12. The system formed by any linear combination 
of d given principal modular equations corresponding respectively to d 
simple modules whose spreads are d different points, and the derivates 
of the combined equation, includes all the d principal equations and their 
derivates. 

We may, by subjecting the variables to a linear substitution, assume 
that all the nd coordinates of the d points are different, and that no 


coordinate is zero. In the case of all the modules being non-multiple 
the combined equation is 


A Sag ++ ae" Zp, ipas--spg FU ai +++ ay?" Bp,,...p, Fo = 0 
or 
AE+VE'+---=0. 
The 2,-derivate is ; 
da, E+ Va E’+---=0 
from which we have by eliminating E, 
i (a,'—a,)E’ + a" (a,"—a,)E” +---=0 

which is a linear combination of E’, E”,--- only. Hence the theorem 
evidently follows in this case. 

In the case of multiple modules, suppose first that there are only 
two given simple modules. Then the combined equation is 

> on’ ay" a an" Zp,5-- Pp + YS, “Py ay” ae Gn” Zp,,-- ys 0 


or 
AE+V7E'=0 
where ky,,....,, kp,,--.p, are polynomial functions of p,,---,p, of degrees 


y —1 and y’—1 respectively. Let D'E and D’E’ denote the z,'-derivates 
of E and E’. Then 


; q > Pi... qPa 7 
(D—a,) E=a, >| ee Soe a a Se oe 


and since kp, +1,p,,---.p, — Ap,sps.--p, 18 Only of degree y—2 in p,, Py, *-*, Pp 
it follows that (D—a,)’E is identically zero. 
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From the equation 2E + 4’E’ = 0 and its derivates, we have 
1(D—a,)’ E + i(D—a,)’ E’=0 


or 
(D—a,)' E’=0 
or 
O+Bany U+zany eno 


where (1 + at) need not be expanded further than the power 


(2%). This gives E’= 0, since (D—a,’)’ E’ vanishes identically. 
Hence it follows that from the equation 1 + 4’E’=0 and its derivates 
the equations E = 0, E’= 0 can be deduced and their derivates. Also, in 
the case of more than two simple modules, from a combined equation 


AE +27 E' +i°E" +---=0 we can get rid of E as above, the result 
being 4’E,' + 2" BE," +---=0, where FE,’ =0 and its derivates is equi- 


valent to E’ = 0 and its derivates, and similarly for E,”, ete.; from which 
the theorem follows. 


60. Form of the modular equations of any primary H-module. 

We have already shown (§ 58, (IIl)) what the form of the modular 
equations of a simple module is. In the case of any given primary H- 
module M of rank r we treat M as a K-module (JZ), in r variables 
£,, &,---, & and move the origin to a point 2,, 7,---,2, of (M),. A 
principal modular equation of the simple N-module which (M). then 
contains will be » ee 2p, ,px»--sp,9 Where Cy,,p,,-..,p, 18 @ polynomial 
function of z,, 2, +--+, Z, (answering to a constant) which vanishes when 


Pi + Pet+---+p,>y. On moving the origin back the equation becomes 
($ 58, (II) 


D (1+ EP (4 BY (Lt EY at aha 2 spree, = 0 


where, after expanding (1+ <i" tee (1+ =e), we have to replace 
1 “a 





Z 
ct ot... e'r Ct 1 
= Se = b i. ee 
ee te me y bs ade ly 
@ 'a*°--2 ZB 'ae*---s 
1 2 r 1 2 r 


which is a polynomial in 2,, z,,---,, of fixed degree 0 (§ 35, 36)*) 
*) Containing both positive and negative integral powers which, however, all 
become positive after multiplication by af! xf+--- ar. 
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when J, +1, +---+1,< y, and zero when /, +1,+---+1.>y. Hence 
the equation becomes 


5 P, 
> ar" ay on * yp" 2p, Pay “yPp _ 0 


where ky, .»,,--.», 18 @ homogeneous polynomial function of 2,, 7,,---, x, 
of degree d in which the coefficients are polynomial functions of p,, p.,---,p, 
-of degree < y. By summing this for the d points of the spread of (/), 


it follows ($ 59) that the corresponding principal modular equation of M is 
anew “Pp Zp, 2Pas’* Pr _ 0, 


where Ky,,»,,-...», 18 @ homogeneous integral polynomial in x,,,,---, 2, 


of degree p, + pp +--++p,+0 (§ 32), the coefficients being factorial 
functions of p,,p,,-++p,. Also A” *'"'*? Ky \y,....,», (where A has the 
same value as in § 32,34) is an integral function of the coefficients of 
the members of the basis of M. In the case of a prime module 0 is zero. 

The above is the r-dimensional*) form of the modular equations of MV; 
and each principal equation and its derivates involves only a finite number 
of independent equations. If we want the less important n-dimensional 
form we notice that zp,,.. ,», is the coefficient of aj'--- a?” in the general 


member of M when 2,,,,-+-:, 2, are regarded as constants, i. e. 
_ NPr+i Dn 
Ty Si r+l ee dy a 
. wv i= 
Hence the equation > Kp, .»,,.-.,, 2p,,2)--».p, = 0 becomes 


NK n+ oo 
ae Ko, 245 -+ 9, ars +09 Tn” Sep: p, = 0- 


’ 


As %,,,,°**,%, are arbitrary we equate the whole coefficient of every 
product of w.,,,---, Z, in this equation to zero, remembering that 
Kp,,p.,--p, 18 & polynomial in z,,,,-+++,2,. The whole coefficient of 
2-41 Lye +++ 2, may be said to give the principal n-dimensional modular 
equation required. 

A primary module of rank y has the same number of principal r- 
dimensional modular equations as each of the simple modules into which 
it resolves when regarded as a module in r variables. In particular any 
prime module has a single principal modular equation. The modular 
equations of any given module are the modular equations of the primary 





*) By the modular equations of a primary module of rank r should be under- 
stood (unless otherwise specified) the r-dimensional modular equations, that is, the 


equations in which Be gong, OO the unknowns, while the coefficients are polynomial 
Pas Pr 


reir '''s Bye 


functions of x 
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modules into which it resolves, and in a mixed module are of different 
dimensions. 


61. The -Property. If an H-module M = (F,, F,,---, F,) is of rank 
r <~m there generally exists a polynomial ® in z,,,,---, 2, such that M/® 
is the L. C. M. of all the primary modules of rank r that M contains. A 
sufficient condition for the existence of ® is that the basis of M should 
become the basis of a simple H-N-module in r variables when z,,,,---, 2, 
are all zero, i. e. that (M, z,,,,---, ,) should be a simple N-module. 
This condition was satisfied in all the cases in which the %-property was 
applied above, and we shall assume it to be satisfied here. To prove that 
a ® exists in this case we have only to consider any complete resolution 
of M into primary modules and take a polynomial ®’ in z,,,,---, 2, 
which is a member of the L. ©. M. of all the primary modules of M of 
rank >r. Since (owing to the condition which MW satisfies) ©’ cannot 
contain any spread of M of rank r, M/® must be the L.C.M. of all 
the primary modules of M of rank r. 

We shall suppose that the multiplicities uw of all the primary modules 
of M of rank r (which are necessarily isolated and unique), and the 
orders d of their spreads, and also the characteristic number y of the 
simple N-module (M, z, , ,,---,x,) have been found. We regard M at first 
as a module in r variables z,, 2,,---,2, so that it has Xd isolated points 
and 2ud independent modular equations. 

Consider all members of M of the type 2} --- #7’ F,(i=—1,2,---, k) 
and arrange them in sets according to degree (not under-degree) as far 
as a certain degree 6d > y —1 to be determined later. In each set include 
as many members as are linearly independent of one another and of those 
in previous sets, but do not modify them or alter the type. For each 
degree > y there will be at least as many members as there are products 
of 2,, %,°-+, 2, of that degree, which will be linearly independent as 
regards their terms of that degree; and there may be extra members each 
of which is as a whole (but not as regards its highest terms) independent 
of all members previously included in all the sets. All the extra members 
could be modified by others so as to be brought down to degree y — 1 
in 2, %,°-*, %,, and without increasing the degree of any of the coef- 
ficients in respect to 2,,,,-°-,%,- Hence there will be a least integer 
é6>y—1 such that when all the extra members from degree y to degree 0 
have been brought down to degree y — 1, there will be exactly 2d less 
members*) of degrees < y—1 than there are products of 2,, 7,,--., 2, 


*) This does not assume, but proves, that the Sud modular equations of M are 
independent for polynomials of degree y —1, since there are not more than the ap- 
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of degrees <y—1. The dialytic arrays of M up to degree y — 1, and 
also up to degree d, will then be complete and their powers (§ 13) will be 
the same. This power is denoted by ®. We shall take the array as far as 
degree 0 and not modify the extra members or rows. Thus the array stops 
at the lowest degree 6 >y—1 for which it happens that the total 
number of columns exceeds the total number of rows by Zud. If continued 
‘further there will be no extra members or rows in the sets of degree 
> 0 and the power of the whole array will not alter. We have to prove 
that MW ® is the L. C. M. of all the primary modules of rank r of M 
when regarded as a module in m variables, i. e. is equal to M/®’, where 
©’ is defined above. 

Let F be any member of M/®’, and F,, P,,---, F, the members 
of M which correspond to the rows of the array up to degree 0, or up 


to the degree of J’ in 2,,---, x, if this is greater than 6. Let the array 
itself be 





0, Gs “*-. @), 

u | 
Fy) ay Gy ++ Gy! a, 
Fy yy yg ++ + yy | Ay. 

2 | 

| 

f “es | 
Fy) yy a, | 4, 


Thus F, = 4,,0, + 4,,@, +-+-+4,,@, (i=1,2,--+,0), where @,, @,, +--+, @, 
are the various products of 2,,2,---,7, and @,=1. Now F'®’ is a member 
of M and consequently a combination of F,, F,,---, F, in which the 
multipliers are rational functions of z,,,,---, ”,. Hence 


APO =1,F, +4,F,+---+AfF, 


where A, A,, 4,,--+, 4, are integral functions of z,,,,-°° +, %,. 

On the right hand of this equation the whole coefficient of @,(j=1,2,---,/) 
must be divisible by 1’, i. e. 4,a,, + 4g@,;+---+ 4,4, is divisible by 
1%’. Hence, by § 13, 4,0 (i=—1,2,---,/) must be divisible by 1%’. Putting 
AO = 4,40’, we have Pb =u, F, + uP, +--+ + uF, where uy, ttg,°+ +4, 
are integral functions of x,,,,--:, 2,. Hence F'® is a member of M, and 
F a member of M/%, which proves the theorem. 


62. Theorem 13. A primary module of the principal N-class has a 
single principal modular equation, i. e. all its modular equations consist 
of a single equation and its derivates. 


We need only prove the theorem for a simple K-N-module (§ 56, 60). 


propriate number of linearly independent members of M of degree <y —1 for this 
to be true. 
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Since it is of the principal N-class it is the whole N-module contained 
in M=(F,,F;,---,F,), where F,, F,, +--+, F, are m general members of 
the simple K-N-module. The other simple modules which M contains will 
then be all non-multiple. 

Let the degrees /,,1,,---, 1, of F,, F,,---, F, be all greater than 
y—1. Then the coefficients of the terms of highest degree in F,, F,, F’;,---,F, 
can be chosen quite arbitrarily since they are not affected by the modular 
equations of the simple K-N-module. Hence the H-module M, whose basis 
is obtained from (/',, F,,---,#,) by introducing a variable 2, is of rank n 
and therefore of the principal class. Hence M, /(z,)=M,,s0 that (F, , F,,---,F,) 
is an H-basis of M (§ 7). 

Let F' be any polynomial of degree 1, +7,+1,+---+1,—n—1 
such that 2, FP, 2, F',---, z,F are all members of M. Then we shall prove 
that F is a member of M. We assume this for the moment and show 
that the theorem follows from it. Since F is only conditioned by the 
fact that 2, FP, 2, F,---,2,F are all members of M the coefficients of F 
have merely to satisfy the /,/,1,---1, modular equations of M with 
the exception of the ¢ principal equations of the simple K-N-module, i. e. 
they have only to satisfy J, 1, ---1,—¢ equations, which might not all 
be independent. But these equations being satisfied /’ must be a member 
of M, i. e. its coefficients must satisfy all the /, /,/,---1, modular 
equations of M, which (by known theorem and also by § 65 below) are 
equivalent to J,1,---l,—1 independent equations in the case of a 
polynomial F of degree 1,+1,+---+l1,—n—1. Hence 

Li,---4,—t211,1,---4,—1l,iiet<1; 
therefore ¢= 1, q. e. d. 
If n = 2, we are given 
a,F=X,F,+ X,F, and 2,F = X,'F, + X,'F;, 
where X,, X,’ are of degree 1, — 2, since (F,, F,) is an H-basis of M. 
Eliminating F’ we have 
(x, X, — 4, X,')F, = (x, X,' — 2, X,) Fy. 

Hence x, X, — x, X,’, of degree 1, — 1, is divisible by F,, of degree 1,; 
therefore z,X,—2,X,°,=0. Hence X, is divisible by 2,; and since 
a, F = X,F,+ X,F,, X, is also divisible by z,, and F is a member of YU, 
which had to be proved. 

When n> 2, we have 

“FF = X,,F, + X.F, +-:-+ X,,F,; (i= 1, 2,---ym), 

o & (XR +--+ XFL) = o( XP +--+ XP), ((=1,2,-,n—)), 

‘° 4, X,.— «,X;, = 0 mod (fF, Fy, +++, F,_1), (i=1,2,---.n—1), 
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by § 57. Putting z,=0, we have 
@,(XinJe,<0 = 0 mod (F;, F,,--., Fy-s)z,-0 (¢=1,2,---,n—1). 
But (F,, F,,---,F,_1),, <0 is an H-basis of a module of the principal class 
in »—1 variables, and (X, az, <0 is of degree /, +1, +---+1,_,—™m. 


Hence assuming the result for the case of m—1 variables, having already 
proved it for 2 variables, we have 


(X,,.)z,=0 = 0 mod (Fy, Fay++yFa-az, <0 


zal xX.= «x, X,, mod (F,, F;,-++ F,-1)- 
Hence 
«FP = pn A mod (Fy, Fy,-++ F,-1) 
4 x, X,F, mod (F,, Fy, ++) F,_1), 
“s «,(F—X,F,) = 0 mod (F,, F;,°++F,-1), 
». F—X,F, =0 mod (F,,F,,-+,F,_3), by § 51, 
1. e. 


F =0 mod (F,, F,,-++,F,). 


This completes the proof of the theorem. 

A simple N-module with a single principal modular equation is of 
the principal N-class if there are two variables only (§3c), but not if 
there are more than two. Thus the simple H-N-module in three variables 
with a single principal modular equation of degree 2 is not in general 
of the principal N-class. 


63. Lheorem 14. If M, is a simple K-N-module whose modular 
equations consist of a single principal equation and its derivates, and I, 
is any module contained in W/,, and M,/M,,=— M,,, then M,/M,, = My, 
and w= yw +u". 

Let E, = E,= E,=---= E,,=0 be the independent modular equa- 
tions of M,,, so arranged that each is preceded by all its derivates (§ 28). 


Then the equations of M,, are 
E,= E, =---=£, = E,,,=:::=£,=9, 
where E,=—0 is the principal equation. Let Fm 38 5,,--19,.08 +++ a 


1 n 


and F” = S2),.p.,--.p, 0% -+- 2?" be any members of M,, M,, re- 


spectively. Then the z,,,..,», are subject only to the conditions that they 
satisfy the equations E,’= E,'’= E,’ =--- = E, = 0, and the 4},,...,p, have 
only to satisfy such equations as will ensure that F’ F’” is a member of M,,. 
Imagine for the moment that the 4),,..,», and 4),,..,», are perfectly 
general and apply the equation E, = 0 and all its derivates to the poly- 
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nomial F’F”. Corresponding to E,, = 0 we have > ae Es, ++ = 0, 
where E,,,...,», is the 2{'-+-a,"-derivate of E, for F’, and is a linear 
combination of E,’, E,',---, E,;. Hence this equation may be written 
KEI+EE-.1+--+ EE =0 

where E;’, E:’, ---, E;; are independent linear functions of the 2),,....»,, 
equivalent as a whole to the expressions E,, E,,---, EZ, for F”. Also 
the x} --- 2'™-derivate of E, = 0 applied to F’?” is the equation E, =0 
applied to 2}--- 2," F’:F” or to F’-a}--- a" F”, i. e. it is the corre- 
sponding derivate of E; Ey + EF; E,’_1 + --- + E, Ey =0 taken with respect 
to Ej, E3---+, Ej, alone (£/',---, EZ,’ remaining unaltered) or with respect 
to Ey’, Ey,---, E; alone. Now since the ¢,,,..,», satisfy the equations 
Ei = FE; =---= Ey, =0, while E,.,:, ---, Ej, are linear functions of the 
2,,--,p, connected by no identity, we must have Ey’ = Ey’ =---= E_ =0. 
These “a —' equations for the z;,,..,», ensure that E, —0 and all its 
derivates are satisfied for F’F’’, since Ej, Ez, ---, Ey include all their 
own derivates. Hence it follows that u”’=w—w', or u=y'+u”", and 
that M,,, M,,, are doubly residual with respect to M,, q. e. d. 

Hence also if M, is any primary module with a single principal 
modular equation (e.g., a module of the principal N-class) and M,, a 
primary module with the same spread contained in M,, and M,/M,.= M,, . 
then M,/M,,,=— M,, and w= p'+ pw". 

If M,, M,,, M,, are any three simple N-modules such that IZ, con- 
tains M,,, and M,/M,, contains M,,,, 1 think the module M,,M,,, must 
have at least u’+ u” independent modular equations in common with ¥,, 
but have not succeeded in proving it in ‘general. It would follow that 
the multiplicity of M,,/M,, could not exceed » — wu’ when M, contains M.,. 


VY. Hilbert numbers. 


64. The Hilbert number H(l) of an H-module M is the number of 
independent modular equations of M of degree /. Hilbert proves (§ 3 f(1) 
that when / is sufficiently great H(l) becomes a polynomial function 
z()) of l of degree n—r—1, where r is the rank of M. The Hilbert 
numbers and function of a K-module are those of the equivalent H-module. 

Theorem 15. If M, is a simple H-N-module with a single principal 
modular equation LE, = 0, and if M, contains the simple H-N-module M,,, 
and M,/M,,— M,,,, then 

Hy + Ay = Hy = Hr, 
where l'+ 1” +1—-y, the characteristic number of M,, and H,, H/, H," 
are the Hilbert numbers of M,, M,,, M,,. for degree 1. 
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By the reasoning of § 63 the sufficient and necessary condition for 
a polynomial F’” to be a member of M,,, is that the coefficients of F’ F” 
should satisfy the equation E,—0, where F” is the general non-homo- 
geneous member of the H-N-module M,,. Let F” = > eee 
be homogeneous and of degree /’. Then, imagining for the moment, as 

in § 63, that the coefficients of F’, F’” are perfectly general, and applying 
' the equation E,,= 0 (which is homogeneous and of degree y—1) to F’ F’”, 
we have >! are ae | where p, + pp +--+ p,=l", and E),.....9, 
is the zf---a}"-derivate of E, for F’, so that Ey,,....p, involves only 
the coefficients of terms of F” which are of degree I’. Now the number 
of the E,,.....», which are linearly independent is H,, so long as the coef- 
ficients of the terms of F” of degree I’ are perfectly general; but these 
coefficients actually satisfy Hy equations, viz. the modular equations of 
M,, of degree I’, which equations are all derivates of Z,—0 as applied 
to F’, and so are linearly expressible in terms of the EF}, »,....»,- Hence 
the actual number of the £,,...,, which are linearly independent is 
H, — H;. This is therefore the number of the independent equations which 
the 2,,....p, Satisfy, viz. Hy. Hence Hy + Hy = Hy = Hy. 

Since H, = H,, we have the rather remarkable result that the numbers 
of independent derivates of successive degrees of any homogeneous N-equation, 
or the Hilbert numbers of any~simple H N-module with a single principal 
modular equation, viz. Hj, H,,---, H,_,, are the same as when reversed 
in order, viz. H,_,, H,_»,+-+-, Hy. If H,_, is less than m and equal to 
n’, then H,= 1’, and the module will have »— mn’ linearly independent 
members of degree 1; and by a linear substitution we can choose them 
to be Tupi» May29 °° *r Un: 

If M,, above should be of the principal class (cf. § 62), and if /,,/,,---, J, 
are the degrees of the members of the basis of M,, then 


V+ M/=y—1=144+h4+---+)—n, 
and H, is given by the next theorem. 
65. Theorem 16. The Hilbert number H, of the H-module 
(F,, Fy, ---, F,) of rank r is the coefficient of 2’ in 
(1—a») (1—a4)---(1—a) (1—a)y*, 
where J,,1,,---,l, are the degrees of F,, F,,---, F,. In other words H, 


r 


is the number of factors of degree 1 of the product 


wt ag es ag oo ee 
Denote the Hilbert number of (F,, F,,---, F.) for degree 1 by H;” 


(r’=1,2,---,r), and the power series Hx by P. Then H,= H.”. 
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Now H,’-» is the number of independent equations which must be satis- 
fied by the coefficients of a polynomial F’ of degree / in order that F 
may be of the form X,F,+ X,F,+---+ X,_,F,_,. These equations 
may be divided into two sets, (1) those that express the condition that 
F is of the form Y,F,+---+ Y,/, and (IL) those additional equations 
which express the condition that F’, already of the form Y, F, +---+ Y,F,, 
should take the form X,F,+---+ X,_,/._,. The number of the equa- 
tions corresponding to (1) is H;”; and (Il) requires Y,—0O mod (F,, F,,--,F_,) 
i.e, it imposes Ri.” conditions on Y, and on F. Hence 


HY = H+ HYZ, and Pl? = Ps oh Pr”, 
PY? — (1 — 2") P~” = (1 — 2”) (1 —2""-") -- - (1 —2*) Pt? 


= (1—2")(1—a**)---(1—a*) (1-2); 
i.e. H{ or H, is the coefficient of 2’ in (1 —2*)---(1—a)(1—2)". 


66. The H-module (MV, z,,',,---, #,) is to all intents and purposes 
the same as the module in r variables obtained from M by putting 
L,,,=°*+=a,=0. In particular the Hilbert numbers of the two mo- 
dules for any degree are equal. If (M, x,,,,---,,) is a given simple 
H-N-module and we regard M as being built up from (M,z,,,,---,2,), 
then the Hilbert numbers and Hilbert function of M have certain higher 
limits which can be reached but not exceeded. The module M will be 
called a perfect module if its Hilbert function reaches its higher limit. 

A K-module*) is called perfect if its equivalent H-module is perfect; 
but, for the sake of clearness, we shall only consider H-modules. That a per- 
fect H-module can be built up from any given simple H-N-module foliows 
from the fact that a simple H-N-module in r variables z,, 2, ---, 2, be- 
comes a perfect H-module in m variables on changing x, to 


x, + ae Lares 5 dete a, - 
To prove the property mentioned above, let H(l), H, denote the 
Hilbert numbers of M and (M, x,) for degree 1, and (1), x, the Hilbert 


*) Although, as is shown above, an H-module of rank n —1 which contains no 
relevant simple N-module is perfect, a K-module of rank nm —1 which contains no 
relevant simple module is not necessarily perfect. For example, M = (z,*, x, + 2,25) 
of rank 2 in 3 variables, contains no relevant simple module, while its equivalent 
H-module (2,*, x, 2, “,*, #2, -+ 2,25) is not perfect (cf. § 69). Any K-module of rank 
m is perfect, including the simple module. An H-module of the principal class is 
perfect, but a K-module not necessarily so, e. g. the module (#,*, z, + 2,2,) is not 
perfect (cf. § 57). A prime module is not necessarily perfect, e. g. the prime module 
of order 4 whose spread is the curve in space of three dimensions in which a quadric 
and cubic surface drawn through two non-coplanar straight lines intersect again is 
not perfect. 
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functions. Then H(l) is the number of independent modular equations of 
(M, «,) of degree 1, added to the number of independent modular equations 
of M/(x,) of degree 1—1, by similar reasoning to that in § 65. The 
former number is H,, and the latter < H(/—1). Hence 
HA(l) = H,+ H(l—1)— a, 

where a, is a positive integer, which is not zero for all values of / ex- 
cept in the case that M/(x,) = M, that is, the case when M does not 
contain a relevant simple N-module. Thus 


Ai(1) = (Hy + A, +--+ + H,) — (@ + +--+ +4). 

Hence the higher limit of H(l) regarded as depending on (M, z,) is 
H,+ H,+ +--+ H,. Also the higher limit of z(l) is H,+ H,+---+H, 
when J is taken large enough; but the actual value of z(J) is less than 
this by a constant, equal to the sum of all the a@’s; for «, is zero when 
1 is large enough. From this it follows that (l), regarded as depending 
on (M, z,,,,°*+*, %,) reaches its higher limit when, and only when, no- 
one of the modules M, (M, z,),---,(M, x,,5,--+, ,) contains a relevant 
simple N-module, and in this case all the Hilbert numbers of M also 
reach their higher limits. It is shown in § 68 that it is sufficient that 
(M, 2,49, °°*, %,) should contain no relevant simple N-module. 


67. If M is a perfect H-module of rank r, and y the characteristic 
number and H,, H,,---, H,_, the Hilbert numbers of (©, x, ,,,--+, 2), 
it is easily proved that 

H() = H+ (n—1) Hy + OOS Ete 

and 

10) = gag C+1) (mr) Hy + UL 1) nr 2), + 
+(l—y+2)---U+n—r—y)H,_,}. 

-r-1 
Thus the highest term in 7(l) is ent where uw is 
H,+ H,+ H,+---+ H,_,, 
the multiplicity of (M, z,,,,--+, %,). In any H-module M of rank r this 


n—r—-1 
term would be > “ *), where uw, d are the multiplicities and orders 


of the several primary modules of M of rank r. The module M is per- 





*) By § 66, H() = H,+ H(i—1) when 1 is large enough, i.e. AH(l) = H,; 
hence it follows by induction that H(J) becomes a polynomial function z(l) when 1 
is large enough. Also Ayz(I) is the Hilbert function of (M, x,) and A*-*~*,/(1) that 
of (M,x,.5,---,%,), Which is the Dp of (M,a,,,,---,”,) and the Zud of M. Hence 


the highest term in (I) is an nee, 


—r—1)! - 


s* 
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fect or not according as its Sud, which has the same value as the Sw 
of (M, x,,,,°-*,%,), is equal to or less than the multiplicity of 
(M, is te) ns § 68. 


68. Theorem 17. An H-module M of rank r which is such that 
(M, 2,9, -**, %) contains no relevant simple N-module is perfect. 

It will be sufficient to prove that if an H-module M contains a 
relevant simple N-module so also does (M, z,); for it will then follow 
that if any one of the modules M, (M, z,), ---, (M, 2,,5,-++ 2) con- 
tains a relevant simple N-module, so also does (M, z,,,,---, £,), which 
is contrary to the hypothesis. 

Let M’ be the module obtained from M by depriving it of its rele- 
vant simple N-module, i. e. the L.C.M. of all the relevant primary mo- 
dules of M omitting the simple N-module. Then ©’ has in all a finite 
number of members fF, F,,---, F',, no linear combination of which is 
a member of M. Let F, be of as low degree as any of F,, F,,---, F,,- 
Then the module M,= (M, F,, ---, F,,) contains a simple N-module of 
relevant multiplicity 1, for F, is not a member of M,, but x, F,,---, 2,F, 
are members, and (M,, F,) is M’, which contains no relevant simple 
N-module. Hence if oF is a member of M,, where @ is a product of 
Ly, Ly,°**, Z,, and F is not a member of M,, then F = F, mod &,. 

Again (M,, z,) has at most u’—1 members F,, F;, ---, F,, more 
than (M, x,) and therefore only differs from (M, z,), if at all, in respect 
to containing a simple N-module of less relevant multiplicity; so that if 
(M,, z,) contains a relevant simple N-module so also does (M, z,). 

Suppose that (@,, z,) does not contain a relevant simple N-module. 
Then F, must be a member of (M,, z,), since 2, F,, 2, F,,---, 2, F, are 
members of M,, and therefore of (M,, x,). Let F,=2,F mod M,, then 
2,’ F = 2,F, mod M,=0 mod M,; therefore F = F, mod M,, from above. 
Hence F and F,, being of different degrees, are both members of M,, 
which is not true. Hence (M, z,) must contain a relevant simple N-module. 


69. If a primary (or any) module M is of rank r <n, then (M,z,,,,--+,%,) 
where i>~r, contains a primary module of rank r+ —i, and it may 
also contain relevant spreads of higher rank. For example, 

M = (2,*, 1%, %y", ©, 5 + LyX) 
is a primary module of rank 2, while (M, a,x, + 4,7, + a3%, + @,%,) con- 
tains a relevant simple N-module; for 
(M, 4,2, + y% + ayy + O44) / (21, Xy, Hy, U4) 


has a member a,7,— 4,2, which is not a member of (M, a,x, + a,%+ 45%, +442). 
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The following theorem shows that this cannot happen in the case of a 
perfect module. 

Theorem 18. A perfect module resolves into primary modules which 
are all of the same rank. 

Let M be a perfect H-module of rank r, so that each of the modules 
(M, %;,---,2,) is perfect (§ 68). We shall prove first that if M contains 
‘a relevant spread of rank r’ >r, then (M, z,) contains a relevant spread of 
rank >r’+ 1. 

Let M’ be the prime module determined by the former spread. Then 
(M’, x,) contains a relevant spread of rank r+ 1, but none of lower 
rank. Hence we are given that M/M’+ M, and have to prove (§ 50) 
that (M, «,)/(M’, x,) + (MM, x,). Note that (M, x,)/(M’, z,) is the same 
as (M, x,)/M. 

Suppose that (M, x,)/M’ = (M, x,). Let F” be a member of M/M’ 
of lowest degree possible which is not a member of M, and F” any (and 
every) member of M’. Then 

F’F” = 0 mod M = 0 mod (M, z,); 

F” = 0 mod (¥, z,)/M' =0 mod (M, z,) = x, F mod M; 

F's, F = F’F” mod M=0 mod M; F’F=0 mod M. 
Hence F is a member of M/M’ which is neither zero nor a member of M, 
but is of less degree than F'”, which is impossible. It follows that (J, z,) 
must contain a relevant spread of rank >r’ +1; and since (M, z,) is 
perfect, this leads to the result that (M,,,,,---,%,) contains a relevant 
simple N-module, which is not true. Hence M contains no relevant spread 
of rank >+1, q. e. d. 


70. The two statements concerning an H-module, (I) that (D1, x, , 5, ---,%,) 
contains no relevant simple N-module, and (II) that the L. C. M. of the 
two modules M and (,,,,---,%,) is the same as their product, are exactly 
equivalent. 

Suppose (I) true. Let F be any member of the L. C. M. [Z,(x,, ,,---,2,)]- 

Then 

F=4,,,F,,,+:°::+2,F, =0 mod M, 
41 F,,, = 0 mod (M, a, 49, +++) 2), 
Fas = 0 mod (M, %,,,°° + #,) 


= Fas mod (2,49) °**) %q), 


where F/,, is a member of M. From this and the fact that no-one of 
the modules (M, x,,5,---,2,),°*,(M,«,), M contains a relevant simple 
N-module (§ 68) it follows that F is of the form 2,,,F/,,+---+2%,F,) 
where F, -+, F” are all members of M, i.e. (IL) is true. 


é+1?° 
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Suppose (II) true. Then the equation 


Hai Xias = 0 mod (mM, Tear * Zp) 


requires 
Bear Meas +---+27,X,=—0 mod M, 
or 
Dir Xigs $-°*+> x, X, = Cee eee Fores} 2,F., 
or 
Xin Fras = 0 mod (2,9, °++ %,); 
or 


X41 = 0 mod (Mm, Zipar'* Z,); 
i. e. (I) is true. 
These properties may also be stated as follows: If the equation 
a,X,+---+24,X,=—0 mod M 


requires 
X, = 0 mod (M, 4,, +++, %_1), 
then the general solution is 
X,; = Xia, + Xjg%_ +--+ + Xx, mod M (j—1,2,---,k), 
where X,,— 0 and X,,+ X,,=0. 

If an H-module M = (F,, F,,---, F,) is such that (M, 2,,,,---, 2,) 
contains no relevant simple N-module, then to every solution of the 
equation 

X,F, + XP, +---+ X,F,=0 mod (2,,,, +++, 2) 
there corresponds a solution of 
XF, + X,F,+---+X/F,=9, 
where : ; 
X; = X, mod (2,,,,--+, Z,) (j=1,2,---,k). 
For we have 
where F’,,,--+,F, are all members of (F,, F,, ---, F,). 

Hence the result follows, the converse of which is also true. 

71. Theorem 19. If M is a perfect H-module of rank r such that 
(M, 2,,1,°**,%,) has a single principal modular equation, and if M’ is 
a perfect H-module of rank r contained in M, then M/M’ is a perfect 
module M’’.*) 


XP ++ XP =H Fits +e, 


*) An alternative enunciation is the following: The residual of a perfect 
H-module M’ of rank r with respect to an H-module M of rank r whose basis con- 
sists of r members of M’ (or more generally with respect to a perfect H-module M 
of rank r containing M’ and such that the simple N-module (M, z,,,,---, Z,) has 
a single principal modular equation) is a perfect H-module M” of rank r. 
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Let M,, M,' be the H-modules in r + 1 variables x, 2,,---, 2, ob- 
tained from M and M’ by changing #,,,,---, 2%, tO %%,,1, °°) UoXyj 
and let M,/M,’= M,’. We shall prove that M,” stands in the same 
relation to M” as M, to M or M, to M’. This includes proving that 
the simple N-module (M,”, x.) is independent of the arbitrary constants 
419°") Uqy and that (M,”), _, is identical with (M”),  _....2 <0: 

It is clear that M,, M,, M,” are all perfect modules, i. e. contain 
no relevant simple N-modules. The module M, regarded as a K-module 
in %,, %,,-*-*, 2, is composed of simple modules each of which has a single 
principal modular equation.*) To prove this, consider the K-module M,’ 
determined by the points of M,. Then if w is the multiplicity and ¢ the 
number of principal modular equations of any simple module of M,, the 
multiplicity of the corresponding simple module of M,/M,’, or M,”, is 
u —t. Treating M,, M,’, M,” now as H-modules in 2, 2,,---, 2, (since 
these are equivalent to the K-modules respectively), the multiplicities of 
(M,, %), (M,’, 7), (M,", %) are Zu, 21, Z(u—t) respectively. But the 
product (M,’, 2) (M,”, z,) contains (M,, z,), which has a single principal 
modular equation. Hence (§ 63) the sum of the multiplicities of (J,’, x) 
and (M,”,z,) must be at least as great as the multiplicity of (M,, 2,). 
But this is only possible if every ¢ is 1. The converse, that if every 
primary module of M or M, has a single principal modular equation 
(M, «,,,,°** %,) must havea like property is not true.**) 

A similar argument, with the help of § 63, shows that 

(My, %)/( My’, %) = (M,", Xo), 


since the product (M,’,z,) (M,",z,) contains (M,, x,), while the sum of 
the multiplicities of (1,’, x.) and (M,", x) is only equal to that of (M,, 2). 
Now (M,, %)/(M,', %) is independent of z,,,,---,2, and to any member 
F,", not involving 2, corresponds a member F,” + 2,F” of M,”, since 
F,” is a member of (M,”, 2). This member of M,” when made integral 
as regards z,,,,--:, 2, takes the form pF," + 2,F,", where o is a 
homogeneous polynomial in z,,,,---,2,- We shall prove that, whatever 
F,” is, we may take m = 1, i. e. to every member F,” of (M,, z,)/(M,’, 2), 
not involving z,, there corresponds a member F,” + 2) F,” of M,” which 
is an integral function as regards z,,,,---, 2,. 

First, let F,” be of the lowest degree 1 of any member of (M,”, xj), 
and let m, be any polynomial factor of m which is not itself the product 


*) From this it follows that a like property holds for M and that M’, M” are 
doubly residual with respect to M (§ 63). 
*™*) Example: The perfect module M = (a, a,, 2, 2,, 7%, %,*, %,°+%,%,%,) has 


only one principal modular equation, but R, wamtom ba, 2, bas two. 
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of two polynomial factors. Then, when g,=—0, 2, F,” is a member of 
M,", and F,” also, since M,” is a perfect module whether z,,,,---, 2, 
are arbitrary or connected by a relation*) g, = 0. But F,” is of degree 
1—1 (in 2,2,,---,2,) and there is no member of M,” of degree < l. 
Hence F,” must vanish when 9, = 0; i. e. the coefficient of every term 
in F,” is divisible by g,. Hence it is clear that we may take mp = 1 
when F,” is of degree 1. Assuming this property to hold for every F,” 
of degree < m we shall prove it to hold for every F,” of degree m+ 1. 

Let » F,” + 2,F," be a member of M,” of degree m+ 1, and g, 
any factor of m as above. Then, when g, = 0, F,” is a member of M,” 
of degree m. Consider the array of the coefficients of all linearly inde- 
pendent members of M,” up to degree m, each member arranged in 
ascending products, regarding M,” as a K-module in 2,,2,,--+,2,. All 


these members are of the form 2, /F,°+ F,”, and the number of any one 
degree which are linearly independent is the number of linearly indepen- 
dent polynomials F,” of that degree. Hence we can choose a determinant 
from the array which does not vanish and does not contain 2,,,,---, 2,- 
When one more row is added to the array consisting of the coefficients 
of F,” (of degree m) all the determinants of the enlarged array vanish, 
i. e. are divisible by g,. Hence the last row (corresponding to F,”) can 
be modified by the other rows, by using as multipliers only integral 
functions of x,,,,---, Z,, 80 that every term of the modified row corres- 
ponding to F,” is divisible by g,. Thus g, will divide pF,” + x, F,” 
when F,” has been modified in this way. Hence it follows that we may 
take m = 1. 

Again every member of M,” of the form F,”+2,F,” becomes a 
member of M” on putting 4,=1. For, since (F,"+2,F,")F,' is a member 
of M,, where F’ is any member of the basis of M,’, it follows, on 
putting z = 1 that O(F,"+F,")F’ is a member of M, where F” is any 
member of the basis of M’, and ® a polynomial in z,,,,---,%,, which 
can contain no relevant spread of M, and may therefore be omitted. Hence 
(M,”),,<0 18 identical with Ph an 0---na, 008 


(My, %q)/( Mo’, %) = (My; Xo), 


and since 


it now follows that 
(M, Veeiy' x,)/(M"’, Veeay an z,) a (mM”, Veaar'*'’y Z,)- 
Also the 2ud of M” (or M/M’) is the Dud of M less the Dud of M’ (§ 63), 
*) The sum of the multiplicities of the simple modules of M,” (regarded as a 
K-module in 2, , ,,---, ,) is not diminished by putting g, = 0, and cannot be in- 


creased as it already has its highest value, viz. the multiplicity of (M,”, «,), and 


(M,’’, x.) is independent of x,,,,---,z,, and therefore not affected by the relation 
9, =0. 
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i.e. the difference of the multiplicities of (M, x, ,,,---,2,) and (M’, x, ,,,°*+,%,), 
which is the multiplicity of (M”,x,,,,---,%,)- Hence M” is a perfect 
module (§ 67). 


72. Theorem 20. If M, M’, M” have the same meaning as in the 
last theorem, then 
Hl) + (—1e" HO) = 70) + (1 a), 
an 

Hl) —(-1p" HO) =7 ©) — (Ie OC) = 10) = C20), 

where ['+l’=y—n+r—1, y being the characteristic number of 
(M, #,.45°°*)%,), and yx, %’,7” are the Hilbert functions of M, M’, M”, 
and H(l), H’(l), H”(l) their Hilbert numbers for degree 1. 

We have proved that (M’,x,,,,---,%,) and (M”,z,,,,--+,%,) are 
doubly residual with respect to (M,x,,,,---,x,). Let H/, H,’, H, denote 
their Hilbert numbers for degree /. Then (§ 66) the Hilbert number of 
(M’,«,,) for degree / is H’(l)—H’(l—1) or AH'(!). Hence H;=4*~"H'()). 
Also (§ 64) 

Hy + Hy = H,= H, 


+n-—r '¢n-r) 


hence 
AH) + 4" HU +n—r) = 4°" HU'+n—1). 

Also 

“eye ee ude n—r “ee 
An" H (+n—r)=H"(l +n—r)—( , )H (l"+n—r—1)+-- 

(= 1H") (1g H'0); 
and similarly 
4" HU'+n—r) = (—1)*-" 4-H"). 

Hence 

4"-"H'(l) + (—1)"-" 4" H"(?") — (ar op" H(l’) 
and 

H(t) + (-Ipv WO) =7O+ ler ke) 
where z‘(U’) is a polynomial function of 1’ of degree mn —r—1, which 
is seen to be the Hilbert function of M’ by making /” zero or negative. 
Similarly we have 


HV) + (—1)"-" A" (l") = AY) + (—1)"-*77" (). 
Equating the right hand sides, and transposing, 
Hl) — (—1)"-" HO) = ¢ ©) — 12") 
= polynomial function of /’ 
= 36) = (—fP-"""*s¢). 
London, September 1912. 
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A Theorem on Matrices of Analytic Functions. 
By 


George D. Birxnorr of Cambridge, Mass. (U. 8. A.). 


A function I(x) which is single-valued and analytic for |z| suffi- 
ciently large, but which is not analytic at = oo, may be expanded in 
a Laurent series in the vicinity of x= oo. This series consists of the 
sum of a function a(z) analytic at « = co and vanishing there, given by 
a power series in negative powers of xz, and of an entire function e(x), 
expressed as a power series in positive powers of x beginning with a con 
stant term; that is, we have 
(1) U(x) = a(x) + e(z). 

Thus 1(z) is decomposed into a sum of two functions, one of which 
is analytic except at = oo, and the other analytic at 2 = oo, vanishing there. 

If the additional restriction be imposed on I(x) that this function 
does not vanish for 2 sufficiently large, we can similarly express /(z) 
in the form of a product 
(2) U(2) = a(2) e(z) 2, 
where a(x) is some function analytic but not zero at x = oo, where e(zx) 
is an entire function that nowhere vanishes, and where k is an integer. 

To prove this statement we note that log/(z) is analytic for | suffi- 
ciently large. Furthermore log/(z) alters only by a constant —2ka/—1,k 
being an integer, when z makes a positive circuit of z = oo. Accordingly 
the function log 1(x) — k log x is single-valued and analytic in the vicinity 
of z= oo, and by (1) can be expressed in the form a,(z) + e,(x) where 
a,(x) is analytic at «= oo and e,(xz) is an entire function. If we put 
a(x) = e%), e(x) = e we have at once the relation (2); the functions 
a(x) and e(x) have the specified properties. 

Suppose now that (J, ,(x)) is a square matrix*) of n* functions, each 

*) The notation and the elements of the theory of matrices used in the present 


paper may be found in Schlesinger, Vorlesungen tiber lineare Differentialgleichungen, 
p. 18—19. 
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single-valued and analytic for |z|>R. Each of these functions may be 
expressed as a Laurent series for |z| > R. The generalization of (1) is 
trivial in this case and may be written 


(1; ;(@)) = (a,;(@)) + (€,;(@)), 


the decomposition (1) being applied to the separate elements of the matrix. 
The generalization of (2) for such a matrix is of an entirely different 
nature. I was first led to a theorem effecting such a generalization by 
the study of the singular points of ordinary linear differential equations.*) 
The present article contains a completed form of the theorem and a proof 
of it based on the theory of the Fredholm integral equation. The theorem 
seems to possess an intrinsic interest quite aside from the interest of this 
application to ordinary linear differential equations. In the article which 
immediately follows the present one I have carried out the application. 
The theorem is as follows: Let (l,,(x)) be any matrix of functions 
single-valued and analytic for |x| => R (but not necessarily analytic at 
z= oo), and such that the determinant of this matrix does not vanish for 
xz =>R- There exists then a matrix (a,,(x)) of functions analytic at x = oo, 
reducing to the unit matrix (0,,) at x= 00, and a matrix (e,,(x)) of entire 
functions, of determinant nowhere zero in the finite plane, such that 


(3) (1, ,(@)) = (a, ;(@)) (@,; (@) 2s) 
where k,, ky, --+, k, are integers. 


In demonstrating the truth of this theorem let us begin by proving 
the existence of a solution (¢,,(z)) of the matrix equation 
(4) (1,5@) (& 5@) = 0,,@) 
where (¢,,(z)) is a matrix of entire functions of determinant not identi- 
cally zero to be determined so that the elements of (b,,(x)) are rational 
in character at z= oo (i. e. are analytic or have only a pole at z= oo). 
Otherwise stated, we shall prove the existence of n sets of entire functions 
é,(x),--+, &,(@) of determinant not identically zero for each of which 
we have 
(5) Ly (2) & (x) +--+ 1, (2) €,(@@) = 4,2) (¢=1,--+,m), 
b,(2), -+-+, b,(#) being rational in character at 2 = oo. 


Let (m,,(x)) denote the matrix inverse to (J, ,(z)) and defined by either 
set of equations 


1, (a)m, ,(x) poo} 1,,,(x)m, ,(x) = 9, ;, 
m;, (x) l, (2) +-+++m,,(2) U,, (2) - 955 


(6) 


(i, j—1,-++, n). 


*) Trans. Am. Math. Soc. 10 (1909), p. 436—470; in particular see p. 438—443. 
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The functions m, ,(z) are clearly single-valued and analytic for |x| > R since 
the determinant of (I,,()) does not vanish for such values of z. 
Let us put also 


(7) m,,(x)l, ji) - eres m,,,(x) 1, ;(0) = 6,,+ k,,(2, t) (i,j—1,--+,m) 
and in this way define k,,(x, t) for |x| > R, |¢}| > R. From the second 
set of equations (6) it follows that each function 

k, (2, t) 

t—zx 
is analytic in x and ¢ for |x| > R, |t| > R, since k,,(x, ¢) vanishes identi- 
cally for z =t. 

From the above equations and (7) we deduce further the equations 


(8) Ly@hG)+--- +4, +40) =4,0Q Gi=1,--n), 
which may also serve to define the functions k, ,(z, t). 
Now consider the set of m linear integral equations in /,(z), ---, f,(x) 


PAU) " 

(0) — 1 at = F(x) — >) m,(2) p(2) (i=1,--n) 

2xV—1, t—z ‘ = a is . 

Cc 

where p,(x),---, p,(”) are any polynomials in xz, and the variables x, ¢ 
are restricted to lie on the circle C for which |z| = R; the integration 
around C is taken in a positive sense. 

If we set = ReV-!°, t= ReY—1¥ where @ and » are angular variables, 
and put 


1 k, (Rev ¥ ReV-19) 
2x1 1 —V-10-9) 


= K(2(i—1)x+ 0, 2-1) a+) (0<6, p<2z), 


f,(ReV-'*) — F(2(i—1)a + 8) (0<0<2z), 
a m,(ReY-"°) p,(ReY-1*) — P(2G—1)x + 0) (0<0<2z), 
j=1 


according to a device due to Fredholm, our » equations may be combined 
into the single one 


2nz 


(10) JK, 9)F(9)d9 = F(0) — PO) 


where K(6,q) and P(@) are continuous save for the discontinuities of a 
finite jump. This equation is of precisely the type of linear integral 
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equation studied by Fredholm*), and according to his theorems admits of 
a solution F(@) integrable in the sense of Riemann, at least if P(@) 
satisfies k conditions of the form 


2na 


J P(6)¥,(8) 40 = 0 Gm 1, ++, 


Here y, (0), ---, (0) are certain integrable functions of 6. 

Returning now to equations (9), we see that these equations are 
satisfied by a set of integrable functions f,(7),---, f,(a) for 2 on C, at 
least provided that the coefficients of the various powers of x in the 
polynomials p,(z),---,p,(#) are subject to certain linear homogeneous 
conditions. Such a solution f,(x), ---, f,(z) is made up of functions ana- 
lytic in x on C, for the left-hand member of any equation (9) is analytic 
in x, and hence the first term f,(z) in the right-hand member is also 
analytic in x for i= 1, 2,---, . 

For |z|>R the equations (9) serve to define f,(2),---,f,(~) as 
single-valued analytic functions in terms of these functions on C. Thus 
we may regard the equations (9) as satisfied for «| >R by such a set 
of functions. 

Let us restrict 2 to lie outside of C and let us consider one of the 
integrals 


ra i’ f,(t) at : 
(11) saris 2 (¢=1,--+, m). 
¥ 


As we have seen, a function f,(7) may be expressed as the sum of a 
function «,(x) analytic at z= co and vanishing there, and of an entire 
function ¢,(x). If we replace f,(¢) in the above integral by this sum 
a,(t) + ¢,(#), the integral breaks up into the sum of two others 


1 *a,(t) dt 1 s(t) dt 
sayait t—« + aeyaif ts 
* 


The second of these partial integrals has the value zero by Cauchy’s 


integral theorem, since ¢,(¢) is analytic for |¢]< R. The transformation 


t= = t= ; reduces the first partial integral to the form 


ai 1 i 

‘ 1 lz es (7)] - 

—» x a  —————— oe eee see 
22VY—1 t—2 


Cc’ 


where C’ is the circle |t’| = z described in a positive sense. Now the 


*) Acta Math. 27 (1903), p. 365—390. 
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function - «,(=) is analytic within and on C’, since «,(x) = f,(x) — ¢;(x) 
is analytic for |z| > R and vanishes at s = co. Hence, by Cauchy’s inte- 


gral formula, the expression in brackets reduces to Be &, (=): The integral 
(11) is therefore equal to — a,(z). 

If we add the integral (11) to both sides of the i equation (9) for 
i=1,---,m, we obtain the following equations 


, hO+ Ske 06,0 " 
wa = een 
: 


Multiply the first of these equations by J,,(7), the second by 1,,(#), and 
so on, and add the » resulting equations. By the aid of the equations 
(8) and (6) we may reduce the resulting equations to 


ee 
j=1 = > a — ‘ _ — 
22V— 1 t—z ” ¢ l, ;() &,(z) p(x) (i 1, ? n). 


Cc 


The left-hand member of such an equation is clearly a function a,(z), 
analytic for |z| > R and also at z = co where it vanishes; hence we have 


(12) Us(@)ey(@) + ++» + hin(@)€,(@) = p,(@) + a(2) = (2) (= 1,---,m) 
where b,(z), ---, b,(@) are rational in character at 2 = oo. 

We are thus led to formulate the following conclusion: if each 
function },(z) in (5) is rational in character at 2 = oo, and is represented 
by the sum of a given polynomial p,(x) in x and of an unspecified function 
a,(x), analytic at «oo and vanishing there, a set of corresponding entire 
functions ¢,(z), ---, €,(x) will exist satisfying (5), at least provided that 
the coefficients of the powers of x in the polynomials p,(z), ---, p,(x) 
satisfy a certain set of k linear homogeneous conditions. 

In order that the existence of a solution of the corresponding matrix 
equation (4) be established, it remains only to be shown that it is pos- 
sible to choose m sets ¢,(x), ---, ¢,(#) of determinant not identically zero. 

But this determinant will be zero if and only if the determinant of 
the corresponding sets b,(x),---, b,(~) is zero, since the product of the 
determinant |1,,(2)| (not identically zero) and the determinant of the sets 
é,(z),--+, &,(@) is the determinant of the sets b,(x), ---, b,(z). 

If the polynomials p,(7) are all of degree m or less, this last men- 
tioned determinant may be expanded in descending powers of x, the ex- 
pansion beginning with terms of degree mn or less in x. The term in 
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2™" here is clearly precisely the same as the corresponding term in the 
expansion of the determinant of the m sets p,(x),---, p,(). It follows 
that if the determinant of the sets ¢,(x),---, ¢,(~) is to be identically 
zero, the determinant formed by the coefficients of z”" in the nm sets 
P(x), ++, p,(@) must vanish. 

But each set of polynomials p,(z), ---,p,(x) is subject to the same k 
‘ conditions in order for a solution of (5) to exist. These conditions have 
been seen to be linear and homogeneous in the constant terms and coef- 
ficients of x, z*,---,2” occurring in the polynomials. It may be assumed 
that, as m increases indefinitely, these k equations of condition do not 
remain linearly dependent; otherwise all of the k-rowed determinants 
formed from the matrix of the k equations vanish, and a customary 
algebraic reduction in the number of conditions may be made. Choose m 
so large that the equations of conditions are linearly independent; if then 
m is changed to m+ 1, it is clear that the new unknowns introduced 
may be taken entirely arbitrary. Hence the determinant of the leading 
coefficients referred to above need not vanish, although all the n sets 
~P,(@), +--+, p,() satisfy the k conditions. A solution of (4) with the 
specified properties must therefore exist. 

This completely establishes the first and most important step in the 
proof of the theorem. : 

The second step is to show that by three series of modifications the 
solution of (4) may be made to have the three following additional pro- 
perties: first, that the determinant A(z) of (¢,,(z)) is nowhere zero in the 
finite plane; secondly, that (6,,()) has the form (a, j(u)2"s), where %,,-++,%, 
are integers such that x,< x, <---<-~,, and (a,,(”)) is a matrix of fune- 
tions analytic at « = oo of determinant not zero there; thirdly, that for 
a suitable rearrangement k,,---,k, of *,,---,%, every function «,,(x) 
vanishes at = at least to the order x,—k, if k,<x,. 

Let us observe that A(z) is an entire function which vanishes only 
a finite number of times in the finite plane. In fact A(a#) only vanishes 
a finite number of times for |z| < R since this function is then analytic. 
Also it vanishes a finite number of times for 2| > R; for the product 
of the determinants of |/;,(xz)| and A(x) = |¢,,(a)| is |b,,(7)|, analytic for 
x > R and rational in character at z = oo so that b,,(z)| only vanishes 
a finite number of times for |z| > R. 

We may replace the solution (¢,,(~)) of (4) by a new matrix solution, 
and at the same time remove one of the zeros of A(z), these being counted 
with their proper multiplicity. Suppose that A(x) vanishes at z=—a. In 
this case we may choose a set of constants c,,, ---, ¢,,, not all zero, so that 
(13) Ej (@)ey +--+ + &,(@)C,, = 0 (i= 1, 2,---, m). 
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Choose now further ¢,.,---, €,9) Cis; °°" Cas> “iar *'s Can MM any 
way so that the determinant |c,,| is not zero. If we multiply the equa- 
tion (4) through by (¢,,) on the right, the matrix (¢,,(z)) is replaced by 
(é,;(@)) (¢,;). From (13) we infer that the elements of the first column 
of this last matrix all vanish at =a. The right hand side still consists 
of a matrix of functions rational in character at 2 = oo. 

In this equation 


(I, ;(@)) [(é,,(@)) (¢,;)] _ (b, (2)) (€,5) 
we may remove a factor x — a in the first column of the matrix forming 
the left-hand side by removing it from the first column of [(e, ;,(x)) (¢,,)]. 
This operation changes [(¢,,(x))(¢,,)] to a matrix (¢;,(x)) of entire func- 
tions, since all the elements in the first column of [(¢,,(x))(¢,,)] vanish 


at «=a. Furthermore the determinant of (¢,(z)) is clearly ene. The 
same operation of division replaces (b,,(z)) by a matrix (0; ,(”)) of func- 
tions rational in character at 7 = oo. 

Thus we obtain a new matrix solution of (4), and its determinant is 
the same as that of the first solution except that a factor x — a, corres- 
ponding to the zero at x =a, has been removed. 

By a succession of such steps we may remove all of the finite set 
of zeros of A(z), and finally obtain a solution (¢,,(z)) of (4) whose deter- 
minant A(#) never vanishes. 

We shall now show that not only may we make A(x) + 0, but also 
that by further modification we may reduce (b, j(@)) to the form (a, jaa?) 
where (a,,(x)) is a matrix of functions analytic at 2 = oo, of determinant 
not zero there.*) 

To prove the existence of such a solution we note that in (4) we 
may make the same interchange of columns in (¢,,(z)) and in (b,,(x)) to 
obtain new matrices (¢;,(z)) and (b,,(z)) which satisfy (4); the deter- 
minants A(x) and A’(xz) = |¢;,(z)| are the same or at most differ only 
in sign. Likewise we may add to the elements of any column of (¢, ;(z)) 
a sum of the corresponding elements of other columns multiplied by poly- 
nomials in z, and thus obtain a matrix (¢;,(z)) of entire functions whose 
determinant A’(x) is equal to A(x); the corresponding matrix (0; ,(x)) is 
obtained by the same operation on the columns of (0, ,(z)). 

We may start therefore with any matrix (b,,(x)) corresponding to a 
solution (¢,,(7)) of (4), and be led to new solutions for which (b,,(x)) is 
modified either by a succession of arbitrary interchanges of columns, or 


*) Cf. Hensel und Landsberg, Theorie der algebraischen Funktionen einer 
Variabeln, p. 158—178. 
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by adding to any given columns a sum of multiples of other columns 
by arbitrary polynomials. At each step A(x) remains unaltered or changes 
to — A(x), so that the property A(z) +0 is preserved. 

These two transformations of (b,,(z)) suffice to give it the stated 
form. In the first place we may put in evidence in each column of 
(b,;(2)) the lowest power of « which may be removed and leave all the 
‘ elements of the column analytic at «= oo, by writing it in the form 


(a,,(a)””s) where the functions a,,(x) are analytic at z= oo and do not 
all vanish for any fixed value of j. A proper interchange of columns 
makes x, << * <---<~,. If the determinant of (a,,(7)) does not vanish 
at = oo our statement is proved, so that we can limit ourselves to the 
ease when this determinant does vanish at z= oo. Since a,,(x) vanishes 
at = oo, we may choose quantities c,,---,¢,, not all zero, so that 


a,,(z)e,+---+a,,(x)e,=0 at r—oo (t=—1,2,---,m). 
Let c, be the last of the quantities c,,---,¢, which is not zero. On 
division of the above equations by c,, these take the form 


a, (a) d, +--+ 4,,_,(#)d,_,+4,,(2) =O at r= co (i=1,2,--,m). 
Consequently if we multiply the first column of (a, (2) @") by the poly- 


*a—* %an~ % 


nomial d,x , the second by the polynomial d,x , +, and add, 
element for element, the result to the «” column, that column becomes 


(a,,(@)d, + +--+ a,,.(@)) a = l, vty M). 
Hence we obtain a matrix (0j;(z)) the same as (b,,(x)) except for its «™ 
column where we have a factor <“*~' in evidence since the expression in 
parenthesis vanishes at «=o for all values of i. That is, we have changed 
%, to x,—1, leaving %,,---, %,_1, %¢41) °° *» %, unchanged. 

We may proceed by a finite succession of such steps until this 
process comes to an end. For, the value of the determinant |6,,(x)| is 
a+ +*n|@, (x) and is unaltered in the process above given. If x, +---+%, 
could be indefinitely decreased, then |b,,(~)| would vanish to an arbitrarily 
high order at «=o, and hence would be identically zero. When this 
process comes to an end, (b,,()) has the form (a, j(a) 2”) where a,,() is 
a matrix of functions analytic at z= oo of determinant not zero there. 

A rearrangement of the columns of (¢,,(7)) and (6,,(7)) may be made 
so that x, <x, <---<x,, and the second series of modification is complete. 

Finally we make the third and last series of modifications which, for 
some arrangement k,, ---, k, of x,, ---, x,, makes ¢,,(7) vanish at x =0 to 
at least the order x,—k, for all values of i and j such that k,<x,. This 
reduction is to be effected by modifications which do not impair the two 
properties already secured for the solution of (4). 
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On account of the first of these properties the determinant | ¢,,(z) 
is not zero at = 0. Consequently the (m—1)-rowed minor formed by 
striking some «,” row and the m™ column of this determinant does not 
vanish at «= 0; likewise an (n—2)-rowed minor formed by further 
striking out some «,_,” row and the (n—1)™ column will not be zero 
at =. Continuing in this way we obtain a set of integers «,,---, a, 
forming a permutation of the series of natural integers 1, 2,---,n such that 
the determinant formed by striking out all the last » — w columns and 
the «,,,%,---, @,"" rows is not zero at z= 0. 

Let us first consider the case in which we can take 

a= 1, q=—2,--,a,—n 
so that none of the series of determinants 


E41 (©)y &4y (©) Bag (@%) — Fg (@) Fa: (a), -- -, O(a) 
vanishes at «=O. The argument in the more general case is then dis- 
posed of without difficulty. 
If we multiply equation (4) through on the right by a matrix 


1 pyo(%)  Pys(*) -- + P,,(#) 
(p,,(@)) = 0 1 Pos(Z) +++ De, (*) 
0 0 oe 
where we have p,,(z) = 0 for i>j, p,,(z) = 1, and where p,,(%) for i<j 
is an arbitrary polynomial of degree x,— x,, the matrix (¢, ,(x)) is replaced 


by another matrix (¢,,(x))(p,,(z)) of entire functions of determinant the 
same as that of (¢,,(x)) since we have |p,,(z)| = 1. Moreover 


(b,,(@)) = (a, ,(x)2”) 
is replaced by (a, (x) 2") (p; ;(z)) which may be written 
© Ay, (L), 0 (yy (©) Pyp (x) L9~* + ayy (H)), -- 
Hy, (1), 2*( Ay, (X) Pyg (x) 2—" + Ags ()), - 


DOy(L), © (Ay (2) Pyy (2) 1 —* + Ags (@)), - -- 


This is a matrix of the form (a,,(x) 2”) where every function a,,(x%) is 
analytic at «= co and where the determinant |a,,(z)| retains its former 
value. Thus we have found a further modification which preserves the 
two properties already secured for the solutions of (5): namely, we may 
replace (¢,,(x)) by (&,(x)) (p,,(@)) and (b,,(a)) by (b,,(@)) (p,,(@). 

Now consider the first element ¢,, (x) p,.(*) + &,(#) in the second 
column and first row of (¢,,(x)) (p,,(@)). Since e,,(x) is not zero at « = 0, 
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it is clear that by properly choosing the polynomial p,.(7) we may make 
this element vanish to at least the order x,— x, at z = 0. 
Next consider the first two elements 


(14) &45(&) pys(%) + &19(%) Pag(%) + &45() and &5,() p,5(X) + &yo(2) Pyg(X) + &95 (2) 
in the third column of the same matrix. It is possible to make both of 
_ these vanish to the degree x,— x, by a proper choice of the first x,—x, 
coefficients ix the polynomials p,,(x) and p,,(x). For we have to make 
vanish the expressions obtained by putting z= 0 in the above and in 
the x,— x,— 1 pairs of expressions obtained by sucessive differentiations 
at z=. The first pair of equations determines the constant terms in p,, (x) 
and p,,(“) since by hypothesis the determinant ¢,, (2) &9(x%) — &9(%) & (2) 
is not zero at x =0. The second pair of equations determines the coef- 
ficients of the first powers of x in these polynomials, since these equations 
are linear in these coefficients with the same determinant as the first pair 
of equations. Continuing in this way we make both elements (14) vanish 
to the order x,— x, at =O. Furthermore we may, in addition, make 
the first of these vanish to the degree x,—x,, by choosing properly the 
remaining *,—%, arbitrary coefficients in p,,(a) of degree x,—x,; we 
note that the coefficient ¢,,(7) of p,,(x) is not zero at x = 0. 

Determining the functions p,,(7) by a series of steps like the above 
we may modify (¢,,(z)) so that for any i<j the element ¢,,(z) vanishes 
to the order x,— x, at least at c=0. That is, the solution will have the 
stated third property if we take x,—k,, x%—k,,---, %,=—k,. 

If we cannot take a,=—1,---,a@,—m we can nevertheless by the 
same process make the second element in the «," row of (¢,,())(p,;(@)) 
vanish to the order x,—x,, and then make the third elements in the 
«," and a,” row vanish to the order x,— x, and x,— x, respectively at 
z=, and so on. In other words, if k,, k,,---, k, is the same permu- 
tation of x,,---, *, aS ,,--+-,a@, is of 1,---, m, then the modified (¢,,(z)) 
will be such that whenever we have x, > k, the element (¢,,(7)) will vanish 
at least to the order x,—k, at r= 0. 

This completes the reduction of the solution of (4) to a form pos- 
sessing the stated three properties. 

The third and final step is now made at once. On account of the last 
mentioned property of (¢,,(z)), we may write it in the form (¢;, ,(a) a's~"*) 
where any function ¢;,(#) will certainly be entire if x,>4,; if x,<k, 
the function ¢,(x) is also entire since it is the same as ate, (2). The 
determinant |¢,,(z)| is the same as that of (¢,,(x)). Hence |¢,,(x)| is a 
matrix of entire functions of determinant nowhere zero. 

The matrix (2/~“‘¢'(a)) may be written (0,7 +) (é j®) (6, j@?) and 

9* 
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the matrix (a,,(x)2/) may be written (a, ,(2)) (6, i). Consequently from 
(4) we obtain 
(U, j)) (6,,2° ) (& 3) (3, j?) = (a; j@)) (3, j@"), 
whence we find 
(1,,(@)) = (a, ;(z)) (¢,,(@)) (8, ,2). 
Since the matrix (¢,,(z))-* is also a matrix of entire functions of deter- 
minant the reciprocal of |¢;,(z)| and not zero for any finite z, this equa- 
tion may be written 
(1, ;(@)) - (a, ;(z)) (¢,5(2) z's) 
where (a,,(x)), (¢,,(@)), and k,,---,k, have all the properties specified in 
the theorem except that (a,,(z)) need not reduce to (0,,) at s = 00. However 
if (@,,(z)) reduces to (¢,,) of determinant not zero it is possible to secure 
this final property for a,;(z) by replacing (a;;(7)) and (e,;(x) ai) by 


(ais(@)) (cis) * amd (€45) (¢:5(a) 2”) 
respectively. Thus the theorem is demonstrated. 

One is naturally led to inquire to what extent the matrices (a;;(z)), 
(e:;(@)), and the integers k,,---,k, are determined for a given matrix 
(l;;(@)). In the case nm =1 the explicit solution obtained at the outset 
is unique. 

For n> 1, a first simple fact is that for a given k,,---,k, the 
matrices (a,;(”)), (e;(z)) are uniquely determined in case such matrices 
exist. In fact, if a second distinct choice (@;;(7)) and (@;;(7)) of these 
matrices were possible, we should have 

(44 5(@)) (€:5(@)) = (Gij(@)) (€:5(@)) 
or 
(Gj 5(x))~ * (ais(@)) = (Gis(@)) (€ej(@))~?. 

But the matrix (g;;(z)) on the left side of this last equation is a matrix 
of functions analytic at soo and reducing to (4;;) at z=oo; and at the 
same time is a matrix of entire functions, as the right hand side of the 
same equation shows. Hence (q;;(z)) must reduce identically to the unit 
matrix, and thus we have (a;;(%)) = (@,;(x)) and (¢,;(%)) = (@,;(x)) contrary 
to hypothesis. 

Secondly, we observe that if a second choice (G,;(z)) and (@,,(x)), of 
(a,;(#)) and (e,;(7)), be at hand for a second choice k,,---,k, of k,,---,k,, 
then we must have 

kj t-++ +h =k +---+h,. 


For we have the obvious relation between determinants 


U(x) = wht ttn | ays(x)| | e15(x)| = at +*e|a,,(x)| | B5(x)| 
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where #(z) is clearly single-valued and analytic in the vicinity of « = oo, 
and does not vanish there. Also |a,;;(%)| and @,;(~)| are analytic at 7 = co 
and do not vanish there, while |e¢;;(7)! and |@,;(7) are entire functions 
nowhere zero in the finite plane. But w(x) admits of a separation into 
factors of this form in only one way, as has been noted. Thus we obtain 
the stated relation. 

For a given matrix (1;;(7)), the applications that 1 have made elsewhere 
show that the values of k,,---,k, are restricted by one or more relations 
of the above form. The general case appears to be that in which there 
is no other condition but the one obtained above, but in particular cases 
k,, +++, k, may be wholly determined. Thus the distribution of the possible 
sets of values of k,,---,k, may be complicated, although for each set 
there is but one choice of (a;,;(z)) and (e;,;(7)). It is also not difficult to 
show that it is possible to pass from one solution (a;;(x)), (e,;(@)) and 


k,, +++, k, to any other by means of matrices of polynomials in = of 


determinant identically 1. That is, the transcendental part of the problem 
is completely solved when a single determination of (a,;(2)), (e:;(#)) and 
k,,--+,k, has been effected. 
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Equivalent Singular Points of Ordinary Linear Differential 
Equations. 


By 


Georce D. Birxuorr of Cambridge, Mass. (U. 8S. A.). 


In a paper published in 1909*) I introduced the notion of equivalent 
singular points of ordinary linear differential equations. But the theorem 
of classification to which this notion gave rise was incomplete because 
certain exceptional cases were laid to one side.**) In the present paper 
I prove the theorem in its generality, and base my proof on the auxiliary 
function-theoretic theorem whose demonstration is found in the immediately 
preceding paper in these Mathematische Annalen. 

Suppose that we are given a linear differential system 


d : , 
(1) a =>’ risa) (i= 1, 2, ek n) 
j=z1 


where the functions p,,(z) are analytic functions of the independent 
variable x. Any finite point =a will be an ordinary point of this 
system if the functions p,,(xz) are all analytic at = a; the point z = oo 
will be an ordinary point if all the functions p,,(x) vanish to the second 
order at least at x= oo. Any point which is not an ordinary point is 
termed a singular point of the linear differential system; we restrict our- 
selves to singular points at which the functions p,,(x) are rational in 
character i e. are analytic or have a pole. It is no restriction to assume 
that the singular point under consideration lies at z= oo, and this we 
shall do. 

In the vicinity of z= oo each coefficient p,,(xz) may be expanded 
in a series of descending integral powers of x. If q is the greatest exponent 
of the leading power of x in any of these series, then g+1 is the 








*) Trans. Am. Math. Soc. 10, p. 436—470. 
**) Loc. cit. p. 446 and p. 453. 
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rani: of the singular point z =oo.*) The case of rank 0 (q=—1) is the 
regular singular point. 
Any linear transformation of the dependent variables in (1) 


(2) -> a, (x) ¥; 

j=l 
' in which the functions a, j(@) are analytic at z= oo and such that the 
determinant |a,,(~)| is not zero at z= oo takes the given linear differen- 
tial system (1) into a transformed system 


_ a, WD. 2. ; 
(3) Te =>, Bisl2)9 (i=1,2,---,n) 
j=l 


of the same form. The explicit expression for p,,(z) is given by the 
formula 


(4) D;;(2) = > a2) Pal) a, ; (x) -> G,,(2) - a, (2) 
k=1 


kl=1 
(i,j= 1, ata n) 


where (@,,(x)) is the matrix of functions inverse to (a,,(z)).**) The equa- 
tions (3) may be found by direct substitution. 

If two linear differential systems (1) and (3) are related by a trans- 
formation (2) in which the function a,,(x) are not only analytic at z= oo 
but reduce to d,, at r= oo (0,,—1 and 6,,—0 for i+j) we will say 
that the two systems have an equivalent singular point at x = co.***) 
Since the transformation inverse to (2) is clearly of the same form, this 
relation of equivalence is a symmetric one. Likewise, since the composition 
of two transformations like (2) is another of the same form, the relation 
of equivalence is transitive. 

It is obvious from the form (4) of the coefficients p,,(z) that the 
rank of neither one of two systems having an equivalent singular point 
at «= oo can exceed that of the other, and hence that the rank of all 
such systems is the same. 


*) For these definitions see Schlesinger, Vorlesungen tiber lineare Differential- 
gleichungen, p. 181. 
**) For an exposition of the elementary properties of matrices used in the present 
paper see Schlesinger, loc. cit., p. 18—19. 
***) This definition is more satisfactory than the one used in my earlier paper 
(Trans. Am. Math. Soc., loc. cit.) where the functions a; ,(x) were merely restricted to 
be rational in character at 2 =o. 
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The importance of the notion of equivalent singular points lies in 
the fact that the solutions of linear differential systems (1) and (3) with 
equivalent singular points z= co must be of essentially the same nature 
in the vicinity of z= oo since the coefficients a,,(~) in the trans- 
formation (2) are analytic at z= oo. I have made application of the 
notion of equivalence in my paper in the Transactions of the American 
Mathematical Society. 

We now proceed to prove the theorem: Every linear differential system 
(1) with a singular point of rank q+ 1 at x = co is equivalent at x= co 
to a canonical system of the form 


— LY; : ; 
(5) x tt -> P, (x) Y, (¢=1,2,---, m) 
j=1 


in which P,,(x) are polynomials of degree not greater than q+1. 

Proof. Outside of a certain circle |z| = R in the complex plane, all 
of the points x =a are ordinary points of (1). According to the funda- 
mental existence theorem for a linear system (1) we infer then that there 
exists a set of m linearly independent solutions of (1), 


(6) (Yir> °°» Yaa)» (Ysar** > Yaz) °° > Yams °° Yan)» 

each element of any one of which is analytic for |z| > R; the general 
solution may be expressed as a linear combination of these particular 
solutions. The elements of these solutions are not in general single-valued 
since, when the independent variable x makes a positive circuit of x =o, 
these solutions alter respectively to a new set 


(iu, ita Yur)» (Ye, ae Yas)» Te in ste Ynn) 
which are of course linearly independent. Each one of this set of solu- 


tions is linearly dependent on the first set of solutions; this relation 
may be indicated by the matrix formula 


(7) (%5) = (%5) (¢,5) 

where (c,;) is a matrix of constants of determinant not zero. Thus the 
set of solutions undergoes a linear transformation when x makes a positive 
cireuit of z= oo. 

Now according to the well-known theory of such transformations it 
will be possible, except in special cases, to choose an initial set (6) of 
solutions so that the matrix (¢,,) takes the simple normal form (4,,¢,), 
i. e. there will exist » linearly independent solutions (6) such that each 
element of the j™ one of these is merely multiplied by a factor g, when 
x makes a positive circuit of «= oo. For the moment we will assume 
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that (6) is a set of solutions with this property. Later it will be seen 
that only a slight alteration is necessary to treat the special cases.*) 


Now define the quantities 4,,---,4, up to an additive integer by 
the equations 


—1 , 
A, _ 2xV—1 log Q; (J -_ 1, 2, gd n), 
and then define the functions /,,(z) by the equations 
(8) Y, (2) = 1, ,(a) a. 


These functions are single-valued and analytic for |2|>R since 2” is 


multiplied by eg, when 2 makes a positive circuit of « = oo. Moreover 
the determinant 


ag en e~ =! Am dg dy of (Pn @)+- +++ Pan (2) ae 
[U, (2) |=2 ? ™ Yi; =cz * * "@ (Pu nn (2)) 


is not zero for |x| > R**). Hence, by the auxiliary theorem above referred 
to, we may decompose (/,,(x)) into a product of matrices 


(1,5(@)) = (4,5(0)) (e,5(@)2") 
where (¢,,(z)) is a matrix of functions analytic at = oo reducing to the 
unit matrix (0,;) at «= co, where (e,,(z)) is a matrix of entire functions 
of determinant nowhere zero in the finite plane, and where k,, ---, k, are 
integers. . 

Let us choose the functions a,,(z) thus obtained as the functions 
a,,(z) in the transformation (2), From the equations (8) and the last 
equation we obtain 
(Y;;) - (a; ,(@)) (Y;,) 
where 
(9) Y,;= 6; s(x) a's +4) €,;(x) a4. 

Hence the » sets of functions (Y,,,---, Y,;) where j= 1,---,m form a 
set of solutions of the transformed equation (3). 

If we substitute each of these solutions in the equations (3) in suc- 
cession we may combine the n* resulting equations into the single matrix 
equation 

adyY;; saci coll 
( x2) — (D,;(@)) (Y;,) 


whence we find 


(10) (By) = (G2) Ha. 





*) For a complete discussion of the facts outlined here see Schlesinger, loc. 
cit., p. 90—104. 
**) Schlesinger, loc. cit., p. 21. 
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Now we have 


(Y;,) = (6, ;a)a"s) am (e,;()) (3, a") 
and also 


ay,, , ae - Pe 
(a2) — (29 A oa) + mya? ey(2) = (fy) = (Ky@) (2) 
where the functions f,,(x) are entire functions. From (10) we have then 


(Di s()) = (fisl@)) (8, 520"*) (8,579) (4,00) * =~ (fg) (@s@)) 


Hence the matrix (j, j@)) is made up of functions single-valued and 
analytic in the finite plane except for a possible pole of the first order 
at c= 0. 

Moreover, since the rank of the singular point 2 = oo of (3) is g+1, 
the functions j,,(x) are clearly rational in character at «=o, and their 
expression in descending powers of x begins with a term in the g™ power 
of x or in a lower power. 

Consequently the functions x),,(x) are analytic everywhere in the 
finite plane with a pole of at most the (¢+1)™ order at z= ov, and 
must be polynomials P,,(x) of degree q +1 at most. It follows at once 
that (3) has the form stated in the theorem. 

Thus the theorem is proved in the case where all the multipliers 
0:,°**,@, are distinct (or more exactly, when the elementary divisors of 
the matrix (a,,—4,,4) are distinct). 

It remains to account for the degenerate case when two or more of 
these multipliers become equal. We consider merely the simplest case 
when two values of 9 become equal, say 9, and g,, as well as the corres- 
ponding elementary divisors. In this case » linearly independent solutions 


(Yury ** > Yawde °° *s Yurs °° > Yond 

may be found such that when z makes a positive circuit of infinity these 
become respectively 

(OrYsa> °°» OrYnr) (OrYi2 + Yass © * > O1Ye2 + Yir) *** (Oni ns © ** OnYnn)® 
In this case we define 1,,4,,---, 4, as before and write 

1, (2)1 
Yi = 1 (@)a, Hy = ( ~ 82 + ia(2)) wh, Hy = 13(x)2*,---, 
xe,V—1 
thus defining a matrix (J;,(x)) of functions which again are single-valued 
and analytic for x > R, and of determinant 
wta-h--~in ly, (z)|0 for |a|> RB. 

This matrix therefore satisfies the conditions prescribed in the auxiliary 
theorem. 
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Now, proceeding essentially as before, we infer that the functions 
xp,,(x) are polynomial in z of degree at most q + 1. 
The formulas (4) show that in all cases the coefficient of 2? in 


P;,;(x) = = is(2) 


is the same as the corresponding coefficient in the function p, (x). 
In the simplest case of a regular singular point (q—=—1) the canonical 
system is of the simple soluble form 


a = 
wae =>) Y; (i= 1,2,-+ +m), 
j=i 


where the constants p,, are the coefficients of = in the expansion of 
p,;(z) in descending powers of z. 


From this fact the fundamental existence theorem for a regular singular 
point may be at once derived. 

















140 Ta. Reve. 


Beitrag zur Fokaltheorie der linearen Strahlenkongruenzen. 
Von 


Tu. Reve in StraBburg i. E. 


Herr St. Jolles hat in seiner ,,fokaltheorie der linearen Strahlenkon- 
gruenzen“*) u. a. nachgewiesen, daB mit einer linearen Kongruenz K zwei 
andere innig verkniipft sind. Jede dieser zwei ,,Fokalkongruenzen“ von K 
besteht aus den Leitstrahlen der co’ orthogonalen Regelscharen zweiten 
Grades, die mit je einer der zwei ,,Fokalregelscharen“ der Kongruenz K 
verbunden sind (Jolles, 8S. 358—360). Die reellen oder konjugiert imagi- 
niren Leitgeraden der Fokalkongruenzen sind die zwei Paar Fokalachsen 
der Kongruenz K (Jolles, 8. 359). 

Wir wollen die Beziehungen hier niher erértern, in denen die drei 
linearen Kongruenzen zueinander stehen. Doch lassen wir die besonderen 
Fille bei Seite, in denen eine der Kongruenzen eine unendlich ferne oder 
zwei zusammenfallende Leitgerade hat. 

1. ,Zwei windschiefe eigentliche Gerade u,v bestimmen drei ge- 
schart involutorische’ Riume 2, (i = 1,2,3) nebst den drei linearen 
Kongruenzen K, ihrer Doppelstrahlen.“ 

Einer dieser Riume, 2,, ist hyperbolisch; « und v sind seine Involutions- 
achsen und die Leitgeraden der Kongruenz K,. Die zwei anderen Riume 
2,, =; sind elliptisch und haben w und v zu Fokalachsen, d. h. in ihnen 
sind je zwei Ebenen einander zugeordnet, die sich in u oder v rechtwinklig 
schneiden; « und v sind gemeinsame Strahlen der Kongruenzen K,, K;. 


*) Math. Ann. 63, 8S. 339—386. Vgl. dariiber Reye, Geometrie der Lage, 4. Aufl., 
Il, 8. 287—293. Wir zitieren dieses Buch mit ,,G.d.L.“, jene Abhandlung mit 
»Jolles*. — Ich benutze diese Gelegenheit, um festzustellen, daB die Hauptergebnisse 
meiner Arbeit ,,Uber die Kongruenz der Hauptachsen eines Komplexbiindels* (Math. 
Ann. 69, S. 550—559) sich schon in Herrn Studys ,,Geometrie der Dynamen“, Leipzig 
1903, vorfinden, was mir leider entgangen war. Es werden darin auch Grenzfille des 
Komplexbiindels vollstindig aufgestellt und behandelt, die Schwierigkeiten bieten, 
und von denen ich einige a. a. O. iibersehen habe. Von Herrn Studys Untersuchungs- 
methode ist die meine ganz verschieden. 
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2. Der unendlich fernen Ebene « ist in den drei involutorischen 
Riiumen 2, je eine ,,Fluchtebene“ «, zugeordnet; zu dieser ist der ,,Haupt- 
strahl“ a, der Kongruenz K,; normal. Auch der unendlich ferne Strahl 
a; = aa, der Fluchtebene a@, ist in K, enthalten, da er in &, sich selbst 
zugeordnet ist. Die Fluchtebene «, von 2, ist zu w und v parallel und 
hiilftet die von uw und v begrenzten geraden Strecken; der Hauptstrahl a, 
‘von K, schneidet u, v und «, rechtwinklig. Die Fluchtebenen «,, a, von 
=,, =; hiilften die von den Ebenen a,u, a,v gebildeten Nebenwinkel, 
schneiden sich also in a, rechtwinklig (G. d. L. Il, S. 252), sie sind durch 
« und v harmonisch getrennt, also in 2, einander zugeordnet. 

3. Die drei Strahlen uw, v, a,’ der Kongruenz K, schneiden die Ge- 
raden a,, 4,, und liegen mit ihnen auf einem 'gleichseitigen Paraboloid. 
Nun sind aber die Ebenen «, « und ihr gemeinsamer Strahl a,’ durch u 
und v bzw. harmonisch getrennt von «,, «, und deren Schnittstrahl «, a. 
Dieser liegt mit w, v und a,’ in einer Regelschar des Paraboloids und ist 
mit der Schar in K, enthalten (G.d.L. I], 5. 123); er ist zu a normal, 
also der Hauptstrahl a, der Kongruenz K,. DaB sich die Ebenen «,, «, 
in dem Hauptstrahl a, von K, schneiden, wird ebenso bewiesen. Kurz: 

»Die drei Fluchtebenen «, der involutorischen Riiume 2; liegen den 
Hauptstrahlen a, der zugehérigen Kongruenzen K, in einem orthogonalen 
Dreikant gegeniiber; sie bilden mit der unendlich fernen Ebene « das 
gemeinsame Haupttetraeder der drei involutorischen Riume.“ 

4. In dem Haupttetraeder aa,a,a, liegt jeder Kante a, die unendlich 
ferne Gerade a; der zu ihr normalen Ebene «, gegeniiber. 

»Die drei Paar Gegenkanten a,a,’, a,4,', 4,4, des Haupttetraeders 
sind bzw. in den linearen Kongruenzen K,, K,, K, enthalten. Die 
Strahlen a,, a," und ebenso a;, a, sind durch w und v harmonisch ge- 
trennt“ (3). 

In X, sind die vier Strahlen a,, a’, u,v von K, sich selbst zugeordnet. 
Sie schneiden die orthogonalen Ebeneninvolutionen, deren Achsen die Ge- 
raden uw, v sind, in je einer Punktinvolution von 2,. Mit Hilfe dieser vier 
Punktinvolutionen liBt sich zu jeder Ebene die ihr in 2, zugeordnete 
Ebene konstruieren. 

5. Durch Spiegelung an a, geht jede der Geraden u,v und jede der 
drei Fluchtebenen «,, a, «, in sich tiber; durch Spiegelung an a, oder a, 
gehen u und v ineinander (4), die Ebenen «,, a, «, aber jede in sich tiber. 
Kurz: 


»Die drei Hauptstrahlen a,, a,, a, der Kongruenzen K,, K,, K, 
sind die Symmetrieachsen eines jeden der drei involutorischen Riume 2, 
und einer jeden der drei Kongruenzen K;.“ (Vgl. G. d. L. II, 8. 80 
und 130). 
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6. In dem involutorischen Raume 2, und durch seine involutorische 
Kollineation x, sind die zwei Gegenkanten a,, a; des Haupttetraeders als 
Strahlen von K, sich selbst zugeordnet, dagegen sind die Kanten a,, a, 
baw. ihren Gegenkanten a,, a; zugeordnet (G. d. L. II, 8. 80. Es ist i, j, 1 
eine Permutation der Ziffern 1, 2, 3). Hieraus folgt: 

»Das Haupttetraeder aa,a,«, ist in jedem der drei involutorischen 
Raume 2,, 2, 2, sich selbst zugeordnet, es ist invariant fiir ihre drei 
involutorischen Kollineationen x,, x,, x,.“ 

Die Ebenen «, «, sind in 2, also durch x, einander zugeordnet, ebenso 
die tibrigen zwei Ebenen a,, «, des Tetraeders. 

7. Mit einem der involutorischen Riume 2,, 2, 2, oder mit einer 
ihrer Kollineationen x,, x,, x, sind die zwei iibrigen, die Geraden u, v 
und die drei linearen Kongruenzen K,, K,, K, gegeben. Mit einer der 
Kongruenzen K;, ist bekanntlich der zugehérige involutorische Raum 2, 
gegeben. (Vgl. G.d. L. II, 8. 129.) 

8. Die Involutionsachsen u, v der Kollineation x, von 2, sind in 3, 
und 2, sich selbst zugeordnet, also fiir x, und x, invariant; x, wird folg- 
lich durch x, in sich tibergefiihrt und ist mit x, vertauschbar. Es ist: 

Hy 1%,%—=%, und x,%, = x,%,3 

die aus x, und x, resultierende Kollineation x,x, ist deshalb involutorisch 
wie x, und x, (G.d. L. Ill, $8. 197). Je zwei in w oder v sich rechtwinklig 
schneidende Ebenen aber sind fiir x, invariant und werden durch x,, also 
auch durch x,x, einander zugeordnet. Folglich sind w und v Fokalachsen 
von %,%, sowohl wie von x, und x. Durch x, wird a, mit «,, durch x, 
wird a, mit « vertauscht (6.), durch x,x, also «, mit «. Die involutorische 
Kollineation x,x, hat demnach mit x, die Fluchtebene «, und die Fokal- 
achsen u,v gemein und ist folglich mit x, identisch. Kurz es ist 


My Hq Hq, — H, 
und hieraus folgt wegen x? = 1: 
HjX;—= KH, %,, Hn; 'H,H, = H, (i, j, = 1, 2, 3). 
»Die drei involutorischen Kollineationen x,, ~,, x, sind vertauschbar, 
aus je zwei von ihnen resultiert die dritte, und jede von ihnen wird 
durch jede der zwei tibrigen in sich iibergefiihrt.“ 
9. Der geschart involutorische Raum 2, und die Kongruenz K, seiner 
Doppelstrahlen sind fiir die Kollineationen x,, x, invariant (8). Es gilt: 
»Die Strahlen der Kongruenz K, sind fiir x, invariant und werden 
durch x, und zugleich durch x,x, oder x, paarweise miteinander ver- 
tauscht, so beispielsweise a,,a;. Je zwei durch x, einander zugeordnete 
Strahlen von K;, sind auch durch x, einander zugeordnet.“ 
Insbesondere sind zwei Strahlen der Kongruenz K, einander durch x, 
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und zugleich durch x, zugeordnet, wenn sie aus jeder der Fokalachsen 
u,v von 2, und 2, durch zwei zueinander rechtwinklige Ebenen projiziert 
werden. 
10. ,,Einer nicht durch u oder v gehenden Ebene ¢ sind drei Ebenen 
&, &, &, baw. in 2, 2, 2, zugeordnet. Sie bilden mit « ein fiir die 
drei Kollineationen x,, x,, x, invariantes Tetraeder.“ 
‘ Durch x, nimlich werden nicht nur ¢ und ¢,, sondern auch ¢ und &, 
miteinander vertauscht; denn weil ¢, durch x, in ¢ tibergeht, und ¢ durch 
x, in é,, so wird ¢ durch xx, oder x, in ¢, transformiert. Ebenso ver- 
tauscht x, sowohl « mit «, als auch ¢, mit ¢,, und x, vertauscht ¢ mit 
é, und ¢, mit ¢,. Auch die Eckpunkte des Tetraeders werden durch jede 
der drei Kollineationen x; paarweise einander zugeordnet. Seine drei Paar 
Gegenkanten sind in je einer der Kongruenzen K,, K,, K, enthalten, so 
die Kanten ¢¢, und é¢, in K,. 
11. ,,Es gibt oo* fiir x,, x, und x, invariante Tetraeder“ (10). 
Die involutorische Kollineation x, li®t von jedem dieser Tetraeder zwei 
Gegenkanten in Ruhe und vertauscht die Eckpunkte und die Tetraeder- 
ebenen miteinander, die mit je einer dieser Kanten inzident sind. Sie 
ordnet jede der iibrigen vier Kanten ihrer Gegenkante zu. Das Haupt- 
tetraeder ist eines der co® invarianten Tetraeder. 
12. Es seien g,, g, zwei durch x, und x, einander zugeordnete Strahlen 
der Kongruenz K,. Dann bilden die sie schneidenden Strahlen von K, 
eine Regelschar R,; zweiten Grades; denn sie werden aus g, und g; durch 
homologe Ebenen projektiver Ebenenbiischel projiziert, die durch x, ein- 
ander zugeordnet sind. Diese Strahlen werden durch x, und x, involu- 
torisch gepaart, weil jedem von ihnen durch x, ein Strahl von K, zu- 
geordnet wird, der gleichfalls mit g, und g, inzident ist. Hieraus folgt: 
13. ,,Die Regelschar R, liegt mit g,, g/ und ihrer Leitschar R, auf 
einer fiir x,, x, und x, invarianten Fliche ,; zweiten Grades. Die Strahlen 
von R, sind durch x, und x, involutorisch gepaart und in K, enthalten, 
also fiir x, invariant; die der anderen Regelschar R, von ®, sind durch 
, und x, involutorisch gepaart und in K, enthalten, also fiir x, invariant.“ 
Zu derselben Fliche ®, gelangen wir, wenn wir anstatt von g,, g, von 
irgend zwei anderen durch x, und x, einander zugeordneten Strahlen h,, h, 
der Schar R, ausgehen. Durch die involutorischen Regelscharen R,, R, 
sind die drei geschart involutorischen Riume 2,, 2, 2, bestimmt (G. d. 
L. Il, 8. 82, 86). 
14. ,Zugleich mit den Regelscharen R,, R, enthilt die Fliche 9%, 
die zwei Paar Leitgeraden der Kongruenzen K,, K,.“ 
Die Leitgeraden von K, (oder K,) sind die Doppelstrahlen der involutori- 
schen Regelschar R, (bzw. R,), denn sie sind durch x, (bzw. x,) sich selbst 
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zugeordnet und Leitstrahlen von R, (baw. R,). Die oo* nicht in R, ent- 
haltenen Strahlen der Kongruenz K, haben mit der Fliche %, je zwei 
Punkte der Leitgeraden von K, gemein. Diese Leitgeraden sind die In- 
volutionsachsen des involutorischen Raumes 2,. Sie sind nur dann reell, 
niimlich die Geraden u, v, wenn j = 1 ist. 

15. Die durch x, involutorischen Regelscharen R,, R, der Fliche 9, 
haben je zwei imaginiire Doppelstrahlen, wenn i = 1 ist; dagegen hat nur 
eine von ihnen imaginiire, die andere aber die reellen Doppelstrahlen wu, v, 
wenn i= 2 oder i=3 ist. Die durch x, eimander zugeordneten Punkte 
von ®, liegen auf je einem Strahle von X;. Kein reeller Strahl der Kon- 
gruenz K, beriihrt die Fliche ®,, da kein reeller Punkt von ®, sich selbst 
zugeordnet ist durch x,, Wenn in K; auBer den Strahlen mit reellen auch 
soleche mit imaginiiren Schnittpunkten vorkiimen, wiirde die Kongruenz 
auch Tangenten von ®, enthalten. Da solche in XK, nicht vorkommen, 
so gilt: 

»Die Fliche ®, wird von jedem reellen Strahle der Kongruenz XK, in 
zwei reellen, durch x, einander zugeordneten Punkten geschnitten, sie 
sendet durch jeden reellen Strahl von K, zwei reelle Beriihrungsebenen.“ 

16. Seien g,, g; zwei durch x, und x, einander zugeordnete Strahlen 
der Kongruenz K,. Da die Fliche , fiir x,, x, und x, invariant ist, so 
sind ihre zwei Schnittpunkte mit g; denen mit g,; zugeordnet einerseits 
durch x,, andererseits durch x, Die vier Schnittpunkte liegen folglich auf 
zwei Strahlen g,,g; der Regelschar R, von %,, ebenso aber auf zwei 
Strahlen g,, 9, der Schar R,. Von dem windschiefen, auf , gelegenen 
Vierseit 9,9,9;9, sind g,,g, die Diagonalen, und als solche sind g, und g, 
reziprok polar beziiglich der Fliiche ®,. Kurz: 

»Je zwei durch x; und x, einander zugeordnete Strahlen der Kon- 
gruenz K; sind reziprok polar beziiglich der Fliche , zweiten Grades 
Die Kongruenz ist also polarinvariant fiir ©, und auch ihre zwei Leit- 
geraden sind reziprok polar beziiglich der Fliche.“ 

Insbesondere sind die zwei Gegenkanten a,, a; des Haupttetraeders 
durch x, und x, einander zugeordnet und reziprok polar beziiglich ®,. Der 
Hauptstrahl a, von K; ist demnach eine Hauptachse der Fliche ®,; er 
schneidet ®,, zwei Strahlen h,, /,/ der Regelschar R, und zwei Strahlen der 
Schar R, rechtwinklig in zwei reeilen Scheitelpunkten von ®, (15). 

17. ,Es gibt co! fiir x,, x, und x, invariante Flaichen , zweiten 
Grades, die je eine Regelschar der Kongruenz K, und je eine Regel- 
schar von XK, enthalten. Ihre Strahlen werden durch x, involutorisch 
gepaart. Durch jeden Strahl yg, von K,, der durch x, einem anderen 
Strahle g,; zugeordnet ist, geht eine dieser Flichen (12, 13). Die oo! 
Flichen ®, bilden einen speziellen F'?-Biischel*. 
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Sie haben die zwei Paar Leitgeraden der Kongruenzen K,, K, mit- 
einander gemein (14), den Hauptstrahl a, von K, zur gemeinsamen Haupt- 
achse (16) und ordnen die Strahlen von K, paarweise einander als rezi- 
proke Polaren zu (16, vgl. G. d. L. Ill, 8. 43). Eine von ihnen geht durch 
die vier Strahlen a@,, a;, a,, a, und ist ein gleichseitiges Paraboloid TT,; 
alle iibrigen sind einschalige Hyperboloide. 

»Uberhaupt gibt es drei Biischel von Flichen zweiten Grades 9,, 
®,, ;, die fiir jede der drei involutorischen Kollineationen x,, x,, x; 
invariant sind.“ 

Fiir jede dieser Flichen sind die Kongruenzen K,, K,, K, polarin- 
variant (G. d. L. Ill, 8. 179). 

18. ,Zwei fiir x,, *, und x, invariante Flichen ®,, ©, zweiten 
Grades, die nicht demselben der drei Biischel angehéren, sind fiir ein- 
ander polarinvariant* (vgl. Jolles, 5. 357). 

Denn ®, enthilt eine Regelschar von K,, deren Strahlen durch <x, 
und x, mvolutorisch gepaart, also paarweise beziiglich ®, reziprok polar 
sind (16). 

19. ,,Eine der oo! Flaichen ®, ist, wie gesagt, ein gleichseitiges Para- 
boloid Ti,; dieses hat die Geraden a,, a, zu Scheitelstrahlen (17), also 
die Fluchtebene «, von 2, zur Scheitelebene und den Hauptstrahl a, zur 
Hauptachse.“ 

Die eine Regelschar R; von TI, besteht aus den mit a, und a; inzi- 
denten Strahlen der Kongruenz K,, die andere R/ hat a, und a, zu Leit- 
strahlen und ist in K, enthalten. Die Strahlen der Schar Rf werden durch 
x, und zugleich durch x, involutorisch gepaart, die der Schar Rj durch x, 
und x, (12, 13). 

Das Paraboloid TT, enthilt in seiner Regelschar R,* die vier harmo- 
nischen Strahlen u, a,, v, a,° und ist durch sie bestimmt; ebenso ist das 
Paraboloid TI, durch seine vier harmonischen Strahlen u, a,, v, a,’ be- 
stimmt. 

20. Das Paraboloid TT, enthilt eine Regelschar 2,* der Kongruenz K, 
nebst deren Leitgeraden u, v. Je zwei durch x, und x, einander zuge- 
ordnete Strahlen h,, h,’ der Schar R,* liegen mit w und ebenso mit ov in 
zwei sich rechtwinklig schneidenden Kbenen (9). Sie sind die Achsen 
projektiver Ebenenbiischel, deren homologe Ebenen durch x, einander zu- 
geordnet sind, das Paraboloid TT, beriihren und sich rechtwinklig schneiden. 
Die Projektivitiit dieser Biischel wird niimlich dargestellt durch: 

h,(wvag,a,’) 7\ hy (uva,' as), 
und nicht nur schneiden sich die Ebenen /,u und h,’« rechtwinklig, son- 
dern auch h,v und h,'v, ha, und h,'a,’, h,a, und h,’a, (vgl. 4). Die 
Ebenenbiischel erzeugen also eine orthogonale Regelschar R,; diese ist in 
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der Kongruenz K, enthalten und liegt mit h,, h,” und ihrer in K, ent- 
haltenen Leitschar R, auf einem orthogonalen Hyperboloid H,. 
»Das orthogonale Hyperboloid H, ist eine der oo? fiir x,, x, und 
x, invarianten Flichen ®, (12, 13); es hat den Hauptstrahl a, von K, 
zur Hauptachse (16), die zu a, normalen Geraden h,, h,’ zu Scheitel- 
strahlen, und wird von den zu h, oder h,’ normalen Ebenen in Kreisen 
geschnitten.“ 

Das Hyperboloid H, und seine Regelschar R, heiben ,,mit der Regel- 
schar R,* von TI, verbunden“. 

21. Zwei durch x, einander zugeordnete Beriihrungsebenen des Para- 
boloides TT, gehen allemal durch zwei einander zugeordnete Strahlen h,, h,' 
der Regelschar R,*; sie schneiden sich folglich rechtwinklig in einem 
Strahle von K, (20). Also: 

»Das gleichseitige Paraboloid TT, ist das Fokalparaboloid der line- 
aren Kongruenz K,“; 
d. h. der Ort einer Ebene, der durch x, (also in 2) eine zu ihr recht- 
winklige Ebene zugeordnet ist (Jolles, 8. 353; G. d. L. I, S. 289). — Von 
der linearen Kongruenz K, ist Tl, das Fokalparaboloid, wie analog sich 
ergibt. 

22. Jedes mit der Regelschar R,? des Paraboloides TT, verbundene 
orthogonale Hyperboloid H, enthilt zwei Regelscharen R,, R, der Kon- 
gruenzen K,, K,. Es hat zwei durch x, und x, einander zugeordnete 
Strahlen h,, h,’ von R,? zu Scheitelstrahlen und den Hauptstrabl a, von 
K, zur Hauptachse (20). Die Strahlen h,, h,’ sind zu je einer durch a, 
gehenden Kreisschnittebene des Hyperboloides normal und bilden folglich 
wie diese Ebenen mit jeder der zwei durch a, gehenden Symmetrieebenen 
von H, gleiche Winkel. Sie schneiden a, in zwei durch x, einander zu- 
geordneten Scheitelpunkten von H, und liegen mit a,’ in zwei durch x, 
einander zugeordneten, zu a, normalen Scheitelebenen von H,; denn a, 
und a,’ sind ja sich selbst, h, und h,’ aber einander durch x, zugeordnet. 

23. Die zwei Scheitelebenen schneiden das Hyperboloid H, bzw. in 
h,, hy und noch zwei anderen, durch x, einander zugeordneten Scheitel- 
strahlen fh,, h,’. Diese sind zu je einem der Strahlen h,, h,’ parallel und 
haben mit dem andern seinen Scheitelpunkt gemein. Wie h, und h,’ in 
R,, so sind h, und fh,’ in der Regelschar Jt, von H, enthalten; und wie 
h, und h,’ durch x, und x,, so sind h, und h,’ durch x, und x, einander 
zugeordnet. Die mit a, und a,’ inzidenten Strahlen h,, h,’ liegen demnach 
in der Regelschar R,' des gleichseitigen Paraboloides TT, (19). Wie aus 
h, und h,’ die Strahlen der Regelschar R, (20), so werden aus h, und h,’ 
die Strahlen der anderen Regelschar R, von H, durch je zwei normale 
Ebenen projiziert; denn durch Spiegelung an einer Symmetrieebene von 
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H, gehen die Regelscharen FR, R, und die Strahlenpaare h,, h,’ und hy, h,’ 
ineinander iiber. Durch x, sind die Strahlen h,, /,’ einander, und ist jeder 
Strahl s, von RF, sich selbst zugeordnet; die sich rechtwinklig schneiden- 
den Ebenen h,s,, h,’s, sind folglich durch x, einander zugeordnet, beriihren 
also das Fokalparaboloid der Kongruenz K,. Sie beriihren aber, da h, und 
h,’ auf TT, liegen, auch das Paraboloid TT,. 

24. Das Fokalparaboloid der Kongruenz K, ist der Ort einer Ebene, 
der durch x, eine zu ihr normale Ebene zugeordnet ist. Es hat demnach 
mit dem gleichseitigen Paraboloid TT, alle Ebenen gemein, die durch je 
eine der sechs Geraden a,, ay’, a3, d3', hg, hy’ gehen; es enthilt also wie 
TT, diese Geraden und fallt folglich mit Tl, zusammen. Mit Beriicksichti- 
gung friiherer Siatze (21) ergibt sich: 

»Das gleichseitige Paraboloid TT, ist das Fokalparaboloid der linearen 
Kongruenz K, (t= 1, 2, 3). Seine durch x, paarweise einander zuge- 
ordneten Beriihrungsebenen schneiden sich rechtwinklig in je einem 
Strahle von K,; durch jeden Strahl von K, gehen zwei zueinander nor- 
male Beriihrungsebenen des Paraboloides“ (15). 

25. Die zwei durch x, involutorischen Regelscharen R, Ri des Fokal- 
paraboloides TT, von K, heiBen die ,,Fokalregelscharen“, ihre Involutionen 
die ,,Fokalinvolutionen“ der Kongruenz K, (Jolles, 8. 353; G. d. L. II, 
5S. 289). 

Mit jeder Fokalregelschar Ri von K, sind, wie Herr Jolles beweist, 
oo! orthogonale Regelscharen R; der Kongruenz K, verbunden. Die Strahlen 
einer solchen Schar R; sind mit zwei durch x; einander zugeordneten 
Strahlen h,, h; der Fokalregelschar R; inzident; sie werden aus h, und hi, 
durch je zwei sich rechtwinklig schneidende Beriihrungsebenen des Fokal- 
paraboloides TT, projiziert. Die Leitstrahlen dieser oo’ Regelscharen bilden 
eine der zwei linearen ,,Fokalkongruenzen“ von K, (Jolles, S. 358—360). 

26. Aus unseren Sitzen (12, 13) aber folgt weiter: 

Die oo! orthogonalen Regelscharen R; von K;, die mit der Fokal- 
regelschar R‘ der Kongruenz XK, verbunden sind, liegen mit ihren in 
K, enthaltenen Leitscharen R, auf je einem orthogonalen, fiir x,, x; und 
x, invarianten Hyperboloid ,. Ihre oo* Leitstrahlen bilden die lineare 

Kongruenz X,, und K, ist demnach eine der zwei Fokalkongruenzen von 
K,. Die co! orthogonalen Leitscharen R, sind mit der Fokalregelschar 
R} der Kongruenz K, ebenso verbunden, wie die co’ Regelscharen R;, 
mit Rj (vgl. 23). Die oo' orthogonalen Hyperboloide ©, aber sind so- 
wohl mit R/ wie mit R/ verbunden.“ 

27. ,Jede der drei linearen Kongruenzen K,, K,, K, hat demnach 
die anderen zwei zu Fokalkongruenzen. Jedes ihrer drei Fokalpara- 
boloide TT,, TT,, TI, enthilt zwei Fokalregelscharen; mit den sechs Fokal- 
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regelscharen sind aber nicht sechs, sondern nur drei Biischel orthogonaler 
Hyperboloide ,, ®,, ©, verbunden.“ 

28. Die drei Fokalparaboloide TT,, TT,, TT, sind fiir jede der Kolli- 
neationen x,, %,, %, invariant (17) und fiir einander polarinvariant (18). 
Je zwei von ihnen TT,, TT, haben die Hauptachse a, des dritten TT,, ihre 
Polare a; und die zwei Leitgeraden der Kongruenz K, miteinander gemein. 
Jedes der drei Paraboloide hat die Hauptachsen der zwei anderen zu 
Scheitelstrahlen (19). 

29. ,Je zwei normale, durch x, einander zugeordnete Ebenen ¢, ¢, 
werden durch x, (oder x,) in zwei gleichfalls normale und durch x, ein- 
ander zugeordnete Ebenen ¢,, ¢, (baw. ¢,, ¢,) transformiert.“ 

Denn diese Ebenen ¢,, ¢, beriihren wie ¢ und «, das fiir x; und x, 
invariante Fokalparaboloid TT, von K,, und sie schneiden sich wie ¢ und 
é, in einem Strahle der Kongruenz K,, also rechtwinklig (24). Durch <, 
und x, sind die Strahlen ee, und ¢,¢, der Kongruenz einander zugeordnet. 
Die vier Ebenen bilden ein fiir x,, x, und x, invariantes Tetraeder (10). 

30. ,,Wenn von einem fiir x,, x, und x, invarianten Tetraeder zwei 
Ebenen sich rechtwinklig schneiden, so sind auch seine iibrigen zwei 
Ebenen zueinander normal, und die vier Tetraederebenen beriihren eines 
der drei Fokalparaboloide TT,“ (29). 

51. Die unendlich ferne Ebene « wird durch x, kollinear auf die 
Fluchtebene «, des involutorischen Raumes 2, bezogen. 

»Das unendlich ferne polare Feld (a), dessen Inzidenzkurve. der un 
endlich ferne Kugelkreis ist, wird durch x, in ein polares Feld («,) mit 
imaginarer Inzidenzkurve trausformiert, das in der Fluchtebene «, von 
x, liegt.“ 

Zwei unendlich ferne Punkte oder Strahlen sind in («) konjugiert, 
wenn sie auf zwei zueinander rechtwinkligen eigentlichen Strahlen oder 
Ebenen liegen; ihnen sind durch x, zwei konjugierte Punkte oder Strahlen 
des polaren Feldes (a@;) zugeordnet. 

32. Je zwei durch x, einander zugeordnete Beriihrungsebenen ¢, ¢, 
des Fokalparaboloides TT, schneiden die Fluchtebene «, von 2, in kon- 
jugierten Strahlen ihres polaren Feldes («,).“ 

Denn die Ebenen «, ¢, sind zueinander normal (24), und ihren unend- 
lich fernen Strahlen sind durch x, bzw. die Spurstrahlen von ¢, und « in 
«, zugeordnet. — Die Ebenen der Geraden a,, a, (oder a@,, a,) beriihren 
TT, und sind durch x, paarweise einander zugeordnet. Daraus folgt: 

»Das polare Feld («,) hat die Scheitelstrahlen a,, a, von TI, zu 
Achsen und ihren Schnittpunkt zum Mittelpunkt.“ 

33. Durch x; gehen die Ebenen «, ¢; in zwei andere Beriihrungsebenen 
é,, €, von TT, tiber, und auch diese sind wie ¢ und ¢, einander zugeordnet 
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durch x, und zueinander normal (29). Die unendlich ferne Ebene « wird 
durch x, in die Ebene «, transformiert; den unendlich fernen Geraden von 
é, und ¢, sind also durch x, die Strahlen ea, und ¢,«, zugeordnet, und 
diese sind in dem polaren Felde («,) konjugiert (31). Also: 

»Die zwei durch x, einander zugeordneten normalen Ebenen «¢, «, 
schneiden auch die Fluchtebene «, von 2, in konjugierten Strahlen ihres 
-polaren Feldes (a,). Uberhaupt schneiden zwei normale, durch x,, x, 
oder x, eimander zugeordnete Ebenen jede der drei Fluchtebenen a, in 
konjugierten Strahlen ihres polaren Feldes (a,).“ 

34. Durch x, und x, sind je zwei Ebenen einander zugeordnet, die 
sich in uw oder v rechtwinklig schneiden. Diese Ebenen schueiden also 
die drei Ebenen «, in je zwei Involutionen konjugierter Strahlen ihrer 
polaren Felder («,;). Mit anderen Worten: 

»Die orthogonalen Ebeneninvolutionen u, v werden von den drei 
Fluchtebenen «, in je zwei Involutionen konjugierter Strahlen ihrer po- 
laren Felder («,) geschnitten.“ 


StraBburg, den 2. Januar 1913. 
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A construction of the regular Polygon of 34 sides. 
By 


C. H. Cuepmect of Hove (England). 


In continuation of an earlier article (Math. Ann. 71, p. 592) by the 
writer, the following shorter construction is now submitted. 











Fig. 1. 


Let ABC be a given circle, centre O, radius r (Fig. 1). Draw the 
diameter AC, and GA tangent at A, and BO radius parallel to GA. 


Cut off OD (- 2 r). Join DB; and with centre D, radius DB, describe 


a circle cutting AC in FE and F, and AG in G*). Join FG, and with 
centre I’, radius F’'G, describe a circle cutting AC in M’ and N’. Join 
FB, and produce to cut this circle in K’. With centre F, radius FB, 
describe a circle cutting AC in J’, and H’. Join M’K’, and lay off 
H'S'(= M'K’). Bisect OS’ in 7’. Then O7” equals the side of 34 gon. 

For, by the method shown in § 4 of the earlier paper, it can be 
proved that 07” (= «) is connected with r by the system 


*) In drawing it may be useful to note that AG = > AB. 
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r? — a? = r(p—r), 
B? —f= r(y+r), 
y?—r=—r(d+r), 
3? — r? = r(r+a). 

And (Fig. 2) having laid off 07" (= a), 
and having described the circle (centre Q’, 
radius r) passing through O and 7”, on 
proceeding with the figure we find suc- 


cessively 





gy Y’ _ B, 
OZ’ = Y» 
Y U’ =d= AQ’, Fig. 2. 


from which the proof follows immediately that angle OU’C =8 times 
the angle COU’. 
This construction will be seen to depend on the cosines of the 


period, + 2 cos —* + 2 cos “* +2 cos <= + 2 cos 0%, 
earlier article depending on those of the other period, which was selected 
as seeming to show more clearly the geometry of the general case under 
discussion. The present construction, which lays off the actual side of 
the 34-gon, has distinct advantage in quickness, and more especially in 


practical accuracy. 


that given in the 














152 Avviso di concorso a premio per le matematiche. 


Avviso di concorso a premio per le matematiche. 


La Classe di Scienze Fisiche della R. Accademia di Bologna, a richiesta 
del Sig. Cav. Dott. Adolfo Merlani, mette a concorso il seguente tema: 

Esporre; con metodo storico critico, lo sviluppo organico della teoria delle 
funzioni ellittiche ed i vari punti di vista sotto ai quali questa teoria é stata 
considerata dalla fine del secolo XVIII fino ai nostri giorni. Indicare 
l’ influenza che hanno avuto, su altri rami dell’ analisi, le vedute presentatesi 
successivamente nella nominata teoria. 


A chi presentera, per giudizio dall’ Accademia, il miglior lavoro, il 
Cav. Dott. Adolfo Merlani corrisponderi la somma di L. 500, quale contri- 
buto alle spese per il compimento del lavoro stesso. 

Il concorso si chiude il 31 Dicembre 1914. 


Condizioni di concorso. 

Non pud concorrere al premio chi, a qualsiasi titolo, faccia parte 
dell’ Accademia delle Scienze suddetta. 

I lavori presentati al concorso devono essere scritti leggibilmente in 
lingua italiana, e devono essere inediti. 

Possono prendere parte al concorso anche gli stranieri. 

ll lavoro presentato sara anonimo. Sul lavoro stesso dovra essere 
segnato un motto, che sara riprodotto su una busta chiusa contenente il 
nome del concorrente. Le buste relative ai lavori non premiati verranno 
bruciate senza essere state aperte. 

ll premio @ indivisibile. 

I manoseritti, premiati o no, rimangono di proprieta dell’ Accademia. 

I lavori che aspirano al premio devono essere indirizzati al Segretario 
della Classe di Scienze Fisiche della R. Accademia delle Scienze di Bologna, 
Via Zamboni 33. Non si terra conto dei lavori pervenuti all’ Accademia 
dopo la mezzanotte del 31 Dicembre 1914. 
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‘Wher die statistische Mechanik der Raumgesamtheit und den 
Begriff der Komplexion.*) 
Von 


Paut Herrz in Gottingen. 





g 1. Wher drei Arten von Gesamtheiten. .................. 153 
S. Die Theerle Gor Zelipeemmies ww ttt ttt wet tt ees 157 


§ 3. Konstruktion eines Konstellationselementes um eine Anfangskonstellation . 162 
§ 4. Konstruktion eines Konstellationselementes ohne Ausgangskonstellation . . 167 


§ 5. Die Wahrscheinlichkeit eines Konstellationselementes ........2.. 169 
§ 6. Einteilung des Konstellationsgebietes in Komplexionen. ......... 181 
§ 7. Die Statistik der Raumgesamtheit ............20.2-+58004 188 
§ 8. Beziehungen zwischen der Theorie der Raumgesamtheit und der Theorie 
der Zeitgesamtheit und virtuellen Gesamtheit.........2... 198 
§ 1. 


Uber drei Arten von Gesamtheiten. 


Die mechanische Theorie der physikalischen Vorgiinge hat sich mit 
drei Arten von Gesamtheiten zu befassen und ihre Statistik zu entwickeln: 

Ist ein individuelles System gegeben, so macht der Inbegriff der von 
ihm geitlich nacheinander durchlaufenen Phasen die dem Systeme zugehirige 
Zeitgesamtheit aus, und die Untersuchung wird sich besonders auf die zeit- 
liche Hiaufigkeit zu richten haben, mit der jede Phase der Gesamtheit an- 
genommen wird, auf die Wahrscheinlichkeit des Sukzedierenden. Wenn 
dagegen nur Bau und Bewegungsgleichungen oder, wie wir sagen, der 
Mechanismus, fiir ein System vorgegeben**) sind, so kann einer solchen 


*) Eine kiirzere, iibrigens spiter verfaite, Darstellung tiber diesen Gegenstand 
erschien in den Géttinger Nachrichten 1912. 

**) Im ersten Falle also war ein individuelles System real in natura gegeben oder 
gedanklich wenigstens Bauart, Bewegungsgleichungen wnd Anfangsphase, wihrend im 
zweiten Fall nur der Mechanismus mathematisch und begrifflich vorgegeben, aber die 
Anfangsphase unbestimmt gelassen wird. 


Mathematische Annalen. LXXIV. 11 
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Vorschrift noch in mannigfacher Weise durch konkrete Systeme geniigt 
werden: Der Inbegriff aller dieser Méglichkeiten heiBe die dem Mechanismus 
zugehirige virtuelle Gesamtheit. Uberall aber, wo man in der Natur eine 
groBe Menge einem Plane entsprechender Systeme findet, wird man auch 
eine gewisse GesetzmiBigkeit in der Hiaufigkeit der einzelnen Phasen be- 
obachten kénnen; die Theorie wird diese ,,virtuelle Wahrscheinlichkeit* 
zu ermitteln haben, wird sich tiberhaupt vorwiegend mit so verteilten Ge- 
samtheiten beschiiftigen oder wohl gar mit dem Begriff der virtuellen Gesamt- 
heit schon den Gedanken an das Vorkommen der Phasen in dieser natiir- 
lichen Hiaufigkeit verbinden.*) Endlich kénnen wir auch eine groBe An- 
zahl riumlich koexistierender Systeme betrachten, die Teilsysteme eines 
Systemganzen sind. Eine soleche Menge, die Rawmgesamtheit heibe, wird 
besonders auf die Hiiufigkeit (riumliche Wahrscheinlichkeit, Wahrscheinlich- 
keit des Koexistierenden) zu untersuchen sein, mit der im einem Zeitpunkt 
jede einzelne Phase in den Teilsystemen angetroffen wird. 

So wiinschenswert es nun erscheint, die Begriffe dieser drei Gesamt- 
heitsarten streng auseinander zu halten, so zeigt sich andererseits, daB 
sich die von ihnen handelnden Theorien nicht nur bei der Grundlegung 
der Molekularphysik ergiinzen, sondern auch zu ihrer eigenen Entwicklung 
auf gegenseitige Hilfe angewiesen sind. Es soll einer spiiteren Untersuchung 
vorbehalten bleiben, diese eigentiimliche Verschlingung der Theorien aus- 
fiihrlich darzulegen; hier mag dariiber nur folgendes bemerkt werden: 

Die Theorie der Zeitgesamtheit ist unbedingt als Ausgangspunkt aller 
statistischen Betrachtungen zu wahlen. Denn gestiitzt auf eine einfache Hypo- 
these (die Ergodenhypothese) gelingt es ihr, fret von Willkiir einen ein- 
deutigen Ausdruck fiir die Haufigkeit ihrer Individuen zu gewinnen, und 
setzt uns damit in den Stand, die obersten Gesetze der allgemeinen Thermo- 
dynamik theoretisch abzuleiten. Dennoch bedarf sie bei dieser Leistung 
fremder Unterstiitzung; mindestens dann niimlich, wenn die Wiederkehr- 
zeit groB gegen die zur Verfiigung stehende Beobachtungszeit ist, muB die 
Theorie der virtuellen Gesamtheit herangezogen werden**), das Pestulat 
insbesondere, daB die (natiirliche) virtuelle Gesamtheit ein Abbild der Zeit- 
gesamtheit ist.***) Davon abgesehen, lassen sich auch die wichtigsten thermo- 


*) Es diirfte sich empfehlen, zu unterscheiden zwischen der unbestimmten virtu- 
ellen Gesamtheit, die nur alle fiir die Phasen bestehenden Méglichkeiten schlechthin 
umfaBt, und der bestimmten virtuellen Gesamtheit, innerhalb derer wir jeder Anfangs- 
phase und daher auch jeder spiiteren Phase eine Hiufigkeit beilegen. Entspricht diese 
Hiufigkeit den Wahrscheinlichkeitsgesetzen, so kann man von einer nattirlichen be- 
stimmten virtuellen Gesamtheit reden. 

**) P. Hertz, Versl. akadem. van Wetensch. te Amsterdam, 24. Dez. 1910 (im 
folgenden als II zitiert), S. 840. 

***) Uber diesen Satz vgl. diese Abhandlung § 8. 
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dynamischen Siitze nur dann beweisen, wenn noch besondere Annahmen 
hinzugefiigt werden, denen zufolge die hiufigste Energieverteilung sich 
als die iiberwiegend hiiufigste herausstellt.*) Diese Vermutungen werden 
sich aber, wenn tiberhaupt, nur unter Zuhiilfenahme von Betrachtungen 
iiber Raumgesamtheiten in bewiesene Siitze verwandeln lassen. 

Wie die Theorie der Zeitgesamtheit als Grundlage der allgemeinen 
Thermodynamik dient, so ist die Theorie der Rawmgesamtheit das Ein- 
gangstor, durch das wir in das Reich der besonderen Lehren, vor allem 
der kinetischen Gastheorie eintreten. Zunichst haben wir nach der rium- 
lichen Wahrscheinlichkeit zu fragen, mit der eine bestimmte Phase gleich- 
zeitig in koexistierenden und zusammenhingenden Systemen vertreten ist. 
Es kann zwar keinem Zweifel unterliegen, dab diese Wahrscheinlichkeit 
im allgemeinen der zeitlichen proportional ist, mit der eben diese Phase 
von einem Einzelsystem im Laufe eines groBen Zeitraumes angenommen 
ist. Aber dieser Satz wird nur mit einer gewissen Einschriinkung gelten. 
Die Raumgesamtheit wird nicht stets das Abbild der Zeitgesamtheit sein, 
sondern nur tiberwiegend oft — oft im zeitlichen Sinne verstanden — 
und diese Behauptung wird sich nur dann nachweisen lassen, wenn man 
die Siitze der Zeitgesamtheit auf das umfassende Systemganze anwendet. 
So ist die Behandlung der Raumgesamtheit in letzter Linie auf die Be- 
trachtung der Zeitgesamtheit angewiesen. 

Die Theorie der virtuellen -Gesamtheit ist gleichfalls von héchster 
Wichtigkeit fiir die allgemeine Thermodynamik, und wenn deren Sitze in 
einem bestimmten Sinne aufgefaBt werden**), sogar unentbehrlich. An 
der Spitze der Betrachtung steht die Aussage, daB die virtuelle (natiir- 
liche bestimmte) Gesamtheit ein Abbild der Zeitgesamtheit ist. Man kann 
in dieser Behauptung ein Postulat erblicken; man kann sie aber auch zu 
beweisen suchen, indem man sich jede Gesamtkeit voneinander unabhingiger 
Systeme durch Abtrennung von einem friiher zusammenhiingenden System- 
ganzen hervorgegangen denkt und damit die Theorie der Raumgesamtheit, 
letzten Endes also der Zeitgesamtheit als Grundlage wihlt (§ 8). 

Diese enge Verbundenheit unserer drei Theorien macht uns eine syste- 
matische Ausbildung einer jeden von ihnen zur Pflicht. Nun gibt es be- 
reits griindliche Betrachtungen iiber die virtuelle und die Zeitgesamtheit; 
die Theorie der Raumgesamtheit ist aber bisher nur in der Gestalt be- 
handelt worden, in der sie sich der kinetischen Gastheorie als Teil ein- 


*) Diese Abhandlung 8. 158ff.; P. Hertz, Ann. d. Phys. 33 (1910), S. 226ff. (im 
folgenden als I zitiert), S. 253 und §§ 7 bis 8; II. S. 834 Anm. 1. Vgl. auch J. W. Gilbs 
Elementare Grundlagen der statistischen Mechanik, deutsch von Zermelo, Leipzig 1905, 
8. 176—178. 

**) Auch hierauf kann erst an anderem Orte eingegangen werden; vgl. jedoch, 8. 254. 
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ordnet. Daher pflegen vorwiegend solche zusammengesetzten Systeme be- 
trachtet zu werden, deren Teile frei beweglich durch StoB miteinander in 
Energieaustausch treten. Es gibt freilich auch verallgemeinerungsfahigere, 
nur auf die Ergodenhypothese aufgebaute Methoden. Aber ihre bisherige 
Durchfihrung kann nicht als vollkommen liickenlos gelten. Dai man 
namlich diejenige Verteilung als wahrscheinlichste ansieht, welche die meisten 
Molekiilpermutationen zulaBt, ist nur begriindet, wenn alle méglichen Ver- 
teilungen der Geschwindigkeiten tiber die Molekiile gleichberechtigt sind, 
wenn gleich wahrscheinlich ist, was man als Komplexion zu bezeichnen 
gewohnt ist. 

Zum Begriff der Komplexion gelangt die Gastheorie vom Liouville- 
schen Satze aus. Man teilt die Geschwindigkeitsriume der Molekiile in 
gleich groBe Geschwindigkeitszellen ein und faBt als eine Komplexion alle 
diejenigen Phasen zusammen, fiir die die Geschwindigkeitspunkte der Mo- 
lekiile in denselben Geschwindigkeitszellen liegen. Nach dem Liouville- 
schen Satze kénnen dann dje einzelnen Komplexionen nicht verschieden 
wahrscheinlich sein. Indes besitzt diese Aussage, wie tiberhaupt der so 
gefaBte Komplexionsbegriff nur Sinn fiir eine virtuelle Gesamtheit d. h. fiir 
eine Gesamtheit unabhiingig voneinander den ganzen Phasenraum erfiillender 
Systeme. Dagegen in der Theorie der Raumgesamtheit, die wegen der 
Energiebedingung garnicht alle Phasen innerhalb einer Komplexion — 
wenn wie bisher definiert — aufweisen kann, bediirfen die Definition der 
Komplexion und der Satz iiber sie einer Modifikation.*) Sie zw finden ist 
die eine Aufgabe der gegenwiirtigen Untersuchung. Wie wir dabei auch 
sonst verfahren mégen, als Komplexionen dirfen wir zweckmiabigerweise 
nur solche Phasenzusammenfassungen definieren, die sich ceteris paribus als 
gleich wahrscheinlich herausstellen. Das ist nun zunichst eine termino- 
logische Angelegenheit. Aber mit ihr ist eine Wahrscheinlichkeitsbestim- 
mung aller Phasenverteilungen iiber die Systeme verbunden, und damit 
die Grundlage fiir eine wirklich wahrscheinlichkeitstheoretische Statistik der 
Raumgesamtheit.**) Sie zu geben ist die zweite Absicht unserer Unter- 
suchung. Vielleicht kénnen wir dann auch hoffen, wenigstens Andeutungen 
iiber den Grund zu finden fiir die merkwiirdige Beziehung zwischen vir- 
tueller und Zeitgesamtheit. 

Der erste Schritt nun zur Lésung aller dieser Fragen kann nur in 


*) Vgl. P. u. T. Ehrenfest, Enzyklopiidie der mathematischen Wissenschaften 
IV, 2. II (IV, $2) Anm. 124. 

™) In diesem Zusammenhange wiire auch zu iiberlegen, ob nicht das Boltz- 
mannsche Prinzip, das die Entropie dem Logarithmus der Komplexionenzahl propor- 
tional setzt, einer sorgfiltigen deduktiven Begriindung bediirfte, vor allen fiir die 
Fille, auf die neuerdings seine Anwendung ausgedehnt worden ist. 
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der Bestimmung der Wahrscheinlichkeit fiir die einzelnen Systemkonstel- 
lationen bestehen. Wenn aber die GréBe der Wahrscheinlichkeit nur die 
gréBere oder lingere Zeit des Verweilens in einer Situation bedeutet, so 
ist klar, daB die Theorie der Zeitgesamtheit als Ausgangspunkt der Be- 
trachtung dienen muB. 


§ 2. 
Die Theorie der Zeitgesamtheit. 


Es wird also niitzlich sein, zam Beginn unserer Untersuchungen die 
wichtigsten Ergebnisse aus der Theorie der Zeitgesamtheit ohne Beweis*) 
zusammenzustellen. 

Sei ein System von » Freiheitsgraden gegeben. Wir stellen seine Phase 
durch einen Punkt im 2n-dimensionalen Raume dar, den Phasenpunkt, dessen 
cartesische Koordinaten den generalisierten Koordinaten und Impulsen des 
Systems gleich sind. Nach dem Energiesatz kann das System nur Phasen kon- 
stanter Energie « durchlaufen ; wenn also ¢* die dem Systeme zu Gebote stehende 
Energie ist, so befinden sich die dem Phasenpunkte iiberhaupt méglichen Lagen 
auf der 2” — 1-dimensionalen Hyperfliche «= «*. Wir wollen nun an- 
nehmen, daS im Laufe einer sehr groben Zeit das System zyklisch alle 
Phasen dieser Fliche durchliuft, oder genauer, daB der Phasenpunkt jedem 
Punkt der Flache in hinreichend langer Zeit beliebig nahe kommt (Er- 
godenhypothese)**). Unter dieser Voraussetzung laiBt sich die Wahrschein- 
lichkeit fiir das Vorkommen der Phasenpunkte in einem Elemente der 
Energiefliche leicht angeben. 

Es bezeichne V(¢*) das 2”-dimensionale Volumen aller Phasenpunkte 


von einer Energie « die kleiner als «* ist, und m(e*) bedeute den Diffe- 


rentialquotienten oh ferner werden unserer Energiefliche parallel und un- 
ds*? 


endlich nahe zwei Energieflichen ¢ = «* + ; Oe* und ¢ = &e*— . ds* 


konstruiert, unter de* eine sehr kleine GréBe verstanden. Die Wahr- 
scheinlichkeit d W fiir das Vorkommen des Phasenpunktes in einem Flichen- 
element do der Fliiche ¢ = «* driickt sich dann durch das Volumen dt 


*) Die mathematischen Ableitungen der hier ohne Beweis mitgeteilten Sitze aus 
den fiir die Theorie der Zeitgesamtheit geltenden Grundsiitzen habe ich mich an 
anderem Orte (I) in miglichst einfacher Form zu geben bemiiht. An einer tieferen 
philosophischen Deduktion dieser Grundsitze selbst fehlt es wohl zur Zeit noch. Hier 
wollen wir die den Betrachtungen tiber die Raumgesamtheit logisch vorausgehenden 
(§ 2) und nachfolgenden (§ 8) Untersuchungen nur oberflichlich darstellen und unsere 
volle Aufmerksamkeit dem Hauptgegenstande (§ 7) zuwenden. 

**) Die Nichtberiicksichtigung der Schwerpunkts- und Flachengleichung la8t sich 
auf mehrfache Weise rechtfertigen, worauf aber hier nicht eingegangen werden kann. 
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des infinitesimalen Zylinders aus, der auf do senkrecht steht und von den 
beiden aiuBeren Energieflichen begrenzt wird. Es ist naimlich*) 

(1) dW — os aye OF | 
Soviel iiber die Zeitgesamtheit abgeschlossener Systeme. Von der Zeit- 
gesamtheit unvollstindiger Systeme gilt folgendes: 

Wenn zwei Systeme 2, und 2, miteinander in einer den Energie- 
austausch gestattenden Verbindung stehen, so gilt fiir die von ihnen am 
hiiufigsten angenommenen Energien ¢,,, ¢,, die Gleichung: 
®) sien) ~ ofens? 
wo der Index 1 bzw. 2 die Zugehérigkeit der Funktionen zum Systeme 
2, baw. X, bedeutet.**) Daraus folgt sofort: Werden zwei Systeme in 
Verbindung gesetzt und wieder getrennt, so ist mit auBerordentlich groBer 
Wahrscheinlichkeit zwischen ihnen kein Energieaustausch zu erwarten unter 
der Bedingung, daB vor diesem Vorgange die Beziehung 

a, @, 
©) oe 
bestanden hat.**) Man kann darum die Funktion =, als Temperatur be- 
zeichnen. Indes ist es nur dann méglich, aus den angefiihrten Behauptungen 
den ganzen Inhalt des Temperatursatzes zu beweisen,***) falls von ge- 
wissen Hypothesen iiber den Bau der in Betracht kommenden Systeme 
Gebrauch gemacht wird, aus denen folgt, daB die wahrscheinlichste Energie- 
verteilung auch zugleich die iiberwiegend wahrscheinlichste ist.+) 

Sei jetzt ein Systemganzes Y gegeben, das in zwei Teilsysteme oa, 
2 —6 zerfalle. Der Wahrscheinlichkeit dafiir, daB 6 eine Phase in einem 
Volumenelement dt besitzt, kommt, wie sich leicht aus (1) ergibt}7+), der 
Wert zu 
(4) dW = QE) 
wenn FE die Energie von 2, « die Energie von o, und Q, Q, ° die den 
Mechanismen 2, 2 — 6, 6 entsprechenden Funktionen bedeuten. 


és Q(E—=»), 


*) Cl. Maxwell, Transactions Cambridge Soc. XII, 3, 1878, 8.554. L. Boltzmann, 
Gastheorie, II, 8.92. A. Einstein, Ann. d. Phys. 14 (1904), 8.365. P. Hertz, I, S. 239f. 
**) J. W. Gibbs, Elementary principles of stastical mechanics. New-York 1902, 
Deutsch von Zermelo, Elementare Grundlagen der statistischen Mechanik, Leipzig 
1905. Die Seitenzahlen der deutschen Ausgabe werden im folgenden in Klammern 
beigefiigt. Formel 390, 8. 122(123). P. Hertz I, § 5. 
***) Um in dieser Funktion die im zweiten Hauptsatz vorkommende wieder zu 
finden, wird noch Gleichung (14) gebraucht. 
+) J. W. Gibbs, 1. c. S. 171—173 (176-178). P. Hertz, I, 8S. 253 und § 7—8; 
fl, 8. 834 Anm. 1. +7) P. Hertz, I, S. 842 Formel 34. 
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Wenn nun das System o an Zahl der Freiheitsgrade unendlich klein 
gegen = ist, so ist auch ¢ unendlich klein gegen E und daher 


aH) 


at 
Q'(E) 
QE) F 


a 
Q(E) 


(5) dW = dt SO} 1~- 








Hierfiir kann wegen der Kleinheit von o auch gesetzt werden: 


ran 
(6) dW = dr 611 8, 


Q(E) Q(B) * 

Wir sehen hier wieder die Wichtigkeit der Funktion =. Wir wollen 
nun allgemein einfiihren 
(7) t=-, 


@ 
und die Funktion # bezogen auf die Systeme 2, 6 und LY—o mit 
Qe, 9, 6) bezeichnen. Dann kann man also schreiben 


“A 
Q(E£) = 


Q(E) ron 


(8) dW=dt 


oder auch wegen der Kleinheit von 6 


(9) dt Bem) _ san} 


Nach (2) und (8) wird aber auch sein: 





a Qe) { e 
(10) aW = de m1 rs . 
(@m) 


wo «,, die von 6 am hiiufigsten angenommene Energie bedeutet. Wir 
haben also, unter L eine Konstante verstanden, 


(11) aW=L{1— oem} 

oder 

(12) i a a. \*), 
(,,) 


d. h. da # nach (3) als Temperatur angesehen werden darf: In den 
linearen Funktionen, welche fiir ein unendlich kleines Teilsystem die Ab- 
hingigkeit der zeitlichen Phasenwahrscheinlichkeit von der Energie aus- 
driickt, ist die Energie des Partialsystemes durch die Temperatur des 





*) Diese Ableitung stimmt im wesentlichen mit der von A. Einstein gegobenen 
iiberein. Ann. d. Phys. 11 (1903), S. 175. 
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Totalsystemes zu dividieren, oder durch die Temperatur, die das Teilsystem 
in seinem hiufigsten Zustande besitzt. 
Wenn o nicht klein gegen 2 ist, so gilt jedenfalls 


“ a 
1 — = Fn) BE ey) = 09) BE — tn) 


it: _ . 
A US 2! “A 
[ — Q(E — #,,) Q(E—e 
(13) dW— de SE tm) A . 
(*) (e — ¢,,)° QW’ (E—#,,) 
= 3! _—— + eee 
Q(E — Em) 
Nun gilt vermutlich stets angenihert die Beziehung 
V @ 


und zwar wird sich diese Gleichung durch Hinzunahme von Hypothesen 
beweisen lassen, die von ahnlichem Charakter sind, wie die zur vollstin- 
digen Ableitung des Wirmegleichgewichtssatzes gebrauchten.*) 

Wenn nun (14) dahin erweitert werden kann, daB, solange v klein 
gegen die Zahl der Freiheitsgrade eines Systemes ist, fiir die v*", (vy +1), 
(v + 2) Differentialquotienten die Gleichungen 

wt) gf? +2) 


(15) 535 
gelten, so geht (13) iiber in 


“AN A. 2 
1 — ¢— E& —#m) | 4 ©—*n)* [Re=* 
1 “~~ 2! nw 
Q(E—s,,)- 


ao” 


Qi Q(B — ™m 
dW —dr sem 4 ea 
(£) (e—#,,)° E (E— =| 
— 3! — -— - + eee 

Q(E — #,,) 


und zwar mit um so gréBerer Anniherung, fiir je gréBere Werte von v 
die Gleichungen (15) noch in Kraft bleiben. Daher ist 


“~N 2 (e-«,) 
Q (E _— 8) — (€—&m) 


dW =dr- QUE) 
oder, unter Z wieder eine Konstante verstanden, nach (2) 


_*~*m 


B(E- em) 


(16) aw = Le $ (em) 
oder, wenn A eine andere Konstante bedeutet, 
(17) dW = fdr 

(18) f—Ae Fw, 


*) Uber eine Zuriickfiihrung dieser Aussage auf eine andere viel plausiblere 
Behauptung vgl. P. Hertz, II, 8. 835. 
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Unter unseren Voraussetzungen besitzt also die Zeitgesamtheit des Teil- 
systemes ein durch eine Exponentialfunktion ausdriickbares Verteilungs- 
gesetz*). 

Die eine der darin vorkommenden Konstanten, der Divisor des Ex- 
ponenten, hei®t Modul. Er hat sich hier als die Temperatur erwiesen, die 
das Teilsystem in seinem zeitlich hiiufigsten Zustande besitzt und ist 
auBerdem der Temperatur des Systemganzen gleich. 

Diese Beziehungen kénnen wir auch auf andere Weise ableiten, wenn 
nur vorausgesetzt wird, dab die Zeitgesamtheit des Teilsystemes exponen- 
tiell verteilt ist, ohne daB durch die vorige Ableitung schon die GréBe 
ihres Moduls bekannt wire. Denn wenn 


dW=Adre * 


ist, so muB die Wahrscheinlichkeit fiir das Vorkommen einer Energie 
zwischen ¢ und ¢ + dé nach der Definition von durch 


Ae * w(ejde 
gegeben sein, also fiir die hiiufigst vorkommende Energie die Gleichung 


@(8 ») 
~ aid 


gelten, d. h. nach (7) @ — 9(¢,) sein. 
Wenn (18) gegeben ist, lassen sich die beiden Konstanten aus der 
mittleren zeitlichen Energie é¢ durch das Gleichungenpaar bestimmen**) 


*) P. und T. Ebrenfest (1. c. Anm. 222) haben eine friiher von mir angewandte 
Methode (II, Formel 483—46), die kanonische Gesamtheit abzuleiten, mit der Boltz- 
mannschen verglichen und mit Recht auf den zwischen ihnen bestehenden Unterschied 
aufmerksam gemacht. Man sieht jetzt, daB die damalige Darstellung, welche nur 
auf die Gleichungen (11) und (12) dieser Abhandlung fiihren konnte, liickenhaft war, 
und gar keine Rechenschaft davon zu geben vermochte, weshalb gerade unter den 
vielen in erster Niherung Aquivalenten Ansiitzen der exponentielle den Vorzug ver- 
diene. In der Tat spricht fiir eine solche Wahl nichts, wenn nicht noch besondere 
Annahmen vom Typus der Gleichungen (15) hinzugefiigt werden. Dahingegen ergibt 
sich fiir die Wahrscheinlichkeit des Koexistierenden, mag nun die reale Raumgesamt- 
heit als die stationiire oder als die zeitlich hiufigste definiert werden, ohne weiteres 
das exponentielle Verteilungsgesetz. Im ersten Fall folgt das z. B. aus den Boltz- 
mannschen Untersuchungen (Gastheorie 2, §§ 37—40), im zweiten Fall u. a. aus der 
vorliegenden Abhandlung (§ 7). 

**) Uber gewisse Schwierigkeiten vgl. jedoch P. Hertz, Il, S. 844ff. Ihre Be- 
seitigung diirfte mit dem Beweise der Gleichungen (15) dieser Abhandlung zusammen- 
hingen. 
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(19) fAe %dr=1, 


(20) face 7 


Uberblicken wir die hier kurz dargestellte Theorie der Zeitgesamtheit, 
so sehen wir, daB wir auf Schritt und Tritt Annahmen machen muBten*), 
welche der reinen Theorie der Zeitgesamtheit fremd sind. Denn sie be- 
treffen schon den speziellen Mechanismus des vorliegenden Systems, und 
zwar weniger nach seiner dynamischen als seiner strukturellen Seite. Man 
sieht sofort, daB sie nur fiir Systeme mit auBerordentlich vielen Freiheits- 
graden zutreffen. Soll aber noch ein Rest von Allgemeinheit gerettet 
werden, so wird man sie fiir solche Systeme zu beweisen suchen, die durch 
auBerordentlich oft wiederholte Aneinanderreihung unter sich gleicher, aber 
sonst beliebiger Systeme entstehen**), sodaB, was hier als Teilsystem auf- 
tritt, nunmehr noch als ein duBerst zusammengesetztes Gebilde anzusehen 
ist. Zur Bewiltigung dieser Aufgaben wird man man sich jedenfalls der 
Theorie der Raumgesamtheit bedienen; doch fallen derartige Untersuchungen 
aus dem Rahmen der gegenwiirtigen Abhandlung. Auch sonst konnte der 
Gegenstand dieses Paragraphen nur in kurzer, keineswegs endgiiltiger Weise 
dargestellt werden. Aber diese Ausfiihrungen sollen auch nur — aubBer 
daB sie durch Gleichung (1) die Grundlage fiir das folgende abgeben — 
die andeutungsweise Herstellung eines Zusammenhanges zwischen der vir- 
tuellen (§ 8) und Zeitgesamtheit (§ 2) vorbereiten, und nur die Theorie 
der Raumgesamtheit, das Gebiet, durch das jene Verbindungsfiden hindurch- 
laufen, soll eine ausfiihrlichere Behandlung***) erfahren. 


§ 3. 


Konstruktion eines Konstellationselementes um eine 
Anfangskonstellation. 


In der Theorie der Raumgesamtheit jedoch haben wir es mit der Ver- 
teilung der méglichen Phasen iiber real vorhandene und physisch verbun- 
dene Systeme zu tun. Offenbar kann aber diese Raumgesamtheit mit der 
Zeit ihren Charakter aindern; es wird also jeder riumlichen Statistik eine 
zeitliche Wahrscheinlichkeit zuakommen, so da$ zuniichst einmal von einer 
Raum-Zeit-Gesamtheit zu sprechen wire. Innerhalb dieser Raum-Zeit-Ge- 
samtheit wird dann die zeitlich hiiufigste riumliche Statistik am wich- 
tigsten sein und als Statistik der Raumgesamtheit schlechtweg bezeichnet 


*) Gleichung (15), S. 160. 
**) P. Hertz, I, 8. 260, Anm. 2. 
***) Eine véllig strenge war leider nicht méglich, s. S. 195 Anm. 
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werden kénnen. Um sie zu finden, ist es aber erst nétig, die Wahrschein- 
lichkeit einer jeden riumlichen Verteilung zu untersuchen. Nun ist es 
klar, daB jeder Verteilung der Phasen iiber die Menge der verbundenen 
Systeme eine Phase des aus ihnen zusammengesetzten umfassenderen Systemes 
entspricht. Daher brauchen wir fiir unsere Zwecke nur die bisherigen 
Betrachtungen zu spezialisieren. Unser ergodisches System, das darum 
Systemganzes oder Totalsystem heiBe, sei nunmehr aus einer sehr groBen 
Anzahl k von gleich beschaffenen Teilsystemen oder Partialsystemen zusam- 
mengesetzt, die miteinander in losem Energieaustausch*) stehen, sodaB die 
Energie EF des Totalsystemes der Summe der in den Partialsystemen vor- 
kommenden Energien ¢, gleich ist, in Zeichen, daB stets die Gleichung 


(21) E=S}¢, 


besteht. 

Der genaue mechanische Zustand dieses Gebildes wird nun wieder 
am zweckmaBigsten auf geometrische Weise charakterisiert: So mége die 
Phase eines jeden Partialsystemes durch einen Punkt in einem 2n-dimen- 
sionalen Partialphasenraume vorgestellt werden, und ebenso die Phase 
des Totalsystemes durch einen Punkt in 2kn-dimensionalen Totalphasen- 
raum. Zwischen den Phasen der Partialsysteme oder kurz den Partial- 
phasen und der Phase des Systemganzen oder der Totalphase besteht 
aber ein enger Zusammenhang, insofern als die Totalphase gegeben 
ist bei Kenntnis simtlicher Partialphasen und umgekehrt. Der Inbegriff 
siimtliche: Partialphasen heiBe nun die Konstellation.**) Es ist also 
mit der Konstellation die Totalphase, mit der Totalphase die Konstel- 
lation bekannt, ja mit beiden Begriffen ist eigentlich dasselbe gemeint, 
nur daB wir, wenn wir von der Konstellation reden, mehr an das Gegeben- 
sein durch k Bestimmungsstiicke denken. Unserm Plane gemi8 kommt 
es auf die Wahrscheinlichkeit jeder Konstellation an. Wenn Wahrschein- 
lichkeit hier aber tiberhaupt irgendwie einen bestimmten Sinn haben soll, 
so muB die Totalenergie von vorneherein fest gegeben sein. Es werden also 
nur Konstellationen betrachtet, denen Totalphasen auf einer 2kn— 1-dimen- 
sionalen Totalenergiefliche entsprechen. Da ferner einer genau bestimmten 
Konstellation eine verschwindend kleine Wahrscheinlichkeit zukommt, so 
miissen wir schon den Partialphasen einen gewissen Spielraum zugestehen. 


*) Uber diesen Begriff vgl. J. W. Gibbs, 1. c. S. 121 (122); A. Einstein, Ann. d. 
Phys. 9 (1902), S. 490; 11 (1908), S. 174. 

**) Der Ausdruck Konfiguration ist in der statistischen Mechanik schon ver- 
geben (Gibbs, 1. c. S. 5 (8) und 59 (58); P. Hertz, Gott. Nachr. 1912, S. 567), ebenso 
der Ausdruck Komplexion (vgl. diese Abhandlung S§. 183). 
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Wird aber durch irgend eine Vorschrift ein Inbegriff benachbarter mit 
der Energiebedingung vertriaglicher Konstellationen ausgesondert, dem eine 
von 0 verschiedene Wahrscheinlichkeit entspricht, so mége er als Kon- 
stellationselement bezeichnet werden, und es handelt sich also darum, solche 
Konstellationselemente zu konstruieren, deren Wahrscheinlichkeiten in ein- 
facher Weise aus den den Partialphasen auferlegten Beschrinkungen zu 
berechnen sind. 

Am nichsten liegt es vielleicht, dem Phasenpunkt jedes Partialsystemes 
den Aufenthalt in einem 2n-dimensionalen Partialphasengebiet zu gestatten. 
Doch erhielten wir dadurch eine 2nk-dimensionale Mannigfaltigkeit, also 
einen Inbegriff von Totalphasen, die nicht simtlich der Energiebedingung 
geniigen kénnen und daher keinem Konstellationselement entsprechen. 
Anders ausgedriickt, wenn man k — 1 Partialphasenpunkte in 2n-dimen- 
sionalen Phasenriiumen variieren lift, so kann der kte Punkt nicht mehr 
beliebig in einem Gebiete von ebensolcher Dimension veriindert werden. 
Wollte man ihn nun auf eine 2” —1 dimensionale Hyperfliche bannen, 
so wiirde dadurch die Symmetrie der Festsetzungen gestért werden. Wenn 
man aber andererseits alle k Partialphasenpunkte auf 2m — 1 dimensionale 
Hyperflichen beschrinkte, so erhielte man ein (2” — 1) k-dimensionales 
Gebilde, innerhalb dessen, da die Totalenergiefliiche die Dimensionszahl 
2nk—1 besitzt, die Konstellation des Systemes mit keiner endlichen 
Wahrscheinlichkeit erwartet werden kann. Es bleibt nur iibrig, die ge- 
suchte Konstellationsmannigfaltigkeit durch zwei Gattungen von Bedin- 
gungen zu charakterisieren, niimlich 

1. durch Beschrinkung der Partialphasenpunkte auf 2n-dimensionale 
Phasenriiume und 

2. durch die hinzutretende Forderung, nur solche Konstellationen zu- 
zulassen, denen eine Totalphase auf der gegebenen Totalenergiefliche ent- 
spricht. 

Diese Bedingungen lassen noch eine grofe Freiheit in der Konstruk- 
tion des Konstellationselementes zu. Um sie einzuengen, nehmen wir uns 
vor, die Elemente so zu konstruieren, daB sich fiir die Wahrscheinlichkeit 
ihres Vorkommens besonders einfache Ausdriicke ergeben und das Element 
selbst méglichst einfach zu charakterisieren ist. Ferner wollen wir ent- 
sprechend der in der Statistik und Fehlertheorie vielfach zur Geltung 
kommenden Auffassung, die in den elementaren Spielriumen Abweichungen 
von einem ausgezeichneten Werte sieht, zunichst einmal bei der Konstruk- 
tion des Elementes von einer bestimmten mit der gegebenen Totalenergie 
vertriglichen Konstellation ausgehen, die darum Ausgangskonstellation heiben 
mége. Dann werden die Bedingungen fiir das Vorkommen einer Konstel- 
lation in einem solechen Element durch Differenzen enthaltende Gleichungen 











Statistische Mechanik der Raumgesamtheit. 165 


oder Ungleichungen ausdriickbar sein. Da wir nach Verabredung nicht jede 
Konstellation als Ausgangskonstellation wihlen diirfen, sondern nur solche, 
die der gegebenen Totalenergie entsprechen, so mu8, wenn ¢,* die Energien 
der Partialphasensysteme, oder, wie wir sagen mégen, die Partialenergien 
in der Ausgangskonstellation sind, und wenn E* die ein fiir allemal ge- 
gebene Totalenergie bezeichnet, nach (21) 
; ~ 
(22) é,* = E* 

= 
gelten, und es kommen iiberhaupt auch fiir das Element nur solche Kon- 
stellationen in Betracht, die der Gleichung 


(23) a= E* 


1 
geniigen. 


Durch unsere Ausgangskonstellation wird in jedem Partialphasenraum 
ein Partialphasenpunkt ausgezeichnet (% B. C,, C, in Fig. 1 a, b), der 
auf der Energiefliche «,—«,* liegt. Wir 


denken uns nun um diese Punkte auf 





Pig. 1a. . Fig. 1b. Fig. 1c. 


den Energieflichen Flichenelemente do, abgegrenzt, und zwar — was 
allerdings fiir das Folgende nicht wesentlich ist — so gelegen, daB die 
Ausgangspartialphasenpunkte in ihren Schwerpunkten liegen (z. B. do, um 
C,, dog um C, in Fig. 1a,b). Dem Inbegriff aller Konstellationen, deren 
Partialphasenpunkte in den do, liegen, entspricht, wie wir sahen, auf der 
Totalenergiefliche eine Mannigfaltigkeit von zu niedriger Ordnung, als dab 
sie Konstellationselement sein kénnten (z. B. AB Fig. 1c*)). Errichtet 
man andererseits auf jedem do, einen zur Partialenergiefliche senkrecht 
stehenden unendlich ausgedehnten Zylinder (U;,' U,” V,' V," und U,' U,” V,' V,” 


*) Diese Figuren haben nur schematische Bedeutung. Sind do,, do, eindimen- 
sionale Mannigfaltigkeiten, so bedeutet AB eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit, 
wiihrend S’ 7’S” T” (siehe spiter) schon dreidimensional zu denken ist. 
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in Fig. 1a,b), so stellt der Inbegriff aller derjenigen Konstellationen, deren 
Partialphasenpunkte irgendwo in den Zylindern liegen, eine Mannigfaltig- 
keit vor, die von héherer Ordnung ist als ein Konstellationselement, und 
also aus der Totalenergiefliche heraustritt (z. B. P,” P,” P’). Beschriankt 
man sich dagegen auf den Schnitt der Totalenergiefliche mit der eben 
definierten Mannigfaltigkeit, d. h. wihlt aus ihr nur diejenigen Konstella- 
tionen aus, die auBerdem der Gleichung 
k 


23 ié,= E* 

(23) 2 

geniigen (z. B. P,’, P,', P’), so erhiilt man auf der Totalenergiefliche eine 
Mannigfaltigkeit, welche schon die richtige Dimension hat, aber nicht nach 
jeder Richtung hin infinitesimal ist (2. B. W’'Z’W"Z”"). Um auf der 
Totalenergiefliiche ein wirklich infinitesimales Flachenelement dO abzu- 
grenzen, miissen wir noch die Héhe der den Partialphasen zur Verfiigung 
gestellten Zylinder beschriinken. Das kann am einfachsten durch eine 
Energiebedingung geschehen. Wir wihlen daher ein System von k sehr 
kleinen GréBen Az, aus und wollen nur solche Konstellationen in unser 
Element aufnehmen, fiir die auBer (23) noch die Ungleichungen 


(24) &,— *| <> de, 
bestehen. *) 

Dadurch wird um jeden Partialphasenpunkt der Ausgangskonstella- 
tion als Schwerpunkt ein Volumen abgegrenzt (M,’M," N,” N,’ um C,, 
M,' M,N," N,’ um C,). Aber die Partialphasenpunkte sind in ihnen nicht 
unbeschrinkt variierbar, sondern nur solche Zusammenstellungen sind zu- 
lissig, die mit (23) vertriglich sind. Der Inbegriff aller diesen Bedingungen 
gentigenden Konstellationen heibe ein Konstellationselement um die Aus- 
gangskonstellation. 

Die das Konstellationselement definierenden Beziehungen lassen sich 
noch etwas bequemer schreiben. Setzt man die Energiedifferenzen gegen 
die Ausgangskonstellation 


(25) b;— 6; = de, 
so gehen (23) und (24) iiber in 

(26) 2de,= 0 
(27) |de,| <5 Ag,. 


*) Man kénnte auch ein Konstellationselement durch die (24) ersetzende Forderung 
k 
(24’) Dili — 8)? < Ae? 
1 
definieren. Doch erweist sich diese Definition als weniger zweckmaBig. 
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AuBerdem wird verlangt, daB die Projektionen der Partialphasenpunkte 
auf die Partialenergieflichen in die Flachenelemente do, fallen. 

Offenbar ist das Konstellationselement vollstindig festgelegt durch die 
Ausgangskonstellation, die Flichenelemente do, und die GréBen Az,, welche 
Energieschwellen heiBen mégen. Seine Wahrscheinlichkeit wird vermutlich 
nur von der Ausgangskonstellation, den Ae, und der Gripe der do,, nicht 
aber von deren Gestalt abhiingen. 


g 4. 


Konstraktion eines Konstellationselementes ohne 
Ausgangskonstellation. 


Wir sind so zu einem ersten Begriff des Konstellationselementes ge- 
langt; aber diese Begriffsbildung sollte nur Mittel zum Zwecke sein. Denn 
nicht mit welcher zeitlichen Wahrscheinlichkeit Konstellationen vorkom- 
men, wollen wir letzten Endes wissen, sondern mit welcher riumlichen 
Haufigkeit die Partialphasen von den Partialsystemen in den zeitlich hiu- 
figsten Fiillen angenommen werden. Als Lésung kénnen wir aber nur 
Auskunft dariiber erwarten, in welchem Spielraume sich jede Partialphase 
befindet oder wieviele in jedem Spielraume. Wenn wir alle solche vor- 
erst méglichen Angaben auf ihre zeitliche Wahrscheinlichkeit hin ver- 
gleichen wollen, so miissen wir um die Partialphasen Elemente beschreiben 
und die Wahrscheinlichkeit von deren Kombinationen bestimmen. Also, 
wie noch weiter klar werden wird, nicht nur um die Kombinationen der 
Phasen (Konstellationen) sind Elemente zu konstruieren, sondern es miissen 
vielmehr auch die Kombinationen der um die Phasen herumgelegten Ele- 
mente betrachtet werden, was logisch und sachlich zweierlei ist. Die zweite 
Konstruktion ist nimlich die speziellere. Nun haben wir aber bisher auch 
nur ein ganz besonderes Konstellationselement betrachtet. Sehen wir darum 
zu, ob ein um eine Ausgangskonstellation herumliegendes Konstellationsele- 
ment durch Kombination von Phasenelementen erzeugt werden kann. 

Wir wollen also eine energetisch mégliche Konstellation annehmen 
und sie nach der Weise des vorigen Paragraphen mit einem Konstella- 
tionselemente umgeben. Um diesem iiberhaupt Partialphasenzellen zuordnen 
zu kénnen, teilen wir die Partialphasen irgend eines, sagen wir des j*” 
Phasenraumes, in die beiden Klassen der Phasen, die bei der gegebenen 
Totalenergie und Beschrinkung auf das gegebene Konstellationselement 
schlechterdings unméglich sind, und die, welche unter Umstiinden vorkom- 
men kénnen. Die zweite Klasse von Partialphasen erfillt einen Raum, 
welchen wir die dem Konstellationselemente zugehérige j* Liouvillesche Zelle 
nennen mégen. Wenn also die Konstellation ihr Element durchwandert, so 
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ist es jedem Partialphasenpunkt fiir sich allein méglich, jede beliebige Phase 
in seiner Zelle anzunehmen, aber keineswegs kénnen alle Kombinationex von 
Partialphasenpunkten in den Zellen vorkommen.*) In diesem Sinne kann 
somit das um die Ausgangskonstellation herumgelegte Konstellationselement 
angesehen werden als erzeugt durch Kombination von k Partialphasenzellen. 

Die dem Konstellationselement zugehérigen Zellen haben nun nach 
Definition ganz bestimmte Gestalt. Sie sind von zwei Partialenergieflichen 
und einem dazu senkrechten Mantelstiick begrenzt und haben die GréBe 

do, As, 
(28) At, = oll 
wo V, den Gradienten im j** Partialphasenraum bezeichnet. 

Wir wollen daher jetzt auch nicht Kombinationen von beliebigen 
Partialphasenelementen betrachten, sondern nur noch von solchen, welche 
die gleiche Gestalt wie die eben beschriebenen Liouvilleschen Zellen be- 
sitzen. D. h., ohne von einer Ausgangskonstellation auszugehen, grenzen 
wir in jedem Partialphasenraum eine Zelle durch zwei sehr benachbarte 
Flachen und ein dazwischenliegendes senkrecht auf ihnen stehendes Mantel- 
stiick ab. Den Inbegriff der Konstellationen, wenn es deren gibt, die erstens 
die gegebene Totalenergie besitzen und deren Partialphasenpunkte zweitens 
in den gegebenen Liouvilleschen Zellen liegen, wollen wir das dem System 
dieser Zellen zugehirige Konstellationselement nennen und die Differenzen 
der Energiewerte an den Basisfliichenelementen seine Energieschwellen. 

Zur Konstruktion des Elementes war 

QD 8 nicht nétig, von einer energetisch miég- 

|; lichen Konstellation auszugehen; gleich- 

ad, wohl la8t sich eine zu ihm zentral gele- 

‘, gene Konstellation hervorheben. Zu diesem 

Zwecke hat man in jeder Liouvilleschen 

Zelle die Schwerpunkte der Basisflichen- 

elemente (Fig. 2 S,’, S,”; S,’, 8,”; S,’, 8,” 

zu verbinden und die Mittelpunkte 

(S,, S,, S;) auf den Verbindungsstrecken aufzusuchen. Diejenige Konstel- 

lation (S,S,S,), deren Partialphasenpunkte in diesen Mitten liegen, soll 
Zentrum oder zentrale Konstellation des Elementes heifen. 

Jetzt ist klar: Besitzt die zentrale Konstellation eines Konstellations- 
elementes die vorgeschriebene Totalenergie E* und sind Az, seine Energie- 
schwellen, so kann das Element auch durch eine Konstruktion im Sinne 





Fig. 2. 





*) So ist (Fig. 1a, b,c) P,” an sich méglich, da die Kombination P,"’P, vor- 
kommen kann. Ebenso ist P,” an sich mdglich, die Kombination P,P,” aber un- 
miglich. 
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des § 3 erhalten werden, wenn als Ausgangskonstellation dieser Konstruktion 
die Zentralkonstellation, als Energieschwellen die Werte Ae, verwandt werden. 
Es braucht aber durchaus nicht immer zuzutreffen, daB die Zentral- 
konstellation wirklich mit der vorgeschriebenen Totalenergie vertriglich 
ist. Auch wenn das nicht der Fall ist, die Zentralkonstellation also nicht 
zum Konstellationselement gehért, kann das Element doch energetisch még- 
liche Konstellationen enthalten und daher eine von Null verschiedene 
Wabhrscheinlichkeit besitzen. Konstellationselemente, deren Zentralkonstel- 
lationen energetisch méglich sind, sollen zentrierte, solche, deren Zentren 
unméglich sind, exzentrische heiBen. Ob aber ein Konstellationselement 
zentriert oder exzentrisch ist, wird von der Energie seines Zentrums ab- 
hiingen. Versteht man nimlich unter E, die Totalenergie, unter ¢,, die 
Partialenergien der Zentralkonstellation, so ist das Element zentriert, wenn 
(29) E, = E*, 
oder nach (21) 


(30 Suk 


ist. Die Differenz 
k 

(31) E*— >! ¢,)=— DE 
1 


moge dabei als energetische Exzentrizitiit bezeichnet werden. 

Ist unsere Konstruktion zweckmiiBig gewesen und die Bezeichnung 
unseres Gebildes als Element im Einklang mit dem in der Infinitesimal- 
rechnung ‘iblichen Sprachgebrauch, so wird seine Wahrscheinlichkeit wohl 
von der Zentralkonstellation, der energetischen Exentrizitit, den Energie- 
schwellen Ae, und der Grife der Flichenelemente do,, nicht aber von 


deren spezieller Gestalt abhingen. Uber diesen Punkt haben wir uns jetzt 
Klarheit zu verschaffen. 


§ 5. 
Die Wahrscheinlichkeit eines Konstellations-lementes. 
Es kann aber, wie wir sahen, die Wahrscheinlichkeit eines Konstel- 
lationselementes, gefunden werden, wenn die Theorie der Zeitgesamtheit auf 
das Totalsystem angewandt wird. Nach Gleichung (1) kommt es dabei auf 


die GréBe eines Zylinders an, der das Flichenelement dO der Totalenergie- 
fliche senkrecht durchsetzt, und von zwei ihr benachbarten Flaichen 


E = E* + | DE*, 
(32) 
E = E* — | DE* 


Mathematische Annalen. LXXIV. 12 
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begrenzt wird, wo DE* eine sehr kleine GréBe bedeutet.*) Ist dann 
DT die GréBe des zwischen ihnen gelegenen Zylinders, 2 die in § 2 ein- 
gefiihrte Funktion o, jetzt bezogen auf das Totalsystem und genommen 
fiir das Argument E*, dann besteht nach (1) fiir das Vorkommen des 
Konstellationselementes eine Wahrscheinlichkeit 


, 1 
(33)**) dW = 55 DT. 


Um das Volumen D7 des beschriebenen Zylinders zu ermitteln, miissen 
wir untersuchen, welchen Konstellationen Totalphasenpunkte in ihm ent- 
sprechen. Solche Konstellationen wollen wir ausgezeichnete nennen. 
Damit ein Totalphasenpunkt in D7 liege, ist erstens erforderlich, 
daB der FuBpunkt des von ihm auf die E*-Fliche gefillten Lotes in dO 


fallt, zweitens, daB die ihm entsprechende Energie um weniger als ; DE* 


von E* abweicht. Wir wollen nun allgemein abkiirzungsweise unter Pro- 
jektion einer gegebenen ersten Konstellation diejenige zweite verstehen, 
deren Totalphasenpunkt FuBpunkt des vom Phasenpunkte der ersten Kon- 
stellation auf die Totalenergiefliiche gezogenen Lotes ist.***) Danach sind 
ausgezeichnete Konstellationen solche, die 

1. eine Projektion im Konstellationselement besitzeny+), 


2. deren Energie von der gegebenen um weniger als 7 DE* abweicht. 


Um diese Bedingungen analytisch ausdriicken zu kénnen, miissen wir 
uns eines besondern Koordinatensystems bedienen, dessen Wahl wir von 
der Zentralkonstellation abhingig machen. In jedem, z. B. dem j* Par- 
tialphasenraum, machen wir den Partialphasenpunkt der Zentralkonstella- 
tion zum Ursprung eines rechtwinkligen Partialkoordinatensystemes. Eine 
Koordinatenachse, die Achse der h,, werde senkrecht zum Fliachenelement 
do, gezogen. Die iibrigen 2n—1 mégen irgendwie senkrecht zur h,-Achse, 
also in der Hyperebene des Elements do, verlaufend, konstruiert werden 
und Trager der Koordinaten &, ,, &;2,--+) &)2,-1 Sei. 


*) Man entschuldige den Gebrauch der deutschen Buchstaben, der sonst auBer 
in der Vektorenrechnung wenig iiblich ist. 6 und A muBten fiir andere Zwecke auf- 
gespart werden. 

**) Die rechte Seite dieser Gleichung ist natiirlich als Grenzwert aufzufassen; 


dabei ist es selbstverstindlich, daB erst lim und dann erst lim zu bilden ist, oder 
DE*=0 Aej=0 


anders ausgedriickt, daB DH* klein gegen die Ae; zu denken ist. 
***) Also (Fig. 1a, b, c) die Konstellation, die P,’ entspricht, ist Projektion der 
Konstellation P,”, P,'’, P”. 
+) P’” besitzt z. B. eine Projektion auBerhalb des Konstellationselementes und 
kann darum nicht ausgezeichnet sein. 
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Hiermit ist nun auch fiir den Totalphasenraum ein System recht- 
winkliger Koordinaten h,, h,,---,,, 5, °°: &:,2.-1 gegeben. Zwar haben sie 
nicht die Bedeutung von generalisierten Koordinaten und Impulsen; das 
hindert aber nicht, daB sich die GréBe jedes Phasenvolumens im Phasen- 
raum durch Integration nach diesen Variablen bestimmen laBt. Also wird 
auch sein 


(34) DI =f dh,--- dh, dk. ++ dona, 


wo die Integration tiber alle ausgezeichneten Konstellationen zu er- 
strecken ist. 

Sind nun h,& die Komponenten eines beliebigen Phasenpunktes und 
h,, §, die Komponenten seiner Projektion, so miissen die Differenzen h—h,, 
— —&, den Komponenten des Energiegradienten im Totalphasenraum pro- 
portional sein; es miissen also, unter 4 eine von den Indices j, 1 unab- 
hingige Konstante verstanden, die Beziehungen gelten: 


(35) h, —ly= i 
oF. 
(36) Ei, ws Ep = Te 


Aber die Gleichungen (36) lassen sich sofort vereinfachen. Denn wir 
erkennen: Andern wir die &,, bei festgehaltenen h, so verschieben sich 
die Partialphasenpunkte auf Flaichen, die parallel den Energieflichen ver- 
laufen. Daher ist fiir alle Indices 


tad OE 

3 —— == () 
{ ‘) 05), ’ 
also nach (36) 

(38) Ei, _ Esp: 


In Worten heiBt das: Eine Konstellation besitzt die gleichen Koordinaten 
—, wie ihre Projektion. Daraus folgt: zwei Konstellationen, die eine ge- 
meinsame Projektion besitzen, stimmen in den £ Koordinaten iiberein. 

Die Gleichungen (35) erfordern aber eine Bestimmung von 4. Nun 
ist nach (35) 


Sh-h, va? > (5, ‘) ‘= (Gr) +2 >) 


= #|VE): 


also ist 





cs 1 


oder, da die Wurzel die im sdetails gemessene iia zwischen 
12° 
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dem Totalphasenpunkt der Konstellation und seiner Projektion bedeutet, 
und da allen Projektionen die Totalenergie E* zukommt, 
E— E* 
A= ORT 
Somit gehen (35) iiber in 
E— E* 0E 
(39) hy=hy+ VE: ah,’ 


oder unter Beriicksichtigung von (21) in 


E— E* ¢8; 
(40) hj = hy + VE®* ah, 
oder 

E—E* | 
(41) hy=h, + TE? Aje;|- 


Nach alledem ist es nicht schwer, die Bedingungen fiir das Ausge- 
zeichnetsein einer Konstellation zu finden. Zuniichst grenzt jedes Flichen- 
element do, aus der Gesamtheit aller méglichen Werteverbindungen 
£, °°: §)9,-1 ein bestimmtes Gebiet von Kombinationen der ¢ ab. Die 
Mannigfaltigkeit der durch alle Flichenelemente zusammen ausgesonderten 
Kombinationen — wollen wir das Gebiet X nennen. Besitzt nun eine Kon- 
stellation Koordinaten & innerhalb X, so miissen ihre Partialphasenpunkte 
jedenfalis in den senkrecht auf den do, errichteten Zylindern liegen, womit 
noch nicht gesagt ist, daB sie dem Konstellationselement angehért. Aber 
umgekehrt wird jede Konstellation unseres Elementes Koordinaten £ in 
X besitzen. Auch die §-Koordinaten einer beliebigen ausgezeichneten (also 
auch einer nicht unserm Element angehérigen) Konstellation sind im Ge- 
biete X enthalten, weil sie, wie wir sahen, mit den &Koordinaten der 
Projektion itibereinstimmen und diese nach Voraussetzung dem Konstella- 
tionselement angehéren mu$. Endlich kénnen wir zeigen, dab zwei Kon- 
stellationen K,, K, mit gleichen h aber verschiedenen, jedoch in X 
haltenen &, entweder beide ausgezeichnet oder beide nicht ausgezeichnet 
sind. Um das einzusehen, iiberlegen wir zuniichst, daB nach Voraussetzung 
und nach (38) die Projektionen K,,, K,, beider Konstellationen §-Koordi- 
naten in X haben, also Partialphasenpunkte innerhalb der auf den do, 
errichteten Zylinderréhren. Da aber weiter nach Voraussetzung die h-Koor- 
dinaten von K, und K, und somit auch ihre Totalenergien gleich sind, so miissen 
nach (40) auch ihre Projektionen K,,, K,, gleiche h-Koordinaten, daher 
auch gleiche Partialenergien besitzen und deshalb beide entweder ins Kon- 
stellationselement fallen oder beide nicht. Endlich unterscheiden sich wegen 
ihrer schon erwiahnten Gleichheit die Totalenergien von K, und K, ent- 


weder beide um mehr oder beide um weniger als 1 E* von E*, sodab 
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die fiir das Ausgezeichnetsein notwendigen Kriterien (Seite 171) zusammen 
entweder fiir beide zutreffen oder fiir beide nicht zutreffen. Es ist also 
bis jetzt bewiesen, daB 
1. nur Konstellationen mit § Koordinaten in X ausgezeichnet sind, 
2. unter diesen zwei Konstellationen mit gleichen Koordinaten h ent- 
weder beide ausgezeichnet oder beide nicht ausgezeichnet sind. 
' Nun sind alle — und h der Zentralkonstellation =0. Bezeichnet 
den Inbegriff derjenigen h, die, wenn alle §;,—0 gesetzt werden, ausge- 
zeichnete Konstellationen ergeben, so ist eine Konstellation dann und nur 
dann ausgezeichnet, wenn zugleich die & in X und die h in § enthalten 
sind. Das hei®t: die Bedingungen fiir das Ausgezeichnetsein spalten sich 
in zwei voneinander unabhingige auf die £ und h beziiglichen Bedingungen. 
Hiernach kann man (34) die Form geben: 


DT = { dh, sity dh, dé, inte des 2n—19 


( ia z) 
oder wegen der Unabhingigkeit der Bedingungen fiir die — und h 
oF = ( /aé,,, a dé, 24-1) ( far, eee dh) 


z 9 


oder nach der Definition der — 


k 
(42) Dr=U|if do, 
1 
(43) U = { dh, --- dh,. 
oy 


Zur Ermittelung der GréBe U brauchen wir nur noch diejenigen Total- 
phasen zu betrachten, fiir die alle £,,—0 sind. Unter diesen sind die- 
jenigen ausgezeichnet, deren h in § liegen. Wir wollen uns nun einen 
k-dimensionalen Raum der h,,---, h, denken und jeder Zusammenstellung 
der h in ihm einen Punkt, sagen wir den h-Punkt, entsprechen lassen, 
also auch jeder Totalphase oder Konstellation, deren £=0 sind. (Der h-Raum 
kann als die Projektion des 2nk-dimensionalen Raumes auf das Gebilde 
£,,= 0 angesehen werden, und die h-Punkte sind die Orte der Totalphasen 
von verschwindenden §,,; aber auch jeder Konstellation mit nicht verschwin- 
denden & entspricht ein h-Punkt, nimlich ihre Projektion auf das Gebilde 
£,,=0). Dann erfiillen die h-Punkte der ausgezeichneten Konstellationen 
von verschwindenden & ein Gebiet, dessen Volumen, da es den Wert U 
besitzt, wir bestimmen miissen. 
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Im Ursprung des h-Raumes befindet sich der h-Punkt der Zentral- 
konstellation mit den Koordinaten h=0, —§ =O. 

Nun hingt nach (37) die Totalenergie nur von den h-Werten ab*), 
und daher gibt es im h-Raume eine k—1-dimensionale Fliche 
(44) E(h,--+h,) = E*, 
auf der die h-Punkte energetisch méglicher Konstellationen von ver- 
schwindenden £ liegen.**) Betrachten wir nun die h-Punkte zweier Kon- 
stellationen von verschwindenden £, deren eine, K,, die Projektion der 
andern, K, auf die Totalenergiefliche ist (5.170). Nach (39) gilt fiir ihre 
h-Werte h, und h,, 
E— E* 0E 


h,—hy= "oR ah, 


Also ist im h-Raum der h-Punkt von K, Projektion des h-Punktes von K 
auf die Flache (44). Wenn umgekehrt von zwei h-Punkten der eine Pro- 
jektion des andern auf die Fliche (44) ist, so befriedigen die ihnen ent- 
sprechenden Konstellationen von verschwindenden & die Gleichung (39) 
oder (35) fiir ein bestimmtes 4 und nach Voraussetzung und nach (37) 
auch zugleich (36), sodaB ihre Verbindungslinie im Totalphasenraume auf 
der Totalenergiefliche senkrecht steht. Als notwendige und hinreichende 
Bedingung also dafiir, daB von zwei Konstellationen mit verschwindenden 
€ eine Konstellation K, Projektion von K, auf die Totalenergiefliche ist, 
ergibt sich, daB der K, entsprechende h-Punkt Projektion des K, ent- 
sprechenden auf die Fliche (44) ist.***) 

Nun sind auch die h-Punkte ausgezeichneter Konstellationen leicht 
zu charakterisieren. Ein h-Punkt entspricht dann und nur dann einer 
ausgezeichneten Konstellation von verschwindenden &, wenn er zur Pro- 
jektion auf die Fliache (44) einen h-Punkt besitzt, der einer Konstellation 
des Konstellationselementes zugeordnet ist, und wenn seine Energie von 


der gegebenen Totalenergie E* um weniger als : DE* abweicht. Fragen 


wir daher, wo die h-Punkte liegen, die den Konstellationen von verschwin- 
denden £ des Konstellationselementes entsprechen.+) Die den Konstella- 


*) Dies gilt natiirlich nur angeniihert, und zwar um so besser, je kleiner die 
do; sind. 

**) Auch die h-Punkte von nicht verschwindenden &, insofern man einer be- 
liebigen Konstellation ihre Projektion auf das Gebilde §;,—0 als h-Punkte zuordnet. 
Doch ist es einfacher, wenn wir uns hier auf Konstellationen von verschwindenden § 
beschrianken. 

***) In der dreidimensionalen Geometric: Ein in der Basisebene auf einen Zylinder- 
mantel gefilltes Lot ist zugleich das Lot auf die Peripherie der Basis. 

+) Kirzer, wo sich der Schnitt des Totalphasenelementes dO mit dem Raume 
£,,= 0 befindet. 
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tionen des Konstellationselementes zugehérigen h-Punkte kénnen in der 
4 ; : 

h,-Richtung den absoluten Betrag von 7%] nicht iiberschreiten, das 
5% 

heiBt, befriedigen die Ungleichungen 


1 As 
«) <3 Ty, 


and liegen daher jedenfalls innerhalb eines k-dimensionalen, den Ursprung 


é 
umschlieBenden Parallelepipedons von den Kantenlingen Te - Aber nicht 
"ae 


im ganzen Volumen liegen sie, sondern nur auf der Fliche 
(44) E(h,--+h,) = E*. 
Aus der k—1-dimensionalen Hyperfliche (44) schneidet also das k-dimen- 
sionale Parallelepipedon (45) ein Flichenstiick aus, auf dem die h-Punkte 
aller dem Konstellationselement angehdrenden Konstellationen liegen. Dieses 
Flichenstiick wollen wir WR As 
nennen.*) (Fig. 3.) Wegen der Ve 
Kleinheit der As, kann es als on 
eben angesehen werden. 

Die h-Punkte der ausgezeich- 4¢ 
neten Konstellationen miissen | ¥*! 
nun jedenfalls zwischen den zu _ 








E=E*+4DE* 
E=E* 
E=E*—{9DE* 














(44) parallelen Flichen Fig. 3. 
(46) E(h, - ++ hy) = E* — > DE*, 
(47) E(h, +++ h,) = E* + | DE* 


liegen und nach dem oben Gezeigten das ® senkrecht durchsetzende von 
(46) und (47) abgegrenzte Zylinderstiick erfiillen. Da nach S. 170 Anm. 2 
DE* klein gegen die Az, ist, so ist seine Héhe sehr klein gegen seine 
Basis. Sein Volumen, die GréBe U, gilt es zu bestimmen. Da wir # wegen 
der Kleinheit der Ae, als eben ansehen kénnen, diirfen wir es auch mit 
dem Ebenenstiick identifizieren, das unser Parallelepiped (45) aus der an 
(44) gelegten Tangentialebene ausschneidet. Bestimmen wir nun deren 
Gleichung. 
Fiir einen Punkt der Fliche (44) gilt offenbar 


A 


a= E*. 


1 





*) R ist also die gesuchte Durchdringungsfigur des Konstellationselementes mit 
dem Raume §,, = 0. 
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Im Ursprung des h-Raumes ist dagegen 
k 
> &,9= E,. 
1 


Wenn also wieder DE die energetische Exzentrizitét des Konstellations- 
elementes bedeutet und d¢, die GréBe, um die die Partialenergien einer 
Konstellation von den Partialenergien der Zentralkonstellation abweichen, 
so hat man fiir jeden Punkt auf (44) die Gleichang: 


Sos,-e. 
1 


Da nun die A sehr klein sind und & als Ebenenstiick angesehen werden 
kann, so ergibt sich fiir seine Gleichung 


A a 
(48) Th, 5 = DE 
1 i 
oder 
k 
(49) Sh, | V,¢,| = DE, 


Ge 


wo die Koeffizienten oh oder |V,¢,| als die Konstanten in der Ebenen- 


gleichung betrachtet werden kénnen. Die Fliichen (46) und (47) werden 
aber entsprechend durch die Gleichungen 


k 

ra ’ ' , 1 

(50) Ih, |V.e,| = DE— > DE* 
1 

und 
k 

(51) Dh | V5 |= DE+ > DE* 


1 


dargestellt, Das zwischen ihnen im Parallelepiped (45) liegende Raumgebiet 
ist das gesuchte Volumen U. 

Untersuchen wir zuniichst, wie es von den Energieschwellen abhiingt. 
Lassen wir die GréBe Az, variieren, so andern sich die Orientierungen 
der Ebenen (50) und (51) nicht, wohl aber die MaBe des Parallelepipedons 
(45). Bei kontinuierlicher Veriinderung der Ae, werden nun die Rinder 
von ® gelegentlich von einer Begrenzungsfliche des Parallelepipedons zu 
einer andern iibergleiten kénnen, und es ist sofort ersichtlich, daB an diesen 
Stellen die funktionalen Beziehungen zwischen der Gréfe von i und daher 
zwischen U und den Energieschwellen unstetig ihren Charakter ‘ndern 
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miissen. Wir werden also bei unserm bisherigen Standpunkt eine um- 
stiindliche Fallunterscheidung nicht vermeiden kénnen, die sich mit wachsender 
Zahl der Freiheitsgrade ins UnermeBliche steigern muB. Aber auch schon 
das Beispiel eines zweidimensionalen h-Raumes, in dem die ausgezeich- 
neten Konstellationen fiir ein zentriertes Konstellationselement betrachtet 
werden, laBt erkennen, zu wie wenig 
einfachen Beziehungen man gelangt. Hat 
das Parallelepipedon (45) quadratische 
Gestalt (Fig. 4), so kann eine Energie- 
schwelle vergréBert und damit eine Seite 
verlingert werden (in der Figur durch 
punktierte Linien angedeutet), ohne da8 
die GréBe von ® und U ihre Werte 
verindern. Das hei8t: Unter Umstiinden fihrt eine Anderung einiger he, 
zu keiner Verainderung von U und also auch zu keiner Veriinderung der 
Konstellationswahrscheinlichkeit. Es ist unméglich, auf diesem Wege zu 
iibersichtlichen Ergebnissen zu gelangen. Wir wollen den Ausweg wiihlen, 
von vorneherein alle Ae, gleich anzunehmen. Wir verengern also von jetzt 
ab den Begriff des Konstellationselementes und setzen fest, dab die thm zu- 
gehdrigen Liouvilleschen Zellen gleiche Energieschwellen besitzen sollen, Der 
allen Ae, gemeinsame Wert werde mit Az bezeichnet. 

Wenn sich ohne diese Einschrinkung die Wahrscheinlichkeit eines 
Konstellationselementes nicht als einfache Funktion der Az, ergibt, so 
wird sie insbesondere nicht ihrem Produkte gleich sein. Das miiBte aber 
zutreffen, wenn zwei benachbarten Konstellationselementen von gleichen 
Energieschwellenmafen dieselbe Wahrscheinlichkeit zukime. Warum, das 
nicht der Fall ist, la8t sich hier noch nicht klar tibersehen, doch kénnen 
wir wenigstens vermuten, daB an der Verschiedenheit der Wahrscheinlich- 
keit die energetische Exzentrizitaét die Schuld tragen wird. Nach alledem 
kann man auch an der Berechtigung des Ausdruckes Element fiir unsere 
infinitesimale Konstellationenmannigfaltigkeit zweifelu, doch mége er in 
Ermangelung einer besseren Bezeichnung beibehalten werden. 

U ist jetzt definiert als das von denjenigen h-Punkten eingenommene 
Volumen, fiir die die Ungleichungen 
(52) iste 


S34) 


yr oe --- 
. 





S 





FE o 
EME". 
Fig. 4. 








tee owe 





bestehen und die zwischen den Flichen 


k 
(50) Th Vie,| = DE— FDE* 
1 
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und 

(51) Dh, \V,4,| = DE +> DE* 

liegen*). Seine GréBe finden wir durch eine Raumtransformation: 
Wir setzen 

53 om pres! 

(63) 2, =, Peal, 


Dadurch erhalten wir eine Abbildung unseres Raumes auf einen z-Raum. 
In ihm entsprechen den Flichen (49)—(51) die drei Flachen 


(54) > ahs = DE, 
(55) >) «As = DE— 4 DE*, 
(56) > aA: = DE+5DE*, 
dem Parallelepipedon (52) ein Wiirfel 
(67) lni< zp 

1 


————._ dem Ebenenstiick R ein Ebenenstiick © (Fig. 5) und dem 
*y2\| Gebiet U ein Gebiet Y, das durch (55)—(57) definiert ist. 
Nach (53) hat man aber 


k 
- . A 
(58) U= yf] Vie ; 
1 ’ 


so daB wir vor die leichtere Aufgabe gestellt sind, Y zu ermitteln. Be 














Fig. 5. 


*) Folgendes sind in mebr analytischer Form die Bedingungen dafir, daB die 
Konstellation ausgezeichnet ist. Es miissen die § in X enthalten sein und die h eine 
Zerlegung gestatten: 

(1) h, = dh, + dh, 
fiir deren Bestandteile gelten 


— Ce, _ . 
(2) a a) Yaa DE, (siehe (48)) 
(3) oh ~ oo iehe (45 
4h, < 9 4*, (siehe (45)) 
dE O88 
4 = as 
(4) dh, (VE? oh,’ (siehe (41)) 
(6) bE< ; DE*. 


Dabei sind die dh, die h Koordinaten der Projektion (S. 170) unserer Konstellation. 





—_m na om ce Dek oe ee ae eee 
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zeichnet Dy den senkrechten Abstand der beiden Flaichen (55) und (56) 
und S den Flacheninhalt von GS, so ist 

(59) Y=Dy-S. 

Nennen wir nun 7 den senkrechten Abstand des Flichenstiickes vom Ko- 
ordinatenursprung, so wird S eine nur von k abhingige Funktion des Argu- 
mentes 4 sein, die gar nichts mit den Besonderheiten des uns vorliegen- 
den Mechanismus zu tun hat. Sie gibt an, ein wie groBes Flachenstiick 
durch den k-dimensionalen Einheitswiirfel aus einer eine gréBte Diagonale 
im Abstand 7 vom Mittelpunkt senkrecht durchsetzenden Ebene aus- 
geschnitten wird. Die fiir uns in Betracht kommende GréBe 7 kann aber 
nur mit der energetischen Exzentrizitit zusammen hiingen. In der Tat 
lautet die Hessesche Normalgleichung der Gleichung (54) 


k 
> x, DE 
: VE Ask 


Daher ist 

» DE 
(60) " ro te 
Daraus folgt dann auch 

24 DE* 

61 ee... 0 
(61) De AeVi 
und somit nach (59) 
(62) Yo 2s). 
AsVk *” 
Jetzt liefert (58) 
k \ 

—r be \ DE*  . 
(63) v-( val ) ev ESO) 
Daher ist nach (33) und (42) 

fF. = 
ai oe Aedo,; S(n) 
(64) dW = o( Tvs )anvi 
oder nach (28) 

nil ‘ 

; i EO) 
(65) iW=% (FI ax.) ret 
wobei 

. DE 

6 =: 
(60) " AsVk 
ist. 


Da S eine von den Besonderheiten des Systems unabhiingige Funktion 
ist, so hat sich die Wahrscheinlichkeit des Konstellationselementes als ab- 
hingig erwiesen von der GréBe der Flichenelemente, den Energieschwellen 
und der energetischen Exzentrizitat. Sie ist auch dem Produkt der zuge- 
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hérigen Liouvilleschen Zellen proportional, bis auf einen Faktor, der 
Funktion der energetischen Exzentrizitit ist. Fiir die zentrierten Kon- 
stellationselemente erreicht dieser Faktor sein Maximum. Diese haben 
also, miteinander verglichen, eine dem Produkt der Liouvilleschen Zellen 
proportionale Wahrscheinlichkeit 


a Ky 
_ i/f/T ee 
(66) aw- (EJ 4s) iar 80): 


wo S(O) eine reine nur von k abhingige Zahl bedeutet.*) 

Exzentrische Konstellationselemente besitzen dagegen eine Wahrschein- 
lichkeit, die kleiner ist als der maximale bei der GréBe der Liouvilleschen 
Zellen mégliche Wert (66).**) Sie wird um so kleiner, je gréBer die 
Exzentrizitat und damit 4 wird, und wird = 0, wenn » seinen maximalen 
Wert »,, erreicht und daher die Totalenergiefliiche (54) durch die entfern- 
teste Ecke des Einheitswiirfels hindurchgeht. Da fiir diese Ecke alle 
t= : sind, so ist 


nai z 
(67) ly = > Vk. 
Die zugehérige gréBte energetische Exzentrizitit, bei der die Wabhr- 
scheinlichkeit zu verschwinden beginnt, betriigt nach (60) 
(68) DE, = 5 Ae-k. 
Zudem sieht man, dab, wenn man in (54) fiir DE den Wert = Ack ein- 


fihrt, diese Gleichung durch 2;= : befriedigt wird, und auch aus der 
Tatsache, daB nach der Definition der Energieschwellen die Partialenergie 
keiner Konstellation sich um mehr als she von den Partialenergien der 
Zentralkonstellation unterscheiden kann, folgt sofort, daB die energetische 
Exzentrizitit dem absoluten Betrage nach < ; Ack sein mub, wenn 
energetisch mégliche Konstellationen dem Element angehéren sollen. 
Wenn also DE den Wert DE, iibersteigt, ist das Konstellationselement 
iiberhaupt energetisch unméglich. Indes kann man auch in diesem Fall 


*) Ist das Konstellationselement durch die Festsetzung (24’) (S. 166, Anm. *)) 
statt (24) definiert, so hat man 
k-1 


(66’) w= (Fo “) ian 


**) S besitzt nimlich ein Maximum bei 7 = 0. 


+1) 





~s 2. 


a -—_— & 
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der Exzentrizitit DE nach (60) einen Wert 7 zuordnen und durch eine 
Zusatzdefinition festsetzen, daB die Funktion S fir || > +Vk den Wert 
0 haben soll. Nach dieser Vervollstindigung der Definition fiir S gibt das 
Formelpaar (65) und (60) die Wahrscheinlichkeit eines jeden Konstellations- 
elementes, auch eines solchen, dessen Exzentrizitit DE, iibersteigt.*) 


§ 6. 
Einteilung des Konstellationengebietes in Komplexionen. 


Wir kennen also jetzt die Wahrscheinlichkeit eines beliebigen Kon- 
stellationselementes. Was wir aber zu wissen wiinschen, ist nicht, wie 
wahrscheinlich jede Konstellation ist, sondern vielmehr umgekehrt, welche 
Konstellationselemente oder Gruppen von Konstellationselementen die 
maximale Wahrscheinlichkeit besitzen. Es kommt hier aber an auf die 
den Zustand konstituierende Gruppe der Konstellationselemente, die aus- 
einander hervorgehen durch Permutationen der / Partialphasenpunkte in- 
bezug auf ihre Verteilung iiber / Liouvillesche Zellen. Wiirde nun den 
Konstellationen an sich Wahrscheinlichkeit zuakommen, so hatte man, um 
die wahrscheinlichste zu ermitteln, die Gesamtheit aller Konstellationen 
zu betrachten. Nun besitzt aber nur das Konstellationselement Wahrschein- 
lichkeit. Um zu wissen, wie unser System sich am wahrscheinlichsten ver- 
hilt, ist es nicht nétig, die Gesamtheit aller mdéglichen Elemente zu 
betrachten, sondern nur eine Gesamtheit, die allen vorkommenden Még- 
lichkeiten gegeniiber eine vollstindige Disjunktion darstellt, also eine solche 
Gesamtheii von Elementen aufzustellen, daB sich das System in einem 
und nur einem von ihnen befinden mu8. Nun liegt es nahe, zu unter- 
suchen, ob ein-Konstellationselement sich durch Kombination eines Be- 
standes von vorneherein gewihlter Partialphasenelemente erzeugen lasse. 
Mit andern Worten: Wir suchen eine Einteilung des Konstellationengebietes 
in Konstellationselemente auf Grund einer Einteilung des Partialphasen- 
raums, oder ausfiihrlicher: 

Wir wollen: 

1. das ganze Konstellationengebiet so in Konstellationselemente ein- 
teilen, da® jede Konstellation in einem und nur einem von ihnen liegt. 
Als Zusatzforderung fiigen wir hinzu: 

2. Die Partialphasenriume mégen in sich nicht iiberdeckende Ele- 


*) Wenn man wie bisher das Konstellationselement als Schnitt der Totalphasen- 
zelle mit der Totalenergiefliche definiert, so sind energetische unméglich Konstellations- 
elemente tiberhaupt unméglich. Man kann aber auch das Konstellationselement als 
die Totalphasenzelle selbst definieren. Dann gibt es energetisch mégliche und 
energetisch unmdgliche Konstellationselemente. 
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mente eingeteilt werden, derart, daB der Aufbau des Konstellationselementes 
durch Kombinationen nur aus diesem von vorneherein festgelegten Bestand 
geschieht. Endlich verlangen wir der Einfachheit halber: 

3. daB die Einteilung fiir alle & Partialphasenriume die gleiche sei, 
sodaB wir nur von der Einteilung des Partialphasenraumes zu sprechen 
haben. 

Wollen wir nun unsere Theorie anwenden, so miissen die Partial- 
phasenelemente des Partialphasenraumes senkrechte Zylinderstiicke sein, 
deren infinitesimale Basisflichen zwei benachbarten Energieflichen ange- 
héren. Da aber jede solche Liouvillesche Zelle mit jeder andern kombi- 
niert werden kann, und da wir andererseits von den Konstellationselementen 
verlangen, daB sie nur aus Liouvilleschen Zellen mit gleichen Energie- 
schwellen aufgebaut sind (S. 177), so miissen alle Zellen, in die wir den 
Partialphasenraum zerlegen, an ihren beiden Basisflichenelementen gleiche 
Energiedifferenzen aufweisen. 

Wir wihlen also zuniichst eine kleine Energieschwelle As, die der 
Einteilung der Liouvilleschen Zellen zu Grunde liegt. Darauf betrachten 
wir das System der Energieflichen 
(69) e=vhe+ec, 
wo ¢ eine Konstante ist und der Index » alle ganzen positiven Zahlen 
durchlauft. Legt man nun noch zwischen zwei benachbarten Energie- 
flichen der Schar (69) Scheidewiinde in geniigender Hiufigkeit, so ist man 
zu einer Kinteilung in Liouvillesche Zellen und damit des Konstellationen- 
gebietes in Konstellationselemente gelangt, die den drei aufgestellten For- 
derungen geniigt. 

Diese Liouvilleschen Zellen kénnen nun noch recht verschiedene Vo- 
lumina besitzen. Es wird offenbar eine groBe Vereinfachung bedeuten, 
wenn sie alle raumgleich sind. Das wird der Fall sein, wenn wir, unter C 
eine Konstante verstanden, die Basisflichenelemente iiberall von der GriBe 
(70) do=C|\Vae| 
wihlen. Dann erhalten wir eine Einteilung in Zellen, die alle die gleiche 
GréBe 
(71) Ar =CAé 
besitzen. 

Die zugehérigen Konstellationselemente haben nun, soweit sie zen- 
triert sind, nach (66) alle die gleiche Wahrscheinlichkeit im Betrage von 
- 1 1 
(72) qw=—4t ao’ 
oder 


_— a 
aW = Gy Ohe 7 8(0). 
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LaBt sich daher ein Teil des Konstellationengebietes aus solchen zentrierten 
Konstellationselementen zusammensetzen, so ist seine Wahrscheinlichkeit 
einfach ihrer Anzahl proportional. 

Die unserer Einteilung entspringenden zentrierten Konstellations- 
elemente treten also gleichsam als Einheiten auf, deren Zahl allein fiir die 
Wahrscheinlichkeit der aus ihnen bestehenden Mannigfaltigkeit maBgebend 
ist, und die daher als Konstellationseinheiten bezeichnet werden migen. Nach 
Planck gebrauchen wir fiir sie auch den Ausdruck Komplexionen. Den 
Namen der Komplexion behalten wir aber auch fiir die exzentrischen 
unter den jetzt erzeugten Konstellationselementen bei. Das gesamte Kon- 
stellationengebiet ist somit jetzt in eine Menge sich nicht tiberdeckender 
Komplexionen zerlegt, von denen die zentrierten alle gleiche Wahrschein- 
lichkeit besitzen, wihrend die Wahrscheinlichkeit der exzentrischen unter- 
halb des vollen Wertes bleibt und 


1 1 
; We 7h" S(n), 
(73) _ DE 
" Vk de 
betrigt. Es liegt also nahe, zu untersuchen, ob sich das Auftreten exzen- 
trischer Komplexionen nicht vielleicht vermeiden laBt. 


Wir wollen uns zuniichst eine beliebige Schar von Energieflichen (69) 
denken und wollen den zwischen den Energieflichen vAe+c und 
(v+1)Ae+c enthaltenen Liouvilleschen Zellen den Index v zuschreiben. 
Dann kommt dem Mittelpunkt einer Zelle vom Index wv die Energie 


(74) e=vAe+ (c 4 = Ae) 
zu, und es muB, damit ein Konstellationselement zentriert ist, fiir die In- 


dices seiner Liouvilleschen Zellen die Gleichung 


k 


(75) DS ,de = E*—k (e+ 5 Ae) 


1 


gelten. Es muB also jedenfalls Ae als Divisor von 
1 
E*—k(c+— As) 


gewahlt werden. Dieser Bedingung kann natiirlich stets geniigt werden, 
aber man sieht daraus, daB eine Einteilung in lauter zentrierte Kom- 
plexionen, wenn iiberbaupt méglich, nicht ganz unabhiingig von der Total- 
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energie ist. Nehmen wir also eine Zerlegung vor, bei der die Energie- 
differenz Ae Teiler von 
1 “a 
E*— k(c +.) Ae) = E. 
ist. 
Ein Konstellationselement ist nun nach (75) dann und nur dann 
zentriert, wenn fiir seine Indices die Gleichung 


(76) su--5 
> 
besteht, wo = eine ganze Zahl ist. Wenn aber (76) fiir ein Konstella- 


tionselement nicht erfillt ist, so kann dieses gleichwohl energetisch még- 
lich sein, dann nimlich, wenn die Gleichung 
: BE 
(77a) > + ha Ke 
1 
durch k den Ungleichungen 
(77 b) |e, | < 7 
geniigende Werte u, befriedigt werden kann. 


NN 
Aber andererseits wird doch wegen der Ganzzahligkeit von x, 
(76) nicht erfiillt ist, die Beziehung 


he B =1 
%—Be|? 


gelten, die, wenn (77a) besteht, in 
k 
2 i=] i= 
(78) >, H| 5 
| 4 


tibergeht. Damit also gleichzeitig (76) nicht erfiillt, aber (77) erfiillt ist, 
d. h. damit es energetisch méigliche exzentrische Komplexionen gibt, 
miissen (77b) und (78) vereinbar sein. Das ist nun nicht der Fall, wenn 
k =2 ist. Durch unsere Einteilung ist also der Konstellationsraum in 
lauter zentrierte Komplexionen zerlegt. 

Anders der Fall k > 2. Wihlt man nimlich die v, und w,, was még- 
lich ist, so, dab 


wenn 


2 

\ 
wi" Pie» 

| 

_ 


ist, so sind sowohl (77) und (78) erfillt, wihrend (76) nicht befriedigt 
ist. Die betreffende Komplexion ist also exzentrisch. 











Statistische Mechanik der Raumgesamtheit. 185 


Wir sehen somit, das Konstellationsgebiet eines aus zwei Partialsystemen 
bestehenden Mechanismus lat sich restlos in zentrierte Komplexionen zerlegen. 
Bei zusammengesetzteren Mechanismen ist das Vorkommen exzentrischer Kon- 
steliationen unvermeidlich. Im Falle k= 2 laBt sich also bei passender Ein- 
teilung die Wahrscheinlichkeit eines Konstellationsgebietes einfach durch 
Abzihlung der Komplexionenzahl ermitteln. Fir k>2 ist das nicht 
méglich, weil die Komplexionen nicht alle gleiche Wahrscheinlichkeiten 
besitzen. 

AuBerdem muB beriicksichtigt werden, daB es erst von dem Wert 
der Totalenergie abhiingt, ob eine Komplexion zentriert ist oder nicht. 
Wenn der Wert der Totalenergie iiberhaupt nicht mit Sicherheit bekannt 
ist, und nur mit der Wahrscheinlichkeit p(Z*)d E* im Intervalle zwischen 
E* und E* + dE* erwartet wird, so geht (73) offenbar iiber in 


Eo+ DEy 
1 1 ? 
(79) aW = ght a | 8) 9B aE* 
£,— DEy 
Wenn nun 
0 (4; E,) = p(Eyt+ SeVky), 
(80) 





o(E*) = ¥("o A) 


gesetzt wird, wo also ~(y) auch noch von E, abhingt, so erhalten wir 
endlich 
+"y 
(81) dW=~% Ax { sv(a)an. 
A 
Falls aber m in einem Bereiche von der GréBe Ack um E, herum kon- 
stant sein sollte, so bekommt man nach (68) und wegen 


+iy 


[Say =1 
ny 
aus (81) 
(82) dW = 5 Ar'g(E*). 


Diese Beziehung gilt natiirlich auch angenihert, wenn sich g(Z*) in einen 
Energiebereich von der GréBe Ack nur unwesentlich verindert. 
Ubrigens laBt sie sich in einfacher Weise aus der Theorie der vir- 
tuellen Gesamtheit ableiten. Dadurch, daB wir die Energie nicht fest 
geben, sondern nur die Wahrscheinlichkeit fiir ihre verschiedenen még- 
lichen Werte beurteilen, betrachten wir eine virtuelle Gesamtheit (§ 1) 


*) J. W. Gibbs § 1. 


Mathematische Annalen. LXXIV. 13 
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d. h. eine Vielheit méglicher Energien oder, wenn man will, méglicher 
Systeme. Die relative Hiaufigkeit, mit der von ihnen Phasen im Total- 
phasenwiirfel AT angenommen werden, betrigt also nach dem Liouville- 
schen Satze ATz(E*), unter 7(Z*) eine Energiefunktion verstanden. 
Daher diirfen wir mit der Wahrscheinlichkeit 


E*+dE* 


[OT z(E*) = 1(E*)Q(E*)dE* 
E* 


eine Energie zwischen E* und E*-+ dE* erwarten, ein Ausdruck, der 
nach der von g gegebenen Definition = g(E*)dE* sein muf. Also 
hat man 


1 
y Fa Q P 
und somit 
aw =" 9(E*) 


in Ubereinstimmung mit (82). 

Wenn es nun so gelingt, in einfachster Weise die Integralformel (82) 
aus der Theorie der virtuellen Gesamtheit, ohne Zuriickgreifen auf (73), 
abzuleiten, so haben wir zu priifen, ob diese Gleichung vielleicht schon 
fiir unsere Zwecke ausreichend ist, oder ob wir die folgenden Betrach- 
tungen doch an die weniger leicht zu begriindende Gleichung (73) anzu- 
kniipfen haben. 

Will man allgemeine Siitze, die den Energieausdruck nicht explizit 
enthalten, ableiten — z. B. den Wiarmegleichgewichtssatz — so mag man 
beriicksichtigen, daB solche Regeln sich fiir die verschiedensten Fille be- 
wihren sollen. Vielleicht ist man daher berechtigt, sich dadurch einen 
Uberblick iiber das sich gewéhnlich Ereignende zu verschaffen, daB man alle 
méglichen Energien als gleich wahrscheinlich, @ also als konstant ansieht. 

Nun suchen wir aber gerade ein die Energie enthaltendes Gesetz. 
Wir fragen nach den Komplexionen des wahrscheinlichsten Zustandes in 
ihrer Abhiingigkeit von der Energie. Soll aber iiberhaupt bei irgend einer 
Problemstellung, bei der explizit von der Energie die Rede ist, die 
virtuelle Energiegesamtheit noch eine Rolle spielen, so kann es wohl nur 
dann sein, wenn bei einer vermeintlichen Energie E** fiir das objektive 
Vorhandensein einer Energie zwischen E* und L*+ dE* eine gewisse 
Wahrscheinlichkeit p(Z*)dE* gegeben ist.*) Dann miiBte, wollten wir 


*) Es liegt allerdings vielleicht noch die Méglichkeit vor, eine virtuelle Gesamt- 
heit durch die Erwiigung einzufiihren, daB irgend eine GréBe von der Energie in 
doppelter Weise abhiingt, daB nimlich einer ihrer rechnerischen Bestandteile raschen 
periodisch oszillierenden Veriinderungen unterliegt, der andere langsamen, und dab 
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uns nicht ganz in Willkiirlichkeiten verlieren, p(E*) als durch ein ob- 
jektives, vielleicht psychologisches, wenn auch unbekanntes Gesetz bestimmt 
angenommen werden. Weiter laBt sich erwarten, daB o(E*) auch noch 
von E** abhingen wird, d. h. m eine Funktion von Z* und E**, speziell 
eine reine Funktion der Differenz E* — E** sein wird und nach (80) daher 
wv eine Funktion von 7 und E**— £,. 

Handelt es sich nun etwa darum, die Wabrscheinlichkeit von Konstel- 
lationselementen zu bestimmen, die zentriert zur vermeintlichen Energie E** 
liegen, dann kann man 

E, = E* 
setzen. Es ist dann wy eine reine Funktion von 4 und das in (81) vor- 
kommende Integral wird von E** unabhingig sein. Sind beispielsweise 
zwei verschiedene vermeintliche Energien E,** und E,** gegeben, und 
werden die Wahrscheinlichkeit einerseits einer zu E,** zentrierten Kon- 
stellation K, bei der vermeintlichen Energie E,**, andererseits einer zu E,** 
zentrierten Konstellation K, bei der vermeintlichen Energie E,** mitein- 
ander verglichen, so wird beide Male das Integral in (81) dasselbe sein, 
und — wenn z. B. die Liouvilleschen Zellen fiir beide Konstellations- 
elemente nicht gleich groB sind — K, wahrscheinlicher oder unwahr- 


x 
scheinlicher als K, sein, je nachdem ok] Ar,, gréBer oder kleiner als 
1 


k 
> [] 4+: ist. Zur Bewiiltigung dieses Problemes geniigt es also, alle 
1 


in Betracht kommenden Komplexionen als gleich wahrscheinlich anzusehen, 
sodaB auch (82) richtige Ergebnisse liefern wiirde. 

Bei der uns beschiiftigenden Frage handelt es sich aber gar nicht 
ausschlieBlich um zentrierte Komplexionen; wollen wir doch gerade die 
Komplexionen des wahrscheinlichen Zustandes suchen, wobei es sich nicht 
vermeiden laBt, daB Komplexionen verschiedener energetischer Exzentrizitit 
in bezug auf die vermeintliche Energie verglichen werden. Es ist also 
nicht méglich, das in (81) vorkommende Integral als konstant anzusehen. 
In der Tat liegt ein Variationsproblem vor. Bei dem Ubergange zu einer 
Nachbarkomplexion fndert sich erstens in bekannter Weise die Permuta- 
tionszahl des zugehérigen Zustandes, zweitens aber FE, und daher nach 
(80) die Funktion ~(y), die ja im allgemeinen Funktion von 4 und 
E**— E, ist. Es besteht allerdings die Méglichkeit, Ae so klein zu 
wihlen, daB Ack duBerst klein gegen diejenige Energiedifferenz ist, bei 


man, um nur die langsamen beizubehalten, in bezug auf die anderen zum Mittelwerte 
libergeht. 


13* 
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der sich eine Anderung von @ fiihlbar macht. In diesem Grenzfalle wird es 
sich vielleicht zeigen lassen, daf es nur auf die Anderung der Permutations- 
zahl und nicht auf die Anderung des Integrales {Sydy ankommt. Damit 
ware denn die klassische Theorie in ihr Recht eingesetzt und auf die 
Gleichung (82) gestiitzt. Es wiiren dann auch bis zu einem gewissen 
Grade Entwickelungen, die zu (81) fiihrten, iiberfliissig, da sich (82) in 
viel einfacherer Weise aus der Theorie der virtuellen Gesamtheit gewinnen 
laBt. Abgesehen aber davon, daB dieser Weg wohl auch nicht ganz ohne 
Beschwerlichkeit zu beschreiten sein wird*), ist es doch sicher niitzlich, sich 
einer Methode zu bedienen, die nicht mit dem ziemlich zweifelhaften Be- 
griff der vermeintlichen Energie zu arbeiten braucht. Dann wird jedoch 
die Theorie der virtuellen Gesamtheit ausgeschaltet, und man hat es statt 
mit den Integralformeln (81) und (82) nur mit (73) zu tun. Wir nehmen 
also von jetzt ab eine fest gegebene Energie E* an und untersuchen, 
welcher Zustand bei objektivem Vorhandensein von E* die meisten Kom- 
plexionen besitzt. 


§ 7. 
Die Statistik der Raumgesamtheit. 


Wenn wir es nun ablebnen, geleitet etwa durch die in der Fehler- 
theorie herrschende Anschauung, fiir die verschiedenen Energiewerte eine 
besondere Wahrscheinlichkeit des Virtuellen zu statuieren, so laBt sich 
doch bei einer gegebenen Energie fiir das Vorhandensein der verschiedenen 
Phasen gleicher Energie eine virtuelle Wahrscheinlichkeit annehmen, deren 
GréBe nicht jeder Objektivitait entriickt sein kann. Doch die so verstandene 
Wahrscheinlichkeit des Virtuellen sollte gerade auf die Theorie der Raum- 
gesamtheit gestiitzt werden, deren Statistik wir jetzt zu entwickeln im- 
stande sind. 

Da die Theorie der Zeitgesamtheit fiir die Statistik der Raumgesamt- 
heit die Grundlage abgeben soll, so wird eigentlich nicht von einer be- 
stimmten raumlichen Gesamtheit zu sprechen sein, vielmehr jeder rium- 
lichen Verteilung selbst eine zeitliche Wahrscheinlichkeit zuakommen. Es 
liegt also eine Raumzeitgesamtheit vor. Innerhalb dieser ist aber ein Zu- 
stand ausgezeichnet, der gewissermaBen als der ,,reale“**) angesehen wird, 
der zeitlich wahrscheinlichste. 

*) Z. B. was wird aus der im Variationsproblem auftretenden, auf die Energie 
beziiglichen Nebenbedingung? MuB diese nicht, wie in den Formeln des folgenden 
Paragraphen, fortfallen und dafiir ein auf die Energie beziiglicher Term in die Extremal- 
gleichung aufgenommen werden? Dann wire wohl kaum eine Vereinfachung erzielt. 

**) Diese Bezeichnung ist nicht ohne Bedenken. Um die Bedeutung des gemeinten 
Zustandes erkennen zu lassen, wiiren tiefer eindringende Betrachtungen erforderlich. 
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Unter dem Zustand des Totalsystemes verstehen wir den Inbegriff 
der Angaben dariiber, wieviel Partialsysteme Phasen innerhalb jeder 
Liouvilleschen Zelle besitzen, also wenn a, die Zahl der in der j*” Zelle 
befindlichen Systeme bedeutet, den Inbegriff der GréBen a,, - - 
die Zahl der Zellen bedeutet. Offenbar ist 


+,@,, WO 2 


(83) Dak. 


1 


Alle Komplexionen, die zu demselben Zustande gehiren, besitzen nun 
dieselbe energetische Exzentrizitit, namlich 


(84) DE = E*— d'a,6,, 


1 


und daher auch dieselbe Wahrscheinlichkeit, im Betrage nimlich von 


1 1 
(85 a) iWoe_her,, S(m), 
> titi— E* 
. T 
veils — — 


wo die ¢, die den Zentren der Liouvilleschen Zellen zugehérigen Partial- 
energien bedeuten. Daraus ergibt sich fiir den Zustand a,, a,,---,a@, die 
Wahrscheinlichkeit*) 


(86 a) aw = ; 


Taj) 2 AT EQ, BM)» 


>! ays, —E* 


waa 
- Aa AsV 


Wenn nun unsere Aufgabe sein muB, die rechte Seite von (86a) 
unter Innehaltung von (83) zu einem Maximum zu machen, so ist uns 
gleich klar, daB eine einfache Liésung nur fiir den Grenzfall Ae =0 zu 
erwarten sein wird. Mit abnehmender GréBe der Energieschwelle Ae« 
nehmen aber auch die a, ab, wenn man sich nicht entschlieBt, damit den 
Ubergang zur Betrachtung anderer mehr zusammengesetzter Totalsysteme 
zu verbinden. Geschieht das, so kommt es nicht sowohl auf die absolute 
als auf die relative Haufigkeit der einzelnen Liouvilleschen Zellen an. 








*) L. Boltzmann, Vorlesungen iiber Gastheorie, Bd. 1, § 6, S. 38ff. 
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Demgemi8 charakterisieren wir von jetzt ab den Zustand durch z Zahlen 

his fe» *++f,, wo die f mit den a durch die Beziehung 
a 
(87) f,Aar= ; 
zusammenhiingen und daher nach (83) der Gleichung 


(88) K=S7,Ar=1 


geniigen. Es kann dann /,Ar als Wahrscheinlichkeit des Koexistierenden 
dafiir gedeutet werden, beim zufilligen Herausgreifen eines Partialsystemes 
aus der Menge der im Totalsystem enthaltenen ein Partialsystem mit einer 
Phase in der j*" Zelle anzutreffen. Durch die Substitution (88) und durch 
Benutzung der Stirlingschen Formel erhilt man die Gleichungen*) 


(89 a) mdW=J=—C—k Sif, Ar+ nS, 


(89 b) n= VE Sapar— 7}, 


wo C eine von k abhiingige, aber von den /, unabhingige GréBe bedeutet, 
und vorausgesetzt ist, daB der Reichtum aller Zellen an Partialphasen- 
punkten sehr groB ist, also die /,Ark sehr groBe Zahlen sind. 

Der wahrscheinlichste Zustand wird nun durch diejenigen (88) ge- 
niigende Zahlenzusammenstellung /,,/,,---,f, reprisentiert, die den durch 
(89a) gegebenen Ausdruck J zum Maximum macht. Unser Variations- 
problem enthalt somit einen zum Extremum zu machenden Ausdruck und 
eine Nebenbedingung. Dagegen braucht eine die Energie betreffende zweite 
Nebenbedingung nicht hinzugefiigt zu werden. Denn einerseits diirfen 
Komplexionen mit nur sehr geringen energetischen Exzentrizititen nicht 
als ganz ausgeschlossen angesehen werden, andererseits verschwindet nach 
unserer Definition der GriBe S die rechte Seite von (86a) schon von 
selbst, wenn die Energie im Zentrum einer Komplexion zu sehr von E* 
abweicht. Statt der in der iiblichen Behandlung zum Variationsproblem 
hinzutretenden Energiebedingung nimmt also bei unserer Darstellung der 
Extremalausdruck ein auf die Energie beziigliches Zusatzglied auf. 

Es liegt nahe, die Lésung in dem Gleichungssystem 


oJ eK 
af, +457 = 0, 
K=0 


zu sehen, wo 4 eine vom Index unabhiingige Konstante bedeutete. Jedoch 


*) L. Boltzmann, l. c. S. 41f. 
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erkennt man leicht, daB das zu dieser Lésung fiihrende Verfahren nicht 
ohne weiteres aus der Variationsrechnung auf unser Problem zu iiber- 
tragen ist. Denn die fiir die f, tiberhaupt méglichen Werte bilden keines- 
wegs eine kontinuierliche Folge, sondern nach (87) eine diskrete arith- 


metische Zahlenreihe von der Differenz Es ist also zuniachst der ex- 


1 
Ark 
tremale Zustand nicht mit dem ihm unendlich benachbarten, sondern mit 


‘solchen Zustiinden zu vergleichen, bei denen je ein f; sich um ver- 


1 
Ack 
aindert hat. Damit verbunden ist nach (89 b) eine Veriinderung der GréBe y 
um 7 =" Nun kann es schon fraglich erscheinen, ob in einem Inter- 

eVE 
vall von dieser GréBe die Funktion S’(y) wirklich stetig ist, was doch 
jedenfalls nétig wiire, wenn tiberhaupt der wahrscheinlichste Zustand durch 
Differentiation gefunden werden soll, und woran uns zuniichst die Be- 
trachtung des Falles k = 2 zweifeln liBt. Vor allem ist es daher ndétig, 
Klarheit iiber-das Verhalten von S’ zu gewinnen. 


Denken wir uns zu diesem Zweck in der Entfernung 4 vom Ursprung 
die Fliche © (S. 178), welche die Richtungskosinus i besitzt und fiir 
deren Punkte daher die Gleichung 


vet yet 


gilt. Die den Einheitswiirfel begrenzenden Flichen geniigen aber entweder 
den Gleichungen 


(91 a) a 


90) &, My , me 
(90) + +i y 


und sollen dann Hinterflichen, oder den Gleichungen 
(91 b) n= +4 


und sollen dann Vorderflichen heifen. 

S wird nun von den Durchdringungsfiguren S der Ebene (90) mit 
den Flichen (91) begrenzt. Diese sind ebenfalls Ebenenstiicke vom Typus ©, 
ausgeschnitten niimlich aus einer Ebene von einem i — 1-dimensionalen 
Einheitswiirfel, als welcher die Randflichen (91) aufgefaBt werden kinnen. 
Bringt man im Schwerpunkt einer von ihnen ein k — 1-dimensionales 
cartesisches Koordinatenkreuz an, so geniigen die erwihnten Durch- 


dringungsfiguren S von (90) und (91) den Gleichungen 
1 


2Vk’ 


Zz; ans 
tay Ft 
yw" 
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wo die Summe k—1 Glieder umfaSt und das obere und untere Vorzeichen, 
gilt, je nachdem der Schnitt mit einer Vorder- oder Hinterfliche betrachtet 
wird. Da hierfiir auch 


(92) ri Viza ("¥ 58) 


geschrieben werden kann, so besitzt S vom Zentrum der k— 1-dimensio- 
nalen Grenzfliche einen senkrechten Abstand 


(93) 1-Vera(1 5) 


und daher einen Flicheninhalt von der GréBe 


4 8~8.-s[Virs("* aye) 


wenn der dem Buchstaben S beigefiigte Index die Dimensionenzahl des 
Einheitswiirfels bezeichnet, auf den sich die Funktion S bezieht. 

Wird nun © parallel im Abstande dy eine zweite Ebene konstruiert, 
deren Schnitt mit dem Einheitswiirfel als G(y + dy) bezeichnet werde, so 
besitzt die zugehérige Durchdringungsfigur mit (91) vom Zentrum der 
Grenzfliche einen senkrechten Abstand, der nach (93) um 


‘ ~ k 
(95) aq-),*,4 


vom » der vorherbetrachteten Durchdringungsfigur abweicht. Zwischen 
dem Ebenenpaare S, S(y-+ dy) liegen also auf den Begrenzungsflichen 
Streifen 8, die wir, wenn sie in den Vorderbegrenzungsflichen liegen, 
Vorderstreifen, wenn sie in den Hinterbegrenzungsflichen liegen, Hinter- 
streifen nennen woilen, und deren Inhalte nach (94) und (95) der Wert 


(96) Sm aq Vie Sis Ve (u . *) | 


zukommt. 


Da nun diese Flichenstreifen 3 die meaner ie 0,0,---, +1,---,0 


besitzen, die Ebene (90) aber die Richtungskosinus — - t , und 


ve? Vk? Vk’ 


da somit die vorderen, - — Flaichenstreifen mit (90) ,,.Ebenen- 


winkel* vom Betrage + rr resp. — 3 bilden, so liegen alle Projektionen 


auf S von den k vorderen Streifen 3 innerhalb S und von den k hinteren 
Streifen 8 auBerhalb ©, und man hat daher 
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Satan) — So) = 72", |8.-s[Vema(n+ aye) 


—8.-s[Vina(1-sy8) || 


Wie man leicht sieht, wenn man die erweiterte Definition fiir die Funk- 
tion S (S. 181) in Betracht zieht, bleibt diese Formel auch dann noch 
richtig, wenn die Ebene (90) nicht alle Begrenzungsflichen, sondern ent- 
weder nur die vorderen oder die hinteren schneidet. Aus ihr folgt 


0 8:= 5 (8 Vea tsp) -8[(VaO-ste 


Daraus ergibt sich aber, daB die Funktion S’ fiir k>2 stetig ist, 
und daB je gréBer k wird, desto mehr Ableitungen stetig bleiben. Auch 
iiber die GréBe von S’ erhalten wir einigen Aufschlu8. Nach dem Rolle- 
schen Theorem folgt aus (97) 


ad k Ad 
M\8, lS pM: |, 


wenn M den maximalen Wert bedeutet, also da 
| S,’| = 2 
ist, 
(98) |S | <k. 
Mit dem Nachweis der Stetigkeit von S’(y) sind aber noch nicht alle 
Bedenken gehoben*). Die Anwendung der Differentiation kann nur ge- 


; a 1 , : 
rechtfertigt werden, wenn die Differenz Ark 2Weier aufeinander folgender 


méglicher f;Werte auBerordentlich klein wird. Wir haben also den Grenz- 
tibergang k = oo auszufiihren, d. h. das Variationsproblem durch eine Folge 
von Maximumproblemen zu ersetzen. Es kénnte aber in jedem Einzel- 
problem die Funktion S,(4) eine andere sein und dadurch eine neue 
Schwierigkeit entstehen. 

Nun wird aber fiir groBe Werte von k die Funktion S,(y) unab- 
hdingig von k, namlich asymptotisch**) 


Y 6 — 672 
(99) S,(n) -y: eo", 


*) Das Folgende bis S. 196 Mitte ist erst in der Korrektur hinzugekommen. 

**) A. Sommerfeld, Boltzmannfestschrift S. 859, sowie die sich in diesen Annalen 
anschlieBende Note des Herrn G. Pélya, dem ich fiir Literaturnachweise und die 
Mitteilung seiner eigenen Ergebnisse herzlich danke. Ohne sie wire mir auch diese 
vorliufige Behandlung des Problems unmiglich gewesen. 
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Setzt man also 


a 
(100) iuiad 1 
(101) a7, 


so ist nach (89a) und (89b), unter ©, eine von k& abhingige Konstante 
verstanden, 


(102a) maw =3=6,—>'f, nf, dr— 68, 


(102b) = - (> é,f,At) rae * |. 


Der wahrscheinlichste Zustand wird nun durch das System derjenigen F, 
gegeben, das 3 zu einem Maximum macht unter allen (88) geniigenden 
Wertsystemen. Nach dem Rolleschen Theorem gilt dafiir 


(103 a) —1—In [F, - B; act] uh = +i1= 0, 
(108b) f= 4-[8(Fy+2jqc,) 40 +( > a Ar) —e*], 
fai j-1 
j+1 z 


wo 4 einen Lagrangeschen Multiplikator bedeutet, und wo die #, und y, 
den Ungleichungen 
(103c) * B, 


1, 
(1034) ly;\<1 


WA A 


geniigen. Auferdem gilt natiirlich wegen (89) 
(104) >) Fat = 1. 
1 


Wir wollen jetzt die Zahl / der Systeme immer gréBer werden lassen. 
Schon die Gastheorie, in gewissem Sinne sogar die phiinomenologische 
Thermodynamik, zeigt, daB nur dann eine Konvergenz der F’, gegen end- 
liche, von Null verschiedene Grenzwerte erwartet werden kann, wenn die 
Energie E* proportional erhéht, d. h. nach (101), wenn ¢* als Konstante 
behandelt wird. Daraus folgt dann, daB die Zab] ¢ der in Betracht kom- 
menden Partialzellen ins Unendliche wiichst. Dagegen sollen Ar und Ag 
konstant gehalten werden. 

Versteht man unter F’* die Werte, gegen die bei wachsendem i die 
F, konvergieren, so ist nach (103) und (104) 
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(105) 1+nF7+ 73% 4+1=0, 


(106) $= 42[((S Fr ar—s*)], 
(107)*) Serra =1 
1 


wo £ vom Index unabhiingig ist. 

Die Gleichung (105) gibt nun schon die Abhiingigkeit der Werte F 
vom Index. Wir haben aber in dieser Lisung noch zwei Konstanten 
und 4, zu deren Bestimmung zwei weitere Gleichungen dienen, nimlich 
(106) und (107). 

Statt ¢ und 4 ist es bequem, die damit durch die Beziehungen 


(108) A=e-!-4, 
1 12¢ 
(109) *” Ae 


*) Die ganze Ableitung ist unstreng. Insbesondere kann, da z mit k unendlich 
wird, von der Giltigkeit der Gleichung (104) nicht auf das Bestehen von (107) ge- 
schlossen werden. 

Die Frage, unter welchen Voraussetzungen ein derartiger SchluB doch zulissig 
ist, ist ein allgemeines Problem der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Ist eine Disjunk- 
tion gegeben, derart, daB von z Fallen, einer und nur einer eintreten muf, so ist 


ann 


unter F; die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des j*" Falles verstanden. 


Betrachten wir jetzt eine unendliche Folge solcher Disjunktionen und unter- 
scheiden die darauf beziiglichen Wabrscheinlichkeitswerte durch Indices », so ist 


gewiB auch 
S! F,;’ =1. 


1 
Wenn aber 


lim 2, = 
‘=e 
ist, so kénnen endliche Grenzwerte 
lim F” = F” 
r=s 


vorhanden sein, ohne daB doch die Gleichung 


>: F° =1 
1 


Bestand hiitte. 


Man gelangt zu dem tiberraschenden Ergebnis: Es ist noch nie bewtesen worden, 
dap die Maxwellsche Verteilungsfunktion wiber den Phasenraum integriert den Wert 1 
liefert. 
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verbundenen GréBen A,  einzufiihren. Nunmehr lautet unsere Lisung 


‘j 


- 7e 
(110) P= Ae’, 
(111) > Frat = 1, 


(112) == Ast (> Ase ’ Ar) — ]. 


AuBerdem bemerken wir die aus (67), (100) und (106) folgende Un- 
gleichung 


(113) > Frat <> Ae. 


Geht man jetzt nach dem ersten Grenziibergang mit Ae und Ar zur 
Grenze 0 iiber, so werden die Wertsysteme F;* gegen kontinuierliche 
Phasenfunktionen F*° konvergieren. Fiir diese folgen aus (110), (111), 
(113) die Gleichungen 


(114) F°* = Ae °, 
(115) [Frat =1, 
(116) [Freeds — * =0, 


wo dt das Volumenelement im Partialphasenraum bedeutet und « die 
Energie als Funktion der Phase. Wir sind also zum Maxwellschen Gesetz 
gelangt, auf das auch die Gastheorie fiihrt.*) 

Uberlegen wir daher, wie sich der Herrschaftsbereich der iblichen 
kinetischen Gastheorie, d. h. der von besonderen strukturellen Annahmen 
ausgehenden Untersuchung, zu dem Geltungsbereich der hier entwickelten 
Theorie verhalt. Zuniichst ist das Bedenken zu zerstreuen, in der Gastheorie 
lige darum ein von unserer Theorie nicht betroffener Fall vor, weil die dort 
betrachteten Partialsysteme, die Molekiile, nicht nur ihren innern Zustand, 
sondern auch ihren absoluten Ort veriinderten. Es ist aber in unseren 
Voraussetzungen durchaus nicht bestimmt, daB etwa die einzelnen Partialko- 
ordinaten, deren Inbegriff die Konstellation konstituiert, nur von der 
gegenseitigen Lage der Partialsystem#ei/e abhingen, und in keiner Beziehung 


*) Ich brauche wohl nicht erst zu versichern, da8 ich mir vollkommen bewubt 
bin, wie weit alles das von einem wirklichen Beweise entfernt ist. Ich hoffe aber, 
die Grundlinien eines kiinftigen gegeben zu haben. AufSerdem sind die Vernach- 
lassigungen, die wir uns hier haben zu Schulden kommen lassen — neben anderen 
jetzt vermiedenen —, in simtlichen friiheren Darstellungen begangen, worden, ohne 
daB es dort leicht gewesen wire, sie als solche zu erkennen. So kann also diese Be- 
trachtung dazu dienen, die Unzulissigkeit der friiheren Beweise aufzuzeigen, und 
vielleicht auf diese Weise wenigstens strengere vorzubereiten. 





—_ i a. |}6 ee 
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zur absoluten Lage der Partialsysteme selbst stiinden, oder physikalischer 
gesprochen, daB die Partialphasen nur die Atomkonstellation, aber nicht 
die Molekiillagen betriifen. Nichts dergleichen ist angenommen. Wir 
werden also, wo ein Gas gegeben ist, die absolute Lage der Molekiile mit 
zu den Partialkoordinaten zu rechnen haben, und kénnen es, wenn die Van 
der Waalsche Kohisionskraft vernachlissigt werden darf, als Totalsystem 
im Sinne der gegenwirtigen Untersuchung ansehen.*) 


Anders, wenn Kriifte zwischen den Molekiilen angenommen werden, 
oder allgemeiner gesprochen, wenn die wechselseitige Energie der Partial- 
systeme nicht nur als sehr klein oder nur sehr selten, sondern stets im 
endlichen Betrage vorhanden vorausgesetzt wird. Auch dieses Problem 
behandelt die Gastheorie**), wiihrend es durch die gegenwirtige Theorie 
keine Erledigung findet. 


*) Freilich ist die Energie nicht restlos in eine Summe voneinander unabhingiger 
Partialenergien auflisbar, sondern beim Zusammenstof tritt eine wechselseitige 
potentielle Energie auf, deren Betrag wesentlich von den die absolute Lage der Mole- 
kiile bestimmenden Koordinaten abhiingt. Aber diese wechselseitige potentielle Energie 
bleibt, obwohl auBerordentlich groBe Werte fiir sie denkbar sind, im tatséichlichen 
Ablauf des Vorganges fast immer sehr klein, und gerade ihr Vorhandensein diirfte 
die Partialsysteme zu lose gekoppelten (§ 3) machen. Umgekehrt werden wir, wenn 
wir einen homogenen festen Kiérper betrachten, der aus vielen gleichartigen Teilen 
besteht, die wechselseitige Energie wesentlich von den die Teile der Partialsysteme 
betreffenden Koordinaten abbiingend denken. Hierin liegt aber natiirlich kein die 
Anwendbarkeit der Theorie irgendwie beriihrender Unterschied. Werden die Molekiile 
als elastisch und absolut undurchdringlich vorausgesetzt, so weisen die Bahnkurven 
der Totalphasenpunkte vielfache Knicke auf. Statt diesen Fall aus dem allgemeineren 
durch Grenziibergang hervorgehen zu lassen, kann man auch fiir ihn durch besondere 
Betrachtungen die Giiltigkeit des Liouvilleschen Satzes beweisen, womit die Grund- 
formel (1), der Ausgangspunkt unserer Untersuchung, als giiltig nachgewiesen wird. 

**) Das Problem ist aber gewdhnlich nur fiir den Fall behandelt worden, daB 
der reale Zustand nicht als der wahrscheinlichste, sondern als stationiirer definiert 
ist (vgl. den folgenden Paragraphen). 8. Boltzmann, Gastheorie Bd.1, 8.153; P. Hertz, 
Ann. d. Phys. 37 (1911), 8. 1ff. Allerdings gibt eine Boltzmannsche Formel (Werke I, 
8. 282), die ohne strukturelle Annahme abgeleitet ist, Phasenwahrscheinlichkeiten 
auch eines Totalsystemes, das aus sich wesentlich beeinflussenden Partialsystemen zu- 
sammengesetzt ist. Doch kommt es hier noch zu keiner Statistik im Sinne unserer 
Aufgabe. Es werden dann lose gekoppelte Systeme eingefiihrt (S. 284, wo y= 7, +4, 
gesetzt wird, und diese — urspriinglich als ponderable Kérper gedacht — stellen 
dann auch wieder Gasmolekiile vor (vgl. den viertletzten Satz der Abhandlung). 
Darum liefert die SchluBformel auch nur eine Statistik sich nicht beeinflussender 
Molekiile, wie sie dann auch keinen auf die wechselseitige Energie beziiglichen Term 
enthilt (in der letzten Formel liegt in dem Abdruck der Gesammelten Werke ein in 
der Originalarbeit nicht vorhandener Druckfehler vor, indem yz, statt z, geschrieben 
ist). AuBerdem wird die Raumgesamtheit des Totalsystemes gar nicht aufgesucht, 
sondern nur die Zeitgesamtheit der Partialsysteme. DaB beide gleich sind, gilt es 
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Wenn so in einer Hinsicht vielleicht die iibliche kinetische Methode 
sich tiber ein weiteres Gebiet erstreckt, ist doch anderseits ihr Anwendungs- 
bereich insofern bedeutend enger, also sie nur einen Energieaustausch 
durch StoB zulaiBt. D. h. in dieser Theorie kann die wechselseitige 
Energie keineswegs jede beliebige Funktion aller Koordinaten sein, sondern 
nur von den die absolute Lage der Partialsysteme charakterisierenden 
Koordinaten abhaingen und auch von diesen nur in ganz bestimmter 
Weise, so namlich, daB nur Entfernungen in ihr auftreten. Demgegen- 
iiber gilt es, das Problem zu verallgemeinern, also den Energieaustausch 
auf ganz beliebige Weise zuzulassen.*) Das so erweiterte Problem laBt 
sich nur behandeln, wenn man den realen Zustand nicht als stationiren 
sondern als wahrscheinlichsten definiert. Die Lésung findet man durch 
Abzihlung der Komplexionen, ohne daB irgend eine strukturelle Annahme 
nétig wiire. Mit dieser Methode wird bereits der Boden der speziellen 
Gastheorie verlassen, und es bleibt an Allgemeinheit nichts zu wiinschen 
iibrig. Aber dieser Vorteil wird erkauft durch eine EinbuBe an Sicher- 
heit der Beweise. Denn die mechanische Abzihlang der Komplexionen 
kann zu keinem Ma der Wahrscheinlichkeit fiihren, solange nicht mit 
dem Ziahlen der Komplexion ein Abwigen verbunden ist, solange nicht 
die Theorie der Zeitgesamtheit auf das Totalsystem angewandt wird.**) 


g 8. 


Beziehungen zwischen der Theorie der Raumgesamtheit und den 
Theorien der Zeitgesamtheit und virtuellen Gesamtheit. 


Wenn man die Theorie der Zeitgesamtheit auf ein Totalsystem an- 
wendet, so kann man, wie wir sahen, in einem Partialsystem jeder Phase 
eine zeitliche Wahrscheinlichkeit zuweisen, in dem ,,wirklichen“ Zustand 
aber jeder Phase eine bestimmte riumliche Wahrscheinlichkeit. In der 
iiblichen molekulartheoretischen Darstellung dagegen flieBt in den Begriff 
des WahrscheinlichkeitsmaBes raiumliches und zeitliches MaB zusammen. 
Diese Verschmelzung wird mit Recht vorgenommen, deshalb niimlich, weil 


aber erst zu beweisen (vgl. den folgenden Paragraphen). Den wahrscheinlichsten Zu- 
stand unter den Bedingungen der Van der Waalsschen Theorie sucht M. Planck zu 
berechnen. Berlin. Ak. Sitzber. 1908, 633, siehe jedoch weiter unten. 

*) Uber den Bau der Partialsysteme, der Molekiile, braucht auch die mit den 
StoBgesetzen operierende Gastheorie keine besonderen Annahmen zu machen. 

**) In dieser Hinsicht wire die Planckische (siehe oben) Theorie zu ergiinzen. 
Es fragt sich ob das ganz leicht sein wird, wenn zwischen den Molekiilen wirkende 
Krifte angenommen werden. Ubrigens nimmt auch M. Planck in der angefiihrten 
Abhandlung verschiedene Wahrscheinlichkeiten der Komplexionen an. 
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die Gastheorie den realen Zustand gew6éhnlich als den stationiiren definiert, 
und weil in einer im statistischen Gleichgewicht befindlichen Gesamtheit 
die raumliche Wabhrscheinlichkeit der zeitlichen gleich ist. Nur fiir uns, 
die wir den realen Zustand als wahrscheinlichsten definieren, ergibt sich 
die Nétigung, die Stationaritét der Gesamtheit oder, was dasselbe ist, die 
Gleichheit zwischen raumlicher und zeitlicher Wahrscheinlichkeit beson- 
ders nachzuweisen.*) 

Nun kann aber Stationaritét der Raumgesamtheit ein Doppeltes be- 
deuten. Es kann erstens mit dieser Bezeichnung gemeint sein, dab nach 
der Theorie der Zeitgesamtheit, angewandt auf das Totalsystem, die 
riumliche Verteilungsfunktion fiir die Partialsysteme keine Anderung mebr 
erfihrt. Durch diese Eigenschaft mége die aktuelle Stationaritiét definiert 
werden. Zweitens kann aber auch nur — und dann wollen wir von vir- 
tueller Stationaritét reden — eine solche Verteilung vorliegen, dab, wenn 
die Systeme unabhiingig voneinander wren, keine weitere Anderung ihrer 
Verteilungsfunktion stattfiinde.**) Offenbar ist es nun hinreichende Be- 
dingung fiir das Vorhandensein der virtuellen Stationaritiit, daB die Ver- 
teilungsfunktion reine Energiefunktion ist; aber das ist keine ausreichende 
Bedingung fiir das Vorhandensein der aktuellen Stationaritiit, und gerade 
diese allein hat die Gleichheit zwischen riiumlicher und zeitlicher Wahr- 
scheinlichkeit zur Folge. Nicht daraus also, daB die Verteilungsfunktion 
(114)—(116) reine Energiefunktion ist, sondern durch Vergleich von 
(18)—-(20) erkennt man, daB die rdumliche Wahrscheinlichkeit der Partial- 
systeme innerhalb eines Totalsystems der zeitlichen Wahrscheinlichkeit gleich 
ist, oder kiirzer, dap die Raumgesamtheit ein Abbild der Zeitgesamtheit ist.***) 

Es liegt nahe, hiermit die Verteilung in einer virtuellen Gesamtheit 
zu vergleichen. Leider nur ist der Begriff der virtuellen Gesamtheit zu- 
niichst noch zu unbestimmt, als daB man genaue Annahmen iiber ihn 
machen kénnte. Zuerst bezeichnen wir mit diesem Ausdruck eine vor- 
gestellie Gesamtheit sehr vieler Systeme von dem gleichen Mechanismus, 
zwischen denen, eben weil sie nur vorgestellt sind, keine wechselseitige 
physikalische Beeinflussung besteht. Was sie determiniert, ist also nur 
der Mechanismus, dessen individuelle Verwirklichungsméglichkeiten sie 


*) Zuniichst scheint es ein Widerspruch zu sein, da in einer zyklischen Phasen- 
folge stationiire Zustiinde miglich sein sollen. Tatsiichlich liegt keine eigentliche 
Stationaritiit, sondern eine auBerordentlich groBe Langsamkeit der Zustandsver- 
iinderung vor. 

**) In einer virtuellen Gesamtheit dagegen gibt es nur eine Art von Stationaritit, 
die stets vorhanden ist, wo die Verteilungsfunktion reine Energiefunktion ist, und sie hat 
stets Gleichheit zwischen riiumlicher und zeitlicher Wahrscheinlichkeit zur Folge. 

***) Es ist niimlich leicht einzusehen, daB é = &* sein muB. 
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darstellt. Aber es ist klar, daB bei einer so allgemein gehaltenen Definition 
der virtuellen Gesamtheit tiber die Verteilung in ihr keine Aussagen, sondern 
nur Annahmen gemacht werden kénnen (Hypothesen nicht im Sinne von 
Vermutungen, sondern im Sinne von Festsetzungen). Andererseits ist zu- 
zugeben, daB man sich zu keiner Zeit gescheut hat, dennoch bestimmte Be- 
hauptungen oder wenigstens Vermutungen tiber die Wahrscheinlichkeit der 
Phasen in einer solechen Gesamtheit aufzustellen, diese nicht nur durch eine 
sie definierende Annahme festzulegen, sondern umgekehrt der durch den 
Mechanismus definierten Gesamtheit, wenn auch nur vermutungsweise, 
eine natiirliche Verteilung beizulegen. Denn was wiire die Grundlage 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung, das Prinzip der gleichberechtigten Fille, 
anderes als ein Unternehmen, in gewissen Fiillen wenigstens iiber die 
virtuelle Hiufigkeit etwas auszusagen? Wenn wir nun zu dieser natiir- 
lichen Verteilung gelangen wollen, werden wir damit beginnen miissen, 
dem Begriff des Mechanismus noch etwas zuzusetzen, nimlich eine, wenn 
auch sehr allgemein gehaltene, Angabe iiber die Art und Weise, die ihm 
entsprechenden Individuen zu erzeugen. Wir werden dann korrekterweise 
nicht mehr von einer virtuellen Gesamtheit, sondern eine Gesamtheit iso- 
lierter gleichbeschaffener Systeme reden. Nun gibt es ein sehr einfaches 
Mittel, sich eine solche Gesamtheit zu verschaffen. Wir nehmen ein Total- 
system der von uns betrachteten Art und zerlegen es in einem Zeitpunkt 
in beliebig viele Teilsysteme. Dieses Vorgehen wird kein ganz unnatiir- 
liches sein. Denn wer etwa beauftragt wiire, eine Menge gleichbeschaffener 
Gasgemische von dem Mischungsverhiltnis der atmosphirischen Luft zu 
liefern, wird kein einfacheres Verfahren finden kénnen, als zuniichst 
cffene GefaBe aufzustellen und dann alle mit einem Deckel zu verschlieBen, 
die Gesamtheit also durch Abtrennung aus dem einen atmosphirischen Luft- 
meer zu erzeugen. 

Wenn nun ein Totalsystem plétzlich in eine Menge von Partialsystemen 
zerlegt wird, so bekommt man eine Gesamtheit isolierter Systeme, die sich 
im statistischen Gleichgewicht befindet. Denn nach (114)—(116) ist im 
Augenblick der Abtrennung virtuelle Stationaritit vorhanden — auf die 
aktuelle kommt es hier garnicht an —, und diese muB sich auch nach der 
Abtrennung aufrecht erhalten. 

Wahlt man aber aus der so erhaltenen Menge iiberhaupt entstandener 
Teilsysteme eine groBe Anzahl aus, so wird sich auch diese Teilmenge 
im statistischen Gleichgewicht befinden. Also auch, wenn man nur einige 
durch Abtrennung vom Totalsystem entstandene Systeme betrachtet, be- 
kommt man eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, die der Stationaritits- 
bedingung geniigt. Dabei sind wir uns wohl bewuBt, schon ein wahr- 
scheinlichkeitstheoretisches Axiom anzuwenden, den Grundsatz niimlich: 
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Wenn aus einer Menge, die in gleichberechtigte Teile zerfallt, durch will- 
kiirliche Wahl eine Teilmenge ausgesondert wird, so ist die Hiiufigkeit, 
mit der ein Zustand in der Teilmenge angetroffen wird, der Hiiufigkeit 
seines Vorhandenseins in der Gesamtmenge proportional. Auf eine ob- 
jektive Deduktion dieses Satzes kann hier nicht eingegangen werden. 
Wenn sie iiberhaupt méglich sein sollte, so wird sie nur so geschehen 
kénnen, daB man das auswahlende Prinzip, sei es auch ein organisches 
Wesen, als Maschine deutet und mit zum Totalsystem rechnet. Jedenfalls 
wird man zugeben, dab die bisher iiber solche Mengen getroffenen Fest- 
setzungen nicht mehr mit vélliger Willkiir behaftet erscheinen, und dab 
wenigstens ein Weg zu ihrer objektiven Begriindung aufgezeigt ist. 

Denken wir uns jetzt eine Welt, die durch plétzliche Zerlegung eines 
einzigen Totalsystems in Partialsysteme entstanden ist. Eine beliebige, 
aber sehr groBe Teilmenge von diesen Partialsystemen wird immer noch 
eine durch (114)—(116) gegebene Hiiufigkeitsverteilung aufweisen. Wollten 
wir nun wiederum alle diejenigen ihrer Systeme zusammenstellen, denen 
eine bestimmte Energie E* zukommt, so wiirden wir wohl kein einziges 
finden, denn, obwohl sehr groB, ist die Anzahl aller in der Welt tiber- 
haupt vorhandenen Partialsysteme doch schlieBlich endlich, und auf die- 
jenigen mit der Energie E* entfillt ein verschwindend kleiner Bruchteil, 
oder, wie man auch sagt, es ist unendlich unwahrscheinlich, zwei Systeme 
genau gleicher Energie anzutreffen. Wir miissen daher eine kleine Schwankung 
fir E* zulassen, etwa so, daB alle Systeme mit einer Energie zwischen 
E* und E* + dE* als im Besitze der Energie E* angesehen werden 
mégen.*) Suchen wir daher alle in diesem Sinne die Energie E* auf- 
weisenden Systeme zusammen, so erhalten wir — das folgt aus den an- 
gestellten Entwicklungen — eine Menge isolierter Systeme, deren Vertei- 
lung durch die Formel (1) gegeben ist, eine mikrokanonische Gesamtheit, 
das Abbild einer Zeitgesamtheit. 

Wird endlich aus der Menge aller Systeme von der vermeintlichen 
Energie E*, die aber in Wahrheit eine Energie zwischen E* und E* + d E* 
besitzen, eine sehr groBe Teilmenge ausgewihlt, so wird auch diese die 
Hiufigkeitsfunktion der mikrokanonischen Gesamtheit besitzen. Wie ich 
mir alle meine Mengen vorstelle, wenn nur keine besondere Absicht in 


*) Hiermit ist aber durchaus nicht die Gibbssche Begriffsbildung der kanonischen 
Gesamtheit gerechtfertigt. Denn in unserem sehr idealisierten Falle liegt eine Ge- 
samtheit isolierter Systeme vor, deren Energie von Null bis zu sehr groBen Werten 
gleichmiBig wiichst, und es ist keine Rede von einer Systemhiufung um einen will- 
kiirlich gegebenen Energiewert. Um eine solche zu erhalten, miiSte man wohl ihn- 
lich verfahren, wie in einer friiheren Abhandlung von mir: Amsterdam Ak. Wet. Versl. 
11. Jan. 1911, S. 824—848. 
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der Auswahl angenommen wird, immer bekomme ich eine derartige Ver- 
teilung. Es tritt also neben den Begriff der im Universum real vorhan- 
denen Gesamtheit der Begriff einer beliebig ausgewihlten Menge. Aber 
gerade sie verdient jetzt den Namen einer virtuellen Gesamtheit. Die bloBe 
Vorstellung einer dem Mechanismus entsprechenden Menge fiihrt zwar 
noch keine Hiiufigkeitsvorstellung mit sich. Aber die Vorstellung, dab 
der Begriff irgendwie realisiert werden soll, bedeutet in unserem Falle, 
wo die Abtrennung bereits vorgenommen ist, nichts anderes, als dab wir 
eine Auswahl aus den schon real vorhandenen Systemen treffen. Darum 
wollen wir jetzt mit einem leichten Bedeutungswechsel da, wo wir eine 
einem Begriff entsprechende Menge sehr vieler Systeme nach Zufalls- 
gesetzen aufsuchen, von einer virtuellen Gesamtheit reden. Dann ist ge- 
zeigt, daB in einer so idealisierten Welt die virtuelle Gesamtheit das Ab- 
bild der Zeitgesamtheit ist. Hieran wird es auch nichts iindern, wenn die 
Abtrennung nicht in einem Zeitpunkt, sondern zu beliebig viel Zeitpunkten 
erfolgt. 

DaB allgemein die natiirliche virtuelle Gesamtheit ein Abbild der zeit- 
lichen ist, ist ein fraglos richtiges Axiom. Niemand wird bezweifeln, dab, 
wie bei einem einzigen Roulettspiel die Kugel in */,, der Zeit auf 0 ver- 
weilt, er auch beim Kintreten in einen Saal mit 3700 Roulettspielen in 100 
von ihnen die Kugel in der Nullstellung finden wird. Andererseits ist nicht 
einzuseben, was eigentlich der tiefere Grund fiir den geheimnisvollen Zusam- 
menhang zwischen Zeitgesamtheit und virtueller Gesamtheit sein mag. Es ist 
geradezu ein logischer Widerspruch, iiber die Hiiufigkeitsverteilung isolierter 
Systeme etwas auszusagen, iiber den Zusammenhang von etwas, was keinen 
Zusammenhang besitzt. Also muB, wenn jenes Axiom eine objektive Be- 
deutung haben soll, die Beziehungslosigkeit nur scheinbar sein, und das 
ist schwerlich anders méglich, als daB friiher ein Zusammenhang bestanden 
hat, der jetzt gelést ist. Wollte man auf dieser Grundlage eine objek- 
tive Theorie der virtuellen Gesamtheit errichten, so hitte man jedenfalls 
das trennende Prinzip sowohl, als auch das auswiihlende, von dem friiher 
die Rede war, mit in das Totalsystem einzubeziehen. Diesen Weg zu be- 
schreiten, fordert geradezu die in den Grundsiitzen der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung enthaltene Antinomie gebieterisch auf. Dafiir, dab er wirk- 
lich gangbar ist, mag aber als Vorbedeutung dienen, daB in einer sebr 
idealisierten Welt allerdings noch unter Zuhiilfenahme gewisser Wahr- 
scheinlichkeitssitze ein Zusammenhang zwischen virtueller und zeitlicher 
Gesamtheit aufgezeigt wurde. Aber die weitere Durchfihrung dieses Pro- 
gramms tiberschreitet den Rahmen der vorliegenden Abhandlung; sie wiirde 
dazu fiihren kéunen, der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine objektive Grund- 
lage zu geben, ihr wichtigstes Prinzip, das Prinzip der vleichberechtigten 
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Fille, objektiv zu deuten und alle Wahrscheinlichkeit auf zeitliche Wahr- 
scheinlichkeit zuriickzufiihren.*) Nur wire fraglich, ob man hierbei stehen 
zu bleiben hitte, ob nicht letzten Endes der Zeitbegriff wieder hinaus- 
fiele und als letztes Fundament sowohl fiir die Physik als auch fiir die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung ein Satz vom Typus der Ergodenhypothese 
betrachtet werden miiBte. 


Gottingen, den 25. Oktober 1912. 


*) Allerdings ist folgendes zuzugeben: 

Die ganze Theorie der Zeitgesamtheit beruht auf dem Axiom: 

Wird eine Zeitstrecke in gleichgroBe Teilzeitstrecken unterteilt, so kann ein 
Ereignis, dessen Eintreten wihrend der gesamten Zeitstrecke gewiB ist, in jeder Teil- 
zeitstrecke mit gleicher Wahrscheinlichkeit erwartet werden. 

Nun, dieses Axiom setzt, um iiberhaupt verstanden zu werden, die virtuelle 
Gesamtheit voraus. Aber man wird nicht nétig haben, hierbei stehen zu bleiben, 
sondern nach einem héchsten Prinzip suchen, einem geometrischen Satz vom Typus 
der Ergodenhypothese. 


14° 
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Berechnung eines bestimmten Integrals. 


Von 


Geore Pérya in Budapest. 


Vorliegende Note behandelt zwei Integralformeln (die Formeln (5) 
und (6) des Textes). Formel (5) wurde in einem speziellen Falle und in 
einer etwas verinderten Gestalt von Sommerfeld*) gefunden; (6) entsteht 
durch Spezialisierung einer Formel von Bierens de Haan**); fiir beide 
Formeln gebe ich neue Beweise.***) 

Herr Paul Hertz betrachtet in seiner Abhandlung+): ,,Uber die sta- 
tistische Mechanik der Raumgesamtheit usw.“ eine Funktion S,(y). Die 
Formel fiir S,(4) ist der von Sommerfeld bemerkte Spezialfall der Formel (5). 
Wegen ihrer Wichtigkcit in der statistischen Mechanik will ich einige 
Kigenschaften von S,(y) in IIL. zusammenstellen. 


L. 
Ich will das Integral Sf: . { ‘da, diy: -- dz, berechnen, wo das n-di- 
(Rp) 


mensionale Gebiet RK, durch die » +1 Ungleichungen 
—a,<4,<+4,, —a,<a4,<+a,, ---, —a4,<2,<+4,, 


— On43 St Mgt: +275 44,4; 
begrenzt ist. 


*) Sommerfeld, Eine besondere anschauliche Ableitung des GauBischen Fehler- 
gesetzes. Boltzmann-Festschrift, 8. 848—859. 

**) Bierens de Haan, Nouvelles Tables d’intégrales définies 1867, Table 371, Nr. 5. 
Exposé de la théorie... et des méthodes d’évaluation des intégrales définies 1862, 
8. 344—346. 

**) Der Inhalt von I und II ist meiner Dissertation entnommen: Uber einige 
Fragen der Wabrscheinlichkeitsrechnung und iiber bestimmte Integrale, die damit 
zusammenhingen. Budapest 1912 (Ungarisch). 

+) P. Hertz, Uber die statistische Mechanik der Raumgesamtheit und den Be- 
griff der Komplexion. Math. Ann. 74, 8. 153—203. (Die Arbeit hat mir im Manuskripte 
vorgelegen.) 
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Ich teile den n-dimensionalen Raum durch fdquidistante Ebenen, die 
parallel den Koordinatenebenen liegen, in lauter kongruente Wiirfel vom 


Inhalte (—)" und ich ordne jedem Wiirfel diejenige seiner 2" Ecken zu, 
deren simtliche Koordinaten nicht kleiner sind als die entsprechenden 
irgend einer anderen Ecke. Nun greife ich diejenigen Wiirfel heraus, deren 
Eckpunkte zur ersten Koordinate irgend eine Zahl aus der ersten Zeile 
haben, zur zweiten Koordinate irgend eine Zahl aus der zweiten, ... zur 
n" Koordinate irgend eine Zahl aus der nx" Zeile der nachfolgenden 
Tabelle: 


. _— _ [ma,] _ weai—s Ff 1 [ma,] 
“1 m ? m ? m’ > m? m 
hoes, ual [mag] - [ma,J—-1 1 1 ate [ma,] 
3 m ? m 4 m’? ~? m? m 
r= — 4) _[ma,J—-1 1 1 [ma,] 
“s m ’ m ? m? 9? m? m 


Von diesen (2[ma,| + 1)(2[ma,] +1)---(2[ma,] +1) Wiirfeln will ich 
nur diejenigen beibehalten, deren Ecken (2,,%,,--+«,) der Bedingung 


srs See <2,+ Ly + ae * Ly < + ved 
geniigen. Setzen wir 

4 's tp 

a ee ee ee i te 
so muB also i,+i,+---+ 7, eine der folgenden 2[ma,,,| +1 ganzen 
Zahlen sein: 
iit |ma, i], iP vegttines, 1, 0, + l, “7 [ma, ,1]. 

Bestimmen wir die Anzahl der beibehaltenen Wiirfel. Ich denke mir zu 
diesem Zwecke das Produkt 


(e~ (malta 4 aah + e7i« + 1 + ef@ 4 ae + elma}ia) 
(e7~ (ma,jia 4 ee + e7~ te 4 1 + eit ae Rees + elm a,jia) 
(e~ (mania 4 a = e7 fe 1 + eet a | elm an) $®) 
ausmultipliziert, und ordne dem Wiirfel mit der Ecke 
i i, a 
(3, nu _) 


eatat: tiie 


das Glied 


des ausmultiplizierten Produktes zu. Die gesuchte Anzahl ist nichts anderes, 
als die Summe der Koeffizienten aller Glieder 


em (man +i)éa et oo. 1, et ee el™ 4p +, ta 
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in der Entwicklung des ausmultiplizierten Produktes nach den Potenzen 
von e**. Nun ist 


ere... pemte nd gion... 4 rte 
sin (2 +1) ) 
=1+ 2cosa+---2cosva = 


sin ~ 
2 


und unsere Aufgabe kann so formuliert werden: die Funktion von « 


sin (2[ma,} + 1)— sin (2[ma,]+ 1) = sin (2[ma,] + 1) = 
- ——_—_—__———— 2 . —— - 2 “*e 





si @ in a - &@ 
in 2 81 ry eat 
kann in eine endliche Kosinusreihe mit lauter ganzen positiven Koeffi- 
zienten entwickelt werden; wir haben die Summe der Koeffizienten von 
1, cosa, cos2a, cos3a, ---cos(ma,,,ja 


zu bilden. Diese Summe kann aber wegen der Orthogonalitit der Kosi- 
nus geschrieben werden: 


ve sin (2[ma,] + 1) 
tf = (1+ 2cosa + ---+ 2cos[ma,, Ja) da 
—ni=1 => 


2 


Ich multipliziere nun die so erhaltene Anzahl mit dem Inhalte eines 
Wiirfels (<)" und erhalte fiir lim m = oo 


» . 14 **! sin (2[ma,] +1) — 
ff- f dada, -dz, —lim (=) ,' ha IT see * da 
(Rn) wisi mn i=! kt | 


(1) 


n+1 


; 
sin (2[ma;] + 1)a 
ow mer J UT sin « da. 


Der Ausdruck rechts kann leicht auf eine von m unabhingige Form ge- 
bracht werden mit Hilfe des folgenden Hilfssatzes. 


Es sei o(m,«a) eine Funktion, die fir m=1,2,3,--- und fiir 


0<ae< ; unter einer endlichen Grenze liegt; dann ist 


z. tinal 4 
in 3 frtnn FJ EN ae 
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In der Tat, es ist 


1 


m ¥ 


2 v 
f |sin = du +4 “SII “ewe d 
1 i=1 


0 i=1 


Man beachte die Tatsache, daB 


sin(2[ma,]+1)a_ sin2 ine a 
sine 82 


+ sin 2[ma,]«(cotg « - ~) + cos 2[ma,|« 


(2) — SSinals 5 ,(m, o) 
i , 

wo ,(m,«) (oder das Produkt von einer Anzahl solcher Funktionen) die 

Bedingungen des Hilfssatzes erfiillt. Setzen wir diese Ausdriicke (2) in 

die rechte Seite von (1) ein, so erhalten wir 2"*' Glieder. Das erste lautet 


; a+1 


(3) lim 5 3 ~=J II sin 2 meds g 


i=1 


die folgenden 2"+'— 2 Gilieder verschwinden kraft unseres Hilfssatzes, 
wihrend das letzte Glied aus anderen, leicht ersichtlichen Griinden Null wird. 
Vertauscht man die Integrationsvariable 


2ma = x, 
so geht (3) in den Ausdruck 
248 | in !™ we sin 4a)... gin (MOnes] 
‘4 3 m m 
(4) lim J - ae 


0 


iiber. Man hat nun ahnlich wie beim Ubergang von (1) zu (3) 


. [ma,] [ma;|— ma 
sin x : sin 
m sin a,x [ma] — ma, ., imal + ma 2m 
x x m 2m [ma;] — ma, 
x 
2m 
__ Sin ajx 
+= v, (m, 2), 
wo 


| p(m, 2)| <1 m=1,2,3,--- 
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Nach Einfiihrung dieser Werte von 


he [ma,] 
m 
x 
in die rechte Seite von (3) bekommen wir wieder 2"+! Glieder. Das 
erste ist 


(¢=1,2,--n+1) 


lim 2" +1 po sin a,x -- seh 
m=0 ™ e a"*! : 
die nachfolgenden 2"+'— 2 Glieder verschwinden, da 
“yy, sin a,2| 
Lea | x dx ” 0 
ist, waihrend das letzte Glied aus ahnlichen Griinden verschwindet, wie in 
dem eben betrachteten Fall. (Man beachte, dab n + 12> 2). 
So gelangen wir zur Gleichung 


(5) Sf . Lf dx,azy, os az,—-7— a a a ett? ay, 
ad x 
(Rn) 0 
Man kann zu dieser Formel (5) auch mit Verwendung des diskonti- 
nuierlichen Faktors gelangen, und vielleicht etwas kiirzer; jedoch schien 
mir der eben gegangene Weg (Abzihlung der Gitterpunkte mit Hilfe einer 
erzeugenden Funktion) der eigentlich der elementaren Wahrscheinlichkeits- 
rechnung entlehnt ist, von mehr Interesse zu sein. 


IL. 
Es besteht die Formel 


. . . vy . 
; CS Pane one" 5, 2 1), Hea Hn ng) 


6)— 


wo die Summe ZX’ so zu verstehen ist: man ordne die 2”+! Ausdriicke 


&, Gy Hb fay + Egg ts + E41 G 4 (&, &,; 8 4,=+1) 
in 2" Paare, indem man jene beiden Ausdriicke zu einem Paare zusammen- 
wirft, die zu den beiden entgegengesetzten Wertsystemen ¢,, é, &,---&, 4; 
und — &,, — &, —&s,--:—é,,, gehdren; entweder verschwinden beide dem- 
selben Paare angehérigen Ausdriicke, oder der eine ist positiv und der 
andere negativ. In der Summe 2’ wird aus jedem Paare nur ein Glied 
beibehalten, und zwar das positive; wenn zufilligerweise beide verschwin- 
den, soll das eine (willkiirlich welches) doch der Summe 2” zugefiigt 
werden; so hat 2’ immer 2" Glieder. Der Buchstabe » bedeutet die An- 
zahl derjenigen unter ¢,, &, &,---&,4,, die =—1 sind. 





a 
’ 
gt! n! 








di 


di 
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Die Forme! (6) wird durch Residuenrechnung erhalten, wenn man 
das Integral 


an+1 r 


sec 1)" Gy + hy Gg ts +P +1 Fn 41)% 
x 
den geschlossenen Weg entlang fiihrt, der auch zur Berechnung von 


Ff mn? ae benutzt zu werden pflegt.*) Sie kann aber auch durch voll- 


stindige Induktion oder auch durch geometrische Betrachtungen verifiziert 
werden, denn die rechte Seite ist die (algebraische) Summe der Volumina 
von 2" n-dimensionalen ,n + 1-Zellen“, deren jede eine rechtwinklige Ecke 
hat, von welcher aus, parallel den » Koordinatenachsen, » einander gleiche 
Kanten (von der Liinge ¢,a, + ea, +---+ &,,,4,,,) laufen. 

Die rechte Seite von (6) stellt in verschiedenen Gebieten des » + 1- 
dimensionalen Raumes (a,, @,4;,---, @,,,), welche von 2" durch den 
Anfangspunkt gehenden Ebenen geschieden sind, verschiedene ganze ratio- 
nale homogene Funktionen n*" Grades der »+ 1 Argumente dar; an 
den die Gebiete scheidenden Ebenen gehen dieselben samt ihren partiellen 
Derivierten bis zur » — 1” Ordnung einschlieBlich stetig ineinander tiber. 

Aus Formel (6) 1aBt sich durch Differenzieren und durch Spezialisierung 
der Argumente eine Menge von Formeln herleiten, wenn man auf die 
geometrische Bedeutung der linken Seite achtet. Die linke Seite bedeutet 
namlich nach (5) den m-dimensionalen Inhalt des Gebietes R,, wiihrend 
ihre erste partielle Derivierte nach a, den m—1 dimensionalen Inhalt 
derjenigen beiden, einander kongruenten und gegeniiberliegenden Grenz- 
flichen des Raumes R, bedeutet, die in den ,Ebenen“ 7, = —a, und 
z, = +a, liegen. Ahnlich steht es natiirlich mit a,, a3, ---, @,; die par- 
tielle Derivierte nach a,,,, sowie die partiellen Derivierten héherer Ord- 
nung bedeuten den Inhalt anderer Grenzgebiete des Raumes bzw. die 
Inhalte der Projektionen von Grenzgebieten. 

Ich méchte bei dieser Gelegenheit nur die einzige Formel anfihren 


nir 
oo band. 


i 2 
(7) fey cos rz dx = 7a yi = (—1)"(ntr—2v)"-! 
0 man | 


wo man entweder beidemal + oder beidemal — lesen soll**). 


*) Vgl. z. B. Goursat, Cours d’Analyse II (2™° édition), 8. 112, Fig. 62. 

*) Bierens de Haan, Tables d'int. déf. Table 202, Nr. 7, 9, 39. Nouvelles Tables 
dint. déf. Table 159 Nr. 15, 16, 28. Laplace, Théorie anal. des probabilités (3™° 
édition) 8. 169, Oeuvres 7 (1886), 8. 172. Formel (7) stimmt im wesentlichen iiberein 
mit Formel (2), (3) der Sommerfeldschen Abhandlung, 1. c. 8. 855, nur bei Sommer- 
feld ist der Wert des Faktors N unrichtig. Seine geometrische Ableitung kann von 
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UL. 
Setzen wir . 
n=k, a, —a,=—:--=aq,= =. 4, = 4Vk, 
so bedeutet 


°° ° x A 
? . k+1 > sin > . mt 
[f---fax, ax,---dx, =? | "| an aybe 2, 
O e Be x zx 
(*,) 


«o 


_? he “) sin 2Vknx ‘in 


He 2 | x 
0 


den Inhalt eines k-dimensionalen Wiirfels von der Kantenliinge 1, dessen 
zwei gegentiberliegende Ecken durch zwei Ebenen abgestumpft sind; die 
beiden Ebenen liegen normal zu der die beiden Ecken verbindenden 
Diagonale, im Abstande 4 vom Mittelpunkte des Wiirfels. 

Der k— 1-dimensionale Inhalt der Schnittfigur des Wiirfels und einer 
Ebene ist*) 


ge, 1 a : a 
(8) = £ ff--fax. dz, --- dx, -vi= {(@*) cos 2Vkynxdzr = S,(n). 
(R,) 0 


Mit dieser Funktion S,(y) beschiftigt sich Hertz; seine Formel (97), fiir 
welche er eine geometrische Ableitung gibt, laBt sich jetzt aus (8) dieser 
Note durch einfache Rechnung bestitigen. 


» i k-1 
Si(n)=—k ‘je 2 sin x sin 2Vk ynadx 


x 


0 
° . k—1 - ¥ ; k-1 > 
—k— ("=") cos (2Vkn+1)a—k s (a4 cos(2Vken — 1) 
0 


0 


~ ail Vita sya) 8 Viti se) 


diesem unbedeutenden und fiir den sonstigen Inhalt der Arbeit belanglosen Versehen 
leicht gereinigt werden, wenn man den Inhalt einer ,,n-dimensionalen reguliren 


a 
(n+ 1) Zelle von der Kantenlinge 1“ als das Produkt a . 2 . ee see = berechnet, wo 


a =1, (')'p 021, (0) pata. (224-1) 4 apa. 


n / 
*) Abgesehen von den Bezeichnungen, identisch mit Formel (7) von Sommerfeld, 
lL. c. 8. 858; diesen speziellen Fall von (5) hat Sommerfeld gefunden. Vgl. noch 
Maurer Uber die Mittelwerte der Funktionen einer reellen Variablen“‘, Math. Ann. 47 
(S. 263—280], S. 266. 





be 
Fe 
di 


In 


Ww 
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Man kann aus (8) lim & (4) berechnen*). Das Resultat der Rechnung 


benutzte Sommerfeld zu einer einfachen und anschaulichen Herleitung des 
Fehlergesetzes. Ganz einfach geschieht die Rechnung so: man vertauscht 
die Integrationsvariable 


Vix =Vby, 


mm Vey , 
(9) S.(y) = wit Vy ")sos2Vo una 
EY 


Fiir lim k = co verschwindet der Teil des Integrals (9) von Vk bis oo, 
denn er ist kleiner als 


3 v dy ke? 2 1 1 koe24 1 
»VEs =f 4 =——"> 5-3 =” : ~ k= 
; 


6 1 6? k 2 kK? 6 2 
? 


Im Intervall 0 < y <YVk ist 


sin ) _* 7 
k 7 y? k = y 
( 4 }< (4 t) se" 
Viv. 

Also verschwindet auch der Teil des Integrals (9) von log k (z. B.) bis 
Vk fir lim k = oo, da er kleiner ist, als 

ye. 

V6 2 ; . e 10" dy 
log & 


und da das unendliche Integral von e '°  konvergiert. 


Wenn —1<a<+1 ist, so ist *>1l+a=— —< also ist 


(10) (l—a@*)e-*< 1-ace* (—ls<a<+1). 
Fiir 
O<y<clogk 


*) Vgl. Laplace, 1. c. dieselbe Seite; Maurer, 1. c. S. 267—270; Sommerfeld, 
l. c. S. 859. 
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ist 


y Vie 


y yy, 
i—-;,s 6 Sl-y tp 
Viv 
und indem man (10) anwendet, folgt 
; . 48 
sin |/ - y rn 
0-WYers| Vi )sertt 
k = F = 
EY 


also 

logk / sin /*y k bets nat — 

/ (( : e) -er) o2Vinv <(« : -141—-(1- : ) | frre 
und die rechte Seite strebt ersichtlich gegen Null. — So gelangen wir 


zur Gleichung 
, -2¢ aie = 
(11)*) lim S,(n) = V6 fi cos 2 V6 ny dy -V%e oH. 


Die Konvergenz ist gleichmiibig in y. Die Ableitung ist so eingerichtet, 
daB sie auch zum Beweise der Gleichung 


lim S,(n) = —12 = fe-vy sin 2V6ny dy = is lim S,(n) 
k=@ 6 
sich eignet. 


*) Fiir die benutzte Integralformel vgl. z. B. Jordan, Cours d’Analyse (2™* édition 
II, S. 288. 
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Uber die Laplacesche Reihe. 


Von 


T. H. Gronwatt in Princeton, N. J. (U. 8. A.). 
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Es sei K eine Kugelfliche vom Radius 1, und die Punkte derselben 
seien auf ein beliebig orientiertes geographisches Koordinatensystem be- 
zogen, in welchem @ die Poldistanz und @ die geographische Linge be- 
zeichnen mége. Ferner sei {(@, gm) eine eindeutige Funktion des Ortes auf 
der Kugelfliche, und diese Funktion sei im gewéhnlichen (Riemannschen) 
Sinne integrierbar, d. h. es existiere 


J (1, 9) do, 


wo do=sin 0d0dq das Flichenelement der Einheitskugel K ist. Es be- 
zeichne jetzt (6’, p’) irgend einen Punkt der Kugelfliiche, do’ das zugehérige 
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Flachenelement, y den durch die Bedingung 0 < y <2 eindeutig fest- 
gelegten Winkel zwischen den beiden Vektoren vom Kugelmittelpunkte 
nach den Punkten (0, q) bez. (0', gp’), sodaB 


cos y = cos 6 cos 6 + sin @ sin # cos (@ — g’) 


ist, und endlich P(x) das n“ Legendresche Polynom. Dann lautet die 
zur Funktion [{(0,p) gehirige Laplacesche Reihe 


~ 

Y2n+1 

oe « 
nN 


f(4, ~) ~— fre, @ ) P_ (cos y)do’, 


a=0 
wo das Aquivalenzzeichen ~ andeutet, daB die Reihe zuniichst rein formell, 
ohne Konvergenzriicksichten, gebildet wurde. 
In dem wichtigen Sonderfalle, wo f(@,q) von g unabhiingig ist, 
werde cos@=2z und /(0, p)=—/(cos 0)=/f(x) gesetzt; dann geht die 
Laplacesche Reihe in die Legendresche Reihe iiber: 


((2)~>'¢,P.(@); 


1 
¢, = tt fe) Paar. 
-1 


Von der vorliegenden Abhandlung ist der erste Teil (§ 1—§ 5) den singu- 
liren Erscheinungen gewidmet, welche in bezug auf Divergenz bez. un- 
gleichmaBige Konvergenz der Laplaceschen Reihe einer stetigen Funktion 
auftreten kénnen, wihrend im zweiten Teil (§ 6—§ 9) von der Summation 
jener Reihe nach dem Verfahren der arithmetischen Mittel die Rede sein wird. 

Um einen Uberblick tiber die erzielten Resultate zu gewinnen, ist es 
niitzlich, einige bekannte Tatsachen iiber die Fourierschen Reihen zum 
Vergleich heranzuziehen. 

Das erste Beispiel einer fiir 0 < x < 2a stetigen Funktion f(x), deren 
Fouriersche Reihe 


f(a)~ > + > (a, cosnaz +b, sinn a) 
a=1 
an einer Stelle (bez. an abzihlbar unendlich vielen Stellen) divergiert, 
wurde von Paul Du Bois Reymond angegeben.*) 
Der tiefere Grund dieser Erscheinung wurde von Herrn Lebesgue 
*) P. Du Bois Reymond, Untersuchungen iiber die Konvergenz und Divergenz 
der Fourierschen Darstellungsformeln, Abhandlungen der Bayerischen Akademie der 
Wissenschaften (Miinchen), math. phys. Klasse, 12 (1876). 
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aufgeklirt, welcher nachwies, daB der absolute Betrag der Summe der 
n+ 1 ersten Glieder der zu f(x) gehérigen Fourierschen Reihe, wenn 
man f(x) auf die Klasse aller absolut integrablen Funktionen vom abso- 
luten Betrage < 1 fiir 0 < x < 2a beschrankt, fiir ein gewisses f(x) dieser 
Klasse im Punkte z = x, ein Maximum @,(%)) besitzt, welches mit n ins 
Unendliche wéchst.*) Es ist leicht zu sehen, dab 9,(a))=—@, von a un- 
abhiingig ist; die Konstanten 9, (n=O, 1, 2,---) wurden von Herrn Fejér 
»Lebesguesche Konstanten der Fourierschen Reihe“ genannt; Herr Fejér**) 
bestimmte auch die Art des Unendlichwerdens von 9,, indem er die Exi- 


stenz von lim (0, —=:log n) nachwies. Auf dem alleinigen Grund des un- 


endlichen Anwachsens von @,(2,) gab Herr Lebesgue***) ein Verfahren an, 
um fiir 0 < 2 < 22 stetige Funktionen zu konstruieren, deren Fouriersche 
Reihen fiir 2 = 2, die Du Bois Reymondsche Singularitiét aufweisen, d. h. 
fiir «=, divergieren. Ferner zeigte Herr Lebesgue auf Grund derselben 
Eigenschaft von @,(x)), dab es fir O0< a2 <2 stetige Funktionen gibt, 
deren Fouriersche Reihen zwar iiberall konvergieren, aber in der Umgebung 
von =, nicht mehr gleichmiBig. Dieses Verhalten wird nach Herrn 
Fejér ,,Lebesguesche Singularitit* genannt. 

Die auf dem angedeuteten Wege konstruierten Fourierschen Reihen 
haben Koeffizienten von iiuBerst komplizierter Form; es ist nun Herrn 
Fejéry) gelungen, eine unendliche Folge von Konstanten ¢c, anzugeben, 
welche einem einfachen arithmetischen Gesetze gehorchen und die Eigen- 
schaft besitzen, daB die Reihen 


> c, COSNz, 


n=0 
) 


> ¢, Sin nz 


n=0 
die Fourierschen Reihen je einer fir 0<2< 2 stetigen Funktion sind, 
von denen fiir = 0 die erste die Du Bois Reymondsche, die zweite die 
Lebesguesche Singularitit aufweist. 


*) H. Lebesgue, Legons sur les séries trigonométriques (Paris, Gauthier-Villars 
1906), § 45 (S. 86). 

**) L. Fejér, Lebesguesche Konstanten und divergente Fourierreihen, J. f. Math. 
138 (1909), S. 22—53. Vgl. auch T. H. Gronwall, Uber die Lebesgueschen Konstanten 
bei den Fourierschen Reihen, Math. Ann. 72 (1912), 8. 244—261. 

***) H. Lebesgue, |. c., § 46—47 (S. 87—89). 

+) L. Fejér, Sur les singularités de la série de Fourier des fonctions continues, 
Annales de l’Ecole Normale (3) 28 (1911), S. 68—104, wo auf S. 67 ein Verzeichnis 
seiner vorhergehenden Arbeiten iiber denselben Gegenstand zu finden ist. 














216 T. H. Gronwatu. . 


Nach dem vorhin im Spezialfalle der Fourierschen Reihen erwahnten 
Verfahren von Herrn Lebesgue, welches von Herrn Haar*) weiter aus- 
gebildet wurde, lassen sich bei jedem orthogonalen Funktionensystem, fiir 
welches der analog definierte Ausdruck 9, (2) mit m ins Unendliche wiichst, 
stetige Funktionen angeben, welche fiir z = 2 die Du Bois Reymondsche 
Singularitit aufweisen. Fiir die Lebesguesche Singularitat gilt, unter ge- 
wissen weiteren Voraussetzungen iiber das Orthogonalsystem, dasselbe.**) 
Herr Haar hat |. c. nachgewiesen, daB fiir die Legendresche Reihe und 
% = 0 der Ausdruck @,(%,) mindestens von der GréBenordnung log mit 
mv unendlich wird. 

In der vorliegenden Abhandlung werden nun, nachdem in § 1 einige 
Hilfssitze tiber die Kugelfunktionen gegeben worden sind, in § 2 die Aus- 
driicke ¢@,(6,, g) fiir die Laplacesche Reihe in Betracht gezogen. Es er- 
gibt sich sofort, daB ¢,(6,, m)) =, von 9%, m, unabhiingig ist, und fiir 
dieses 9, (welches mit dem fiir = 1 eintretenden Maximum des mit 2, 
veriinderlichen o,(”,) der Legendreschen Reihe identisch ist) wird die 


Grenzformel a 
? &® _¢ 2 
lim Vi = 2? 


n=o Yr 


aufgestellt. Fiir die weiteren Entwicklungen gebrauche ich zwar wesent- 
lich nur das Haarsche Resultat tiber 9,(0) der Legendreschen Reihe, aber 
es ist doch von theoretischem Interesse, durch obige Gleichung festzustellen, 
daB o, viel schneller als log m ins Unendliche wiichst. 

In § 3 wird mittels eines sehr einfachen Kunstgriffes gezeigt, dab 

> %P.(2); 

n=1 
wo ¢, die vorhin erwaihnten Konstanten des Herrn Fejér sind, die Legendre- 
sche Reihe einer fir —1<2< 1 stetigen Funktion ist, welche fiir = 1 
die Du Bois Reymondsche Singularitait aufweist. Eine derartig einfach ge- 
baute Reihe habe ich aber fiir die Lebesguesche Singularitét nicht auf- 
finden kénnen. 

In § 4 wird nach der Lebesgue-Haarschen Methode ein Beispiel einer 
stetigen Funktion f(x) gegeben, deren Legendresche Reihe die Du Bois 
Reymondsche Singularitiit fiir «0 aufweist, wobei in Gegensatz zu den 
genannten Autoren bis zum expliziten Ausdruck fiir f(x) vorgedrungen wird. 


*) A. Haar, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensysteme, Erste Mitteilung, 
Math. Ann. 69 (1910), S. 331—371. 

**) H. Lebesgue, Sur la divergence et la convergence non-uniforme des séries de 
Fourier, C. R. 141 (1905), S. 875—877. 
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Im AnschluB an die Entwicklungen des § 4 wird in § 5 zum ersten 
Male ein Beispiel einer fir — 1 <2 <1 stetigen Funktion gegeben, deren 
Legendresche Reihe fiir « = 0 die Lebesguesche Singularitiit besitzt. 

Im zweiten Teil (§ 6—§9) wird die Summation der Laplaceschen 
Reihe nach dem Verfahren der arithmetischen Mittel behandelt. Es sei 


Ut hte -+uUt:-- 
eine beliebige (konvergente oder divergente) Reihe, uud es werde gesetzt 
&, =Utuyt:--+4,, 
e Tat TS 


n n+1 4 
gs? we OTT +H 
" n+1 4 
—1 -1 (r—1 
Ha StS ts te, 
n 


n+1 ? 


wenn 

lim s”) =a 
existiert, so ist die vorgelegte Reihe swmmierbar r*” Ordnung mit der 
Summe a. 

In einer grundlegenden Abhandlung hat Herr Fejér*) gezeigt, dab 
die Fouriersche Reihe jeder (absolut oder nur bedingt) integrablen Funk- 
tion f(x) summierbar erster Ordnung mit der Summe f(z) ist in jedem 
Punkte, wo f(x) stetig ist. In einem Dirichletschen Unstetigkeitspunkte, 


wo lim f(a+«)=f(a+0) und lim f(a—e) =/f(a—O0) beide existieren, 
e=0 e=0 


ist die Summe _ (f(a +0) + f(@—)). 


Herr Fejér**) hat ferner bewiesen, dab die Laplacesche Reihe jeder 
absolut integrablen Funktion /(@, m) summierbar zweiter Ordnung ist mit 
der Summe /(4, p) in jedem Stetigkeitspunkte. In bezug auf die Summier- 
barkeit erster Ordnung hat Herr Haar***) gezeigt, dab die Legendresche 
Reihe jeder fiir — 1 <a <1 stetigen Funktion erster Ordnung summierbar 
= f(x) ist in jedem Punkte mit Ausnahme der Endpunkte z= +1, wo 
sich die Frage, wie Herr Haar ausdriicklich hervorhebt, nach seiner Me- 
thode nicht erledigen lit. Unter gewissen engeren Voraussetzungen iiber 


*) L. Fejér, Untersuchungen iiber trigonometrische Reihen, Math. Ann. 58 (1904), 
8. 51—69. 
“*) L. Fejér, Uber die Laplacesche Reihe, Math. Ann. 67 (1909), S. 76—109. 
***) A. Haar, Uber die Legendresche Reihe, Rend. Cire. Mat. Palermo 32 (1911), 
8. 182—142. 
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f(x), z. B. der beschriinkten Schwankung, wird die Aufgabe von Herrn 
Chapman*) gelist. 

In § 6 werden nun die Lebesgueschen Konstanten erster Ordnung @), 
der Laplaceschen Reihe eingefiihrt, welche in bezug auf die Mittel erster 
Ordnung s\, ihnlich definiert werden wie die in § 2 eingefiihrten Lebesgue- 
schen Konstanten nullter Ordnung 9, in bezug auf die Summen s,. Es 
wird gezeigt, daB die 9, im Gegensatz zu den 9,, fiir alle Werte von » 
beschriinkt bleiben, und auf Grundlage dieses Ergebnisses gelingt in § 7 
der Beweis eines Satzes, der das Hauptresultat der vorliegenden Abhand- 
lung ist und sich folgendermafen aussprechen laBt: 

Die Laplacesche Reihe einer jeden absolut integrablen Funktion [(6, —) 
ist sumimierbar erster Ordnung mit der Summe {(0,) in jedem Punkte, wo 
die Funktion stetig ist, und in einem Bereiche, welcher ganz innerhalb eines 
Stetigkeitsbereiches liegt, ist die Summierbarkeit gleichmdpig. 

Dieser Satz wird ferner ausgedehnt auf Unstetigkeitspunkte, welche den 
Dirichletschen Unstetigkeitspunkten bei der Fourierschen Reihe analog sind. 

§ 8 bringt eine neue Ableitung der Resultate des Herrn Fejér iiber 
Summierbarkeit zweiter Ordnung bei absolut integrablen Funktionen. 

In § 9 wird endlich die Summierbarkeit zweiter Ordnung der Laplace- 
schen Reihe einer nur bedingt integrablen Funktion untersucht, sowie zum 
SchluB die Frage nach der Summierbarkeit erster Ordnung fiir solche 
Funktionen auf ein Problem der Theorie der Fourierschen Reihen zuriick- 
gefiihrt, welches an einen Ansatz von Riemann ankniipft, und dessen Er- 
ledigung sehr wiinschenswert wiire. 


Erster Teil. 


$1. 
Einige Hilfssiitze aus der Theorie der Kugelfunktionen. 


Aus den Elementen der Theorie der Kugelfunktionen sind die folgenden 
Formeln bekannt: 


(1) P,I)=1, P.-)=( 1%, P(—2) = (— 1)" P.@); 


(2) P,(x)| <1 (—1<2<1); 
3) 472) 8+ (@ Pix) — P,,1(0)); 


*) 8S. Chapman, On the general theory of summability, with applications to 


Fourier’s and other series, Quarterly journal of mathematics 43 (1911), 8S. 1—42. — 
On the summability of series of Legendre’s functions, Math. Ann. 72 (1912), 8. 211—227. 
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P,(@)P, 41) ay P41 @)P,y) 
y—x : 





(4) s,(2, y) = >'(2v+-1)P, (2) P,(y)= (+1). 


— Prgi@), 
li—z ’ 


. — , P,, (2) 

(5) 8,(2) =s,(@,1) => 2v+1)P(2) =(n41)- 
dP dP. 

@) a) + HE. 


dz 


Ferner besteht nach Stieltjes*) far 0 < @< a die folgende asymptotische 
Formel, welche eine Verallgemeinerung der bekannten Laplaceschen Formel ist: 


r(3) T(n+1) | cos ("3+*o— =) cos (ax “9 —*) 


T\ D (en _ 2 4 1? 
(7) P,(cos0) =~ PT i ‘as. CC 
(n+ + 2) a (2 sin 0)” (2 sin 6)* 
2n+2p—1 2p—1 
12.3%. 5%...(2p — 3)? cos ( ae z) 
+ 34-6. — 2) (2m +3) (2n-+5)---(2n-+ 2p—1) — — 
(2sin@) * 
1*.3*.5?.. -(2p—1)? M(p, n, 9) 
F 9:4-6...2pQ@n+3)Qn+8)--@n42p41) — Sp+i |? 
: (2sin@) * 
wo 
0<0<2 
(8) M(p, n, 0)| <2 (>=o, 1,2, --- ; 


n=(,1,2,--- 
Aus (7) und (8) wollen wir nun einige naheliegende Folgerungen ziehen. 
Fiir p = 1 wird (7) 
1 
r(3) T(n +1) 

2 _—" 2n+1 x M(1, n, 9) 
(9) P,(cos 6) = cos (——, — 89 — —) + al’ 

x r(ots+1) yaaa ( 2 7) ia hacks 


Hierin setzen wir, unter 4 eine ganze Zahl verstanden, 


44—12 % x a n+1 
O= @n+12+ @nti@i—i 6’ sesh, 1<as[ 2 ], 
sodaB 
214—1 a 1 a 24—1 
anti ™ <%< 3 tanzi' 6 ~*~ angi” 


*) T. J. Stieltjes, Sur les polynémes de Legendre, Annales de la Faculté des 
Sciences de Toulouse (1) 4 (1890), S. Gi—G17. 


15* 
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Dann wird 
2n+1 x x * x — 1 x 
cos ( ; 6— ;) — cos (4x — - tea) CD % $ID 55-5 * je? 


, ‘ Ss sin x , 
und indem wir beriicksichtigen, daB ~~ monoton abnimmt, wenn x von 


0 bis * wiichst, und folglich 


2 
sin sz > — 2 (0<2<F ‘ 
= @ = = s 
‘ ‘ i c 4 
sin x = sin (w7— a) > —(a—2) (2 <z<z), 
so bekommen wir nach (8) 
| 2n+1 a M (1, n, 4, 1 x 1 
‘cos ( + q— ) — | ak - o) > sin ( oi )- ee 
2 4 4(2n+3)sin#, = 24—1 12 2(2n-+- 3) sin #, 
‘ ( 1 *) 1 
> 80 \33 —1 ‘12 004 nee! 
ols o)s8 7 
er 2n+1 
1 - £ 1 
= ii ™ i2 — 2 24—1 


2(2n + 3)- = *iati” 
1 _ # 1 
> oq 3 (sin 2 t) 7S 
Wenn in Kroneckers Bezeichnungsweise 
+1, a>0 
sgn. a = 0, a=( 
|_ l,a<t 
geschrieben wird, so hat demnach der Ausdruck rechts in (9) das Vor- 
zeichen seines ersten Gliedes, d. h. 
2n+1 F ; 2 
sgn. P (cos 6.) = sgn. cos ( ; 6—=) = (—1)x. 


Es seien jetzt x, ,, %,,°**, Z,,, die Wurzeln von P,(x) = 0, wobei 


1 > Ey, > Fy oe > Lan > eas 1; 
setzen wir ferner 


(10) a.= cos 9, a) 0 < 9, < T, 


so wird nach dem eben Bewiesenen 


, 1 a 


(11) 44—12 1 x 44—l a . : 
} +12 @n+1)@i—1) 6’ 


@n+i 2 (2n41)24—1) 6 ~ "AmS an 


4—1,2,--.,["=*] 
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sowie, da zufolge (1) z,,,= — 2,1_2,, ist, 
6 4i4—12 1 bs 4 44—1 a2 
(12) Qn+12 (2n+1)Q@n—214+1) 6 <9in<e 2n+1 2 
1 bf n 
+ @n4+1)@n—2441) 6’ 1—["F =|+1,-+4 
‘Aus (11) und (12) folgt, indem wir fiir 24-—1 bez. 2n—24+1 die 


untere Grenze 1 einsetzen, 


é 64—2 6-4 
= an$1 5 << an pi a? A=1, 2,--+, 0. 
Fir p = 0 gibt (7) 
1 
9 >)F@+1) ' 
P, (cos 0) = — r (3) _ MO, n, 9) | 


r(n+1+3) V2sine ’ 


ferner ist, wie aus der bekannten asymptotischen Reihe fiir log [(1+ 2): 


v—1 
(14) log ((1+2)— (2+ 5) loge—2+ 4 log 22+ SIG at 
v=1 
(— 1)°3,. h 
+ Gn + Gn+8) u+1? 0<h<l, 


(wo B,= -—, B= 


as usw. die Bernoullischen Zahlen sind) fir n=1 


folgt unter peer von [— . =Vz: 
g g 2 


‘1 
j r(g)ro+y . 


9 cS) 
- - 





= <— — n>1; 
3 Yan r(n+1+ >) <pee aii 
es wird demnach 
1 
1 IP, 0 ——, 0<80 in>tl1. 
(15) (cos 8) | Co Veind’ <O<a und n> 
Setzen wir endlich in (9) 
Ou “a % —1<h<1, 1<i<n-1, 
so wird 
| 2n+1 a\ | | M(i,n,@) |~ ha 1 
‘ies ( 2 ies 3) | | 4(2n-+ 8) sind 2 —s 2(2n-+ 3) sin 8 
1 1 1 1 
> er tone —- = 
2 ia a /2 2. 22 
V sista tele, V 2(2n + 3) = ae+1 
1 1 
—~ a es n> 2, 














222 T. H. Gronwatu. 


woraus 
2 2 ‘1 1 
, | P.,(cos 6) “Ta (75-7) 
oder 
(16) | P,(cos@)| > 2.2 : ee 


° =e a 
4 Yean ysind’ 2m+1° — —2@n+1°" 
A=1,2,----n—1. 


g§ 2. 


Die Lebesgueschen Konstanten nullter Ordnung. 
Es sei f(0,p) eine auf der Einheitskugel K im Riemannschen Sinne 


integrable Funktion; dann ist die (n+ 1)” Partialsumme der zu /(0, op) 
gehérigen Laplaceschen Reihe nach (5) gleich 


(10, 9)) = c.f £0, 9')s,(cos7)do’ 


Wir betrachten jetzt die Klasse aller auf K absolut integrablen Funk- 
tionen vom absoluten Betrage <1; dann ist fiir irgend eine Funktion 
f(0, pm) der Klasse 


1 “a : 
Is, 9))\ <a, f |s,(c087)| a0, 
/ 


und das absolute Maximum 


1 . 


@n(9, p) = Max. |s,{f(9, 9)}| = ZZ J |8,(cos7)| do’ 


Pp 

wird im Punkte (6, pm) erreicht, wenn f so gewahlt wird, dab 
£0, 9") = sgn. s,(c0s 7). 

Durch Verlegung des Nordpols in den Punkt (6, q) wird 


ain 


0, (9, p) = £ ff is.(cos 0')| sin 0'd0'dg’ = ~ |s, (cos 6’)| sin 0'd@, 
ie) “os 


also von (6,q) unabhiingig; schreiben wir demnach 0,(6,gm) =o, und 
setzen cos 6’ =z, so wird 


1 
(17) a= tf \s(@)\ae, n=0, 1, 2,-+- 
= 


Diese Konstanten g, bezeichnen wir aus den in der Einleitung angefiihrten 
Griinden als die Lebesgueschen Konstanten nullter Ordnung der Laplaceschen 
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Reihe. Wir wollen jetzt nachweisen, daB dieselben mit » ins Unendlicle 
wachsen und zwar wie Vn. 

Wir zeigen zuniichst, daB die Gleichung s, (2) = 0 » Wurzeln zwischen 
—1und 1 besitzt. Bekanntlich haben P, (x, , .,)=P, (23441) —Poai(@in1) 
und Py (%j 44.041) = Pa(®rgs,n41) — Pasi (%res.ng1) entgegengesetzte Vor- 
zeichen, wenn, wie in § 1, x, ,,, (A=1,2,--.,m+1) die Nullstellen von 
‘P,,,1(@) sind, und wegen (5) hat dann s,(x) » Nullstellen z,, 2, ---,x,, wo 


n? 
V> 1 n41 > 2 > Maing > — 1 (A=1, 2,---, m). 
Setzen wir also 
z,=cos8,, 0<6,< a2, 
so wird infolge (13) 


64—2 a 


BA +5 2 
(18) 2n+3 8 <0<;5 133 


on+3' 3” 1=1, 2,---, m. 


Weil offenbar s, (1) => r+ 1)>0, so wird, wenn wir noch a= 1 
v=0 

setzen, |s,(x)| = (—1)’s,() fir xz, >e#>2,,, (v=0,1,---,m), und zu- 

folge (17) 


To 


ne (fafa no 
2, Ze EN -1 


v=0 SF 


Ty+1 = 


Aus (6) erhalten wir aber 


Jf s,(a) de _ P,(2,) + P, 41(2,) ee P,(%,41) — Pas (fas)s 


y+ 
=n 


J s,(2) de _ P,(%,) + Po1(%a41)) 


und dieses in die vorangehende Formel eingetragen, ergibt nach einigen 
Reduktionen 


(19) Qn = 1 +S) (—1)(P,@,) + Py yi @)) 
vy=1 


=1 +>’ (— 1)"(P,, (cos 6,) + P,, , ,(cos 8,)). 


v=1 
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Unser niichster Schritt wird die Ermittlung von Naherungswerten ge- 
wisser der 6, sein. Mit p = 2 erhalten wir aus (7), unter Anwendung yon 
T(a@+1)= 20 (2), 


ate) 
v2 (5 )Fin+1) 
sin* 0 cos (*"3* 1 @— =) +. ees a) ¢ os (° aa aT 1) 


9M (2, n, 0) 2Qn+27 . 4 2n+3 n 
+ 32(2n+- 3) (2n-+ 5) 2n+3 [sin — 2 , 4 


(sin 9)? i (P.(cos 0) — P,,, , (cos 8)) 


" 


sin 0 Qn+5 3x 

2(2n +-5) cos ( 2 —_ 7) 
9M (2,n + 1,6) 

32 (2m + 5) (2n +-7) 

° 2n+1 7 2 3 

sin® 6| cos ( a tt ) _ cos ( a) 7) | 


» 


a 


+ 3g Sin? O cos (* a af ~*) 

+ Sees [cos Geo —*) — cos (" nit , =) | 

+5 3 Es on +5) sin # cos ("7° 0 — =) 

+ uGeLnGath [ (2, m, 6) — Sey MO, n+1,6)| 

= 2sin? @ sin ; sin ((n+ 1)@— x) + ii sin* 6 cos (CaF 9— *) 
+ = “py sin 6 sin 5 sin ((n + 2)6 — =) 


+ aepHaet 5 lz sin 6 cos (* "T° 0-2) 


+ 3p M(2, n, 6) — 2. a M(2,n+1, 6) |. 


2n+7 


Es ist aber nach (8) 


| 1 s.. 2n+5 
Guth Gat E sin 6 cos (°") _ =*) 


y , 9 In+2 
+ 35 M(2, n, 0) — 5, epg M2, n+l, é) | 


1 3 9 9 1 
< @n+2)@n+2) Gs + 95°2 +35°2) Sti? 
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sodaB 
r(n4+1+3) 5 | 
(20) —— (sin 6)? (P,,(cos 6) — P,, , , (cos @)) 
v2 r(5)rm+1) 
= sin 6 sin . [ 2sin 6 sin ((n+ 1)@— *) + =a cos c cos (Ft 6 — *) 
1 , ‘ x M’ (n, 0) 
— gna 8 ((n+ 2)6— ) a +1)! 
‘ - @ ‘ ‘ a 
= sin @ sin > [ 2sin 6 sin ((n + 1)6 — _) + at cos ((n + 1)6 — *)| 
M’ (n, 0) , 
+ (n+ 1)?? M'(n, 0) <1. 
Wir begrenzen jetzt die ganzen Zahlen » und vy durch die Ungleichungen 
(21) n > 8°, 


» 


(n+1)§ co vy<cn—(n+1)*, 
und setzen in (20) 


(22) 0 = tt, x=), 
(n+ 1)° 
sodaB 
sin ((n+ 1) 0,— 4) = sos ad —_.. ) = (—1)’ sin =° 
(n+1)° (n-+1)° 
Dann erhalten wir aus (21) und (22) 
vx v+1 
O< Sti <% <n 44 a<%, 


-) sine , . a» 
und, weil —~ monoton abnimmt, wenn x von 0 bis x wiichst, und folg- 


lich sin 2 > = a fir O<a< = ist, 


- & ° vn a. Sa. 
sans 2 >= 3-1) > x 2(n+1) = 3? 
(n-+1)° 
; a n 
sowie fiir 0< 6, < ; 
. . sa . 8 Ve 2 
sin 9 >8in Sy a-i= 3? 
(n+1)° 
a, 
dagegen fiir 7 <<@<2 
: - pti - n—yY 2 nu—yv 2 
s s wt=sS ° 1 
sin @, > sin 74% sm a > =z 'ntite 
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und endlich 


sin ((n+1)0, — =) = sin —*-.> : a : -* 
(n+1)> (m+1)> (m+1)5 
Aus diesen Ungleichungen folgt 
a ; + , 2 2 8 1 
2 sin 0, sin ((n-+1)0,— 7) > 2-——; : = I> a+ 
(n+1)® (n+1)° (m--1)® 


m4 
cos ((»+ 1/4, — =) 
- 2n+3 7 
| 
' 


sodaB 
sgn. (2 sin 4, sin ((n+ 1)4,— *) + inti cos ((n+ 1) 4, — 7)) 


= sgn. 2 sin @, sin ((n+1) 6 _ 1) = sgn. sin ((n+1) 0, — <t) = (—1)’-x. 
Weiter erhalten wir 


sin 6, sin “2 sin 4, sin ((n+1) a — 1) +o 1308 ((n-+1) — ay 


<< lae ee ne a 
m+1)* me ee aa | a 
2 | M’ (n, 0,) 


> way > | tn |? 


sodaB die rechte Seite von (20) das Vorzeichen ihres ersten Gliedes hat, d. h. 


(23) sgn. (P,, (cos &) — P, , (cos &)) = (—1)’x. 


Hieraus folgt wegen (5), daB im Intervalle 
4v+1 2 x 
ial (n+1)° “ (m+1)° 

wo nm und yw den Ungleichungen (21) geniigen, die Gleichung s, (cos 0) =0 

eine ungerade Anzahl von Wurzeln besitzt. Wir wollen noch zeigen, dab 

das Intervall (24) nur die einzige Wurzel 6, enthilt. Es sei namlich 0, 

irgend eine der in (24) liegenden Wurzeln; dann folgt aus (18) und (24) 


4v+1 2 C4 


64+5 a 64+5 =a 4yv+1 2 a vx 
n+1 67 in+3 37> %> nai ra €> nH? 
(n+1)° 
oder 
(25) 4+1>v». 








> GG @ 


— A 


~~ ~~ th me af 
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Aus (18) und (24) schlieBen wir weiter, dab 


64— 4 
oe £cthc 


2n+3 8 


4 


6? 
(n1)8 


1 


Ld 
m+1 4° 


woraus 
4 


24(n+1) (A—v) — 14n — 129 —17 < 2O"t9) ~ 94(n4-1)5, 
(n1)" 


und diese Ungleichung ergibt unter Beriicksichtigung von (21) 
A<v+l1 fir ves - 
A<vi+2 fir v> >, 
woraus wir in Verbindung mit (25) schlieBen, dab 
A=v fir ves - , 
A=v oder v+1 fiir v> — 


Es liegen demnach im Intervalle (24) héchstens zwei Wurzeln, naém- 
lich 6, und 6,,,; weil aber die-Zahl der Wurzein in (24) ungerade ist, 
so liegt in dem fraglichen Intervalle nur eine Wurzel, d. h. entweder 
6, oder 6,,,. Jetzt sei v’ das kleinste der Bedingung (21) geniigende », 
fiir welches das zugehérige 1 = » + 1 ist, dann gehért zu y= v' — 1 der 
Wert 4=v'—1, und wegen 6,_,<4,<96,,, und (24) liegt 6, im 
Intervall 


4 


(n+1)® 


4x +1 =a a 
<G< att 6 . 
(n-+1)* 


4(v’—1)+1 
~ n+1 





4 
+ 


welches offenbar keine weitere Wurzel enthilt. Aus (23) folgt aber, dab 
im obigen Intervall eine gerade Anzahl von Wurzeln liegen; der ent- 
stehende Widerspruch zeigt also, dab immer 4 =~ ist, sodaB sich aus 
(24) endlich ergibt 


(26) 6, -Or 5 4—,, |Al<1, 


fiir jedes m und jedes v, welche (21) geniigen. 

Nun besteht der niichste Schritt darin, fiir die Wurzeln (26) den 
Summanden in (19) asymptotisch auszuwerten. Die Stieltjessche Formel 
(7) gibt mit p=1 
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(27) P,,(cos @) + P,,, ,(cos 0) 
r (=) T (m+ 1) (aon © cos ((m +1)0— 7) 


r(nt1+) | (2 sin 6)? 


| 
are 


1 1 


Tinps' 


' [—2sindcos(*">* 3g 5) 4 M(1, », 0) 
(2sin 6)? a . 
4 2ntt MOn+1,07| 
2n+5 2 | 
1 
9 r 9° T(n-+1) ny 
=— (3) ~ (cos ((n+1)0—) VY cot : + = :): 
r (nti ») : 7 (2n-+ 8) (2 sin @)? 
M” (n, 0)| < 4. 
Es ist aber nach (26) 
co (041), — ) = Ay oon 7A = ay (14 0( 2,))9 
(n+1)° (n+1)*- 


= (—1) (! + o; )) 


and 
3 
cot °. < > <(n+1)°, 
. sin ~ 
daher 
6, i 6, 1 
cos ((n4 1)é, — *) V cot = =(-1) ) cot = + o( =) 
n 0 
ferner 
9 
M” (n,0,) . 1 ee 1 
: : 5 O(anpa +0") = 0/ i) 
(2 n+ 3) (2 sin 6,)? nie 


und endlich nach (14) 
1 ; 
P r (5) Fmt) —_ P , 
= i - Ta | + ()): 
r (n+ 1+ >) 
Dies alles in (27) eingetragen, ergibt 


> ™ P . 2 PE 1 
(28) (—1)(P,(cos6,) + P,, , (cos 0,)) = Tan V cot . +O (=). 


n® 


*) Die Bezeichnung /(x) = O(g(x)) bedeutet, da sich eine Konstante A finden 
1a6t derart, daB fiir jedes hinreichend grofe x 


f(a) |< A! g(a)'. 
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Wir schreiben jetzt den Ausdruck (19) in der Form 
=1+ 2,(—1)(P, (cos 0) + P,, , (cos 8,)) 
+ 2,(—1)’(P, (cos 6,) + P,, , , (cos 9,)), 


wo die erste Summe sich auf alle v bezieht, welche (21) gentigen, wihrend 
die zweite auf die tibrig bleibenden v erstreckt ist. Wegen 


9 


2,0(-:)- ta (n°) 
n>, n® / 


2 
,(—1)"(P,,(cos0,) + P,, , ,(cos9,)) = —— 2, V cot 2 4 O(n ‘); 
mn 


ist 


ferner ist die Anzahl der » in &, héchstens 2(n+1)*, und der absolute 
Betrag jedes Summanden ist nach (2) 


|(—1)"(P, (cos 0,) + P, , (¢08 8,))|<! P,(c08 0,)| + |P,, (cos 8,)|<1+1 =2, 
weshalb 


2, (—1)’(P,, (cos 6,) + P,,, (cos 0,)) = 0(2(n+1)' 2) = o(ns), 


=, V cot * ad O(n’ ) 


also 


2 
) 
“2 


@ 2 m+1y, (4v+3 t 4v—-1 2 V 
Vn a, * (5 4 n+1 7, cot ¢ 7+0(> : ) 
a* ait 


und weil auf Grund von (26) 


oder 


4v—1 2 
m+1 4? 


4v+3 2 
n+1 4 > 9,> 


so wird 


lim vf + (Vous dé. 


r= ~V ” Vas 


Obwohl das Integral ein uneigentliches ist, sieht man sofort die Be- 
rechtigung des Grenziiberganges ein, weil der Integrand monoton ist. 


Durch die Substitution cot Ms =vu* wird 


“urdu urdu 
[Ver tarmaf ee, -2 fi ave, 
0 
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wie mittels der bekannten Anwendung des Cauchyschen Residuensatzes 
auf die obere Halbebene ersichtlich ist, und wir erhalten schlieBlich das 
asymptotische Gesetz der 9,: 
4 eC, — 2 
= in fe 
§ 3. 
Erstes Beispiel der Du Bois Reymondschen Singularitit, 


Herr Fejér*) hat den folgenden Satz bewiesen: 


Es sei 


cos (r+ 1) cos (r-+ 2)a cos (r+ n)x 


(30) A(n, r,z)= - -- Same a tee t ; 
cos (r-+n-+1)x 8 cos(r+n+2)x as cos (r+ 2n) x 
= 1 2 ey. n 
und 
i 1)z si p 2\a ; . ) 
(31) B(n,r,2) = sin or a + Ser © shine sin (7 a 
sin(r-+n+i1)2 sin(r+n+2)ex sin (r+ 2n)a 
ou» 1 — 2 — see = ; 


dann ist fiir jedes ganzzahlige positive » und jedes reelle r und x 

(32) A(n,r,2)|<2+2, |Bn,r,2)|<24+2. 

Als ein Gegenstiick dazu im Gebiete der Kugelfunktionen wollen wir 
zeigen, daB wenn 


P.. .(@ P, .o(@ P.,.(@) 
ih f r+i r+2\ r+n 
(33) C(n, r, 2) = = + ot t+ 

Pr enti@) Pre nts@ P,+2n(@) 
1 2 n ? 


so ist fiir jedes ganzzahlige positive r und m und jedes z im Intervalle 
l<2zsl 


(34) | C(m, r, x) | < (w+ 2) V2. 
Zum Beweise benutzen wir die bekannten Mehlerschen Formeln 
6 


e 005 hy du 
P, (cos 6) = — : 


s , 
V 2 (cos u — cos @) 


, O0<elO<a—eE<a, 


a 
>, 2n 1 
sin est de 


P,, (cos 6) = : -- a 
aisslii *f Y2(cos @—cos u) 
6 


*) L. Fejér, Sur les singularités de la série de Fourier des fonctions continues, 
Annales de l’Ecole Normale (3) 28 (1911), S. 63—103. Siehe besonders S. 74—76. 
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woraus 
6 


2 *A( rt yeu) dw 
C(n, r, cos 0) = 4 i . 
° 


V2(cos u — cos 6) 


é<0<1—-4, 


mn 


a 1 
° B(nr+ 5,u)du 
C(n,r, cos 6) = = : 
e/ 
6 


V2(cos 6 — cos u) 


wenn é eine beliebig kleine positive GréBe ist. 
Es folgt fir «=< @<~ aus der ersten Formel, indem wir noch 
-_  & a Os 
sin > = sin, sin t setzen, 
6 6 


ry f 1 . 
A(nr+ >, “) du 2(a-+2) in 
oa — —< mah a a 
V2(cos u — cos 6) nm 2(cos u — cos 0) 


0 0 
a 


a “sf < 2+2) dt 
% 6 
— gin? — 
Vi sin : sin* ¢ V 1 — sin 7 
° 


~tH +2) V2, 


cos — 
2 








C(n,r, cos 6)| < 


ea wo 


ewan 


. as onal ‘ . . u Os 
sowie fiir — < 6 < a — « aus der zweiten Formel mit cos — = cos . sint 


2:=+"= 2 2 
m a 
. e B(x, r+ - >>) du °(n-4-2 d 
C(n,r, cos 6) < £ a = 
sel V2 (cos 6— cos u) % V2 (cos 6 —cos w) 
e e 
6 0 
nm ma 


ote) f° dt eat?) — 
i 6 x 6 
V1 — cos* —- sin*t V: — cos? — 
e 2 e 2 
0 0 


— 7th <(@+2)V2. 


sin ° 


Die Formel (34) ist also fiir — cose <2<cos¢ bewiesen, und wegen 
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der Stetigkeit von C(n,r,x) gilt sie dann auch im ganzen Intervalle 
—l<r<l. 

Herr Fejér konstruiert nun von (32) aus folgendermaBen ein Beispiel 
einer fir O<2< 2a stetigen Funktion mit fir x=—0O divergenter 
Fourierscher Reihe: 


Es werde 
mM, = 0, 
as 9(90* 4. OF 1... oh. OP =1]9?... 
m, = 2(2° + 2"+4.---+4+2"), (vy =1,2,---) 
gesetzt, sodab m, — m,_, = 2-2” ist. Die Reihe 
= 
"A 
f(z) = 2 A(m, —m,_1, M,_;, 2) 
v=1 


stellt eine fiir O< # < 2a stetige Funktion dar, denn die Reihe konver- 
giert zufolge (32) gleichmaBig und zwar wie 


~ 


>=". 


v=1 


Um die Koeffizienten der zu f(x) gehérigen Fourierschen Reihe zu er- 
mitteln, bemerken wir, dab die Beziehungen 


(36) n=m,,+4, 1gscm—m,_, 


zu jedem ganzzahligen positiven m je ein ganzzahliges positives y und 4 
eindeutig bestimmen. Nach Multiplikation von (35) mit cos nz (bez. sin nz) 
kénnen wir wegen der gleichmiBigen Konvergenz auf der rechten Seite 
gliedweise integrieren; weil ferner jedes A nur eine endliche Anzahl von 
Cosinus enthilt, und cos mz nur in demjenigen A vorkommt, welches zu 
dem durch (56) bestimmten v gehért, so wird die Fouriersche Reihe 


(37) f(z) ~> C, COS NZ, 
n=l 
wobei 
Cy = ~¥, (A=1,2,---, 2”), 
(38) 


. 1 
em eo” (9” —a) 


(4=2"+1,2”"+42,--.,2-2”). 


Fiir « = 0 wird aber die m,_, + 2” Partialsumme von (37) gleich 


1 
wv? \o 


1 


1 
ry + ge 1 


tos +54+ 7) > 5 log 2” = v log 2, 


was mit v iiber alle Grenzen wiichst, und folglich divergiert die Fouriersche 
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Reihe (37) fiir z= 0. Herr Fejér beweist ferner (I. c. S. 85—87), daB fir 
é< 24 <2a—«, wo «é positiv aber beliebig klein, 
N 


> Cy, COS MI 


wo das durch (36) bestimmte v offenbar mit m tiber alle Grenzen wichst, 
und folglich konvergiert (37) gleichmaBig in jedem Intervalle «<2 <22—e, 
wo «>0. 

Diese Resultate des Herrn Fejér lassen sich unmittelbar auf die 
Legendresche Reihe iibertragen. Der Ausdruck 


1 
vy—1? 


(39) <<. 











4 
(40) F(2) =>? js C(m,—m,_,, m,_1, 2) 
vol 
stellt eine fir —1<2<1 stetige Funktion von x dar, denn wegen (34) 
konvergiert die Reihe in diesem Intervalle gleichmaBig. Genau wie oben 
wird bewiesen, daB die zugehérige Legendresche Reihe 


(41) F(2) ~~ '¢,P,(2) 


ist, wo c, die in (38) angegebenen Konstanten sind. Wegen P,(1) = 1 
wird fiir z= 1 die m,_, + 2” Partialsumme von (41) gréBer als v log 2, 
und folglich divergiert (41) fir z= 1. Fast wértlich wie (39) wird die 
Ungleichung 


N 


> cn sin “ <4, @Sus22—2) 


bewiesen, und hieraus folgt durch Anwendung der zweiten Mehlerschen 
Formel fir O0< e Cel dO<a—? 


n 


2m+1 
N *| Seasin 2 “du —" 1 ” ae 
0 = —-—— -  ——- FJ ——— 
dca? m (COS ) st ; -— _— ws 7 V2 (cos8 — cos w) 


8 0 
4 
2 
, <5. vai es 
V1 — coer! sin® t 1— cost? 
4x . 1 4a 1 
e vs—1 . O™ . 2 v—1? 
kt iat | 


Mathematische Annalen. LXXIV. 16 














234 T. H. Gronwwarr. 


und weil in 


N 
> ¢, P, (008 6) <—**—- 
aes esin’ ” 


beide Seiten von ¢’ unabhiingig, die linke Seite aber auch fiir r— «<< O0<a 
stetig ist, so gilt obige Ungleichung im ganzen Intervalle «< 0< 72. 
Folglich konvergiert (41) gleichmaBig in jedem Intervalle -1<2<1—ge, 
wo «>0. 


g 4. 
Zweites Beispiel der Du Bois Reymondschen Singularitiit. 


Wir wollen zunichst einige Hilfsbetrachtungen anstellen, welche die 
Grundlagen dieses sowie des folgenden Paragraphen bilden sollen. 
Es seien a und b zwei Nullstellen von P,,,,,(x), wobei 


0<a<db<5, 


und es werde eine stetige Funktion von x mit dem ganzzahligen Parameter 
m definiert durch 


f(a; m)= V2m+1P,,,,,(@) fir a<z<bd, 
=«xV2m+1P,,,,,(2) fir —b<2<—a, wo #—1, und 
= 0 fiir alle anderen z im Intervalle —1<2< 1. 
Es bedeute : 
Spal f(a; m)} 
die 2n+ 1” Partialsumme der Legendreschen Reihe fiir f(x; m); dann 
ist nach (4) 


1 
anti (° Pen) Pon41Y) — Pang i Ps. 
8 (f(x m)}) — *"** f na 


; f(y; m) dy 
~1 
oder 
1 


2 
; , Py, (2) Pan 41) — Pony 1(@) Pon) 
(42) 5, {flasm)) —22Et ff Aan) ener Rane Pan fey; m) dy, 
1 
2 


weil f(y; m) = O fir ; <|y| <1, oder endlich 


> 
P,,(*) Py, +19) — Pon g1@ Pe.) 


(43) sa(f(a;m)) = 2" + f° oa 


a 


f(y; m)dy 


‘ P, (a) P. )—P, P 
+intt 2n\™) tot 1) on an) Hy. m)dy. 





—b 
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Um - Sy, { f(x; m) } eae bemerken wir, daB dem Intervalle 


-< x <5 — das Intervall ~ 729 «<s = ~ entspricht, in welchem sin 6 > Y 
i, sodaB i (15) 


, 4 
P.@)| < = (—¢ S25, 21), 
und folglich 
(44) Pr < re +1’ | Py, 41 (@) <a n+1’ » | Pras) <7 
fiir ——<a#<) und n>2. Wegen |P,(x)|<1 sind obige Formeln 
auch fiir » = 0 und n= 1 giiltig. 
Es ist also fiir jeden Wert von m und n 
- 2n+1 Py, (@) Po, +19) — Py 41 (@) P, on Y) 
(45) 2 y¥—ax f(y; m) | 
2n-+1 1 2 2 2 
% TEC res Vani’ andi Vang V2" ad “Yam Ti 
8 
y¥—2z 
fiir —-j<e< - ay" : <y<}, i-y 


Ferner ist nach (3) 


Py (2) Poy 41) — Pon 41) Pan Y) 
an set ee = ; = P,,(x) P. 2041(8) — Ps 41(&) Ps .(6) 


= [(2m+2) Ps, (@)( Po, 41€)— Pon 4s 6) 
—(20+1) Ps, 41(*)(EP 2,8) —Pon41)], 
wo & zwischen x und y liegt, also — - ~< E <- 3» und zufolge (44) 


be P;,(@) P, 2n +1 (y) — Pong 1 Py 


ae: os Fly; m)| 


Qn+1 1 1 2 2 
a" “abe ¢[@n+2)- V2n G(s Pairs 


(46) 


4 —— 
es 2 _V2m+1-2 

+004) 3S pi(3 V2n+1 ‘on :)) V2m+1 
—8(4n+3)<64n, (—PS2<4,-FSy< 5,21, ma}). 


16* 
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Endlich ist nach (3), wenn f(x; m) = 0, 





fiy;m)  f(y;m) + fe; m) ~ Psm1Y) — Pame1 @) 
ee ee tareest — 
- +V2m+1 Pim4i (8) 


a= 4 FOV TE PaO —Prass®) 


fir a<y<b oder -bSys—a 
= 0 fir alle anderen y, wo —LSy<l, 


und, weil — > <E< 4, mufolge (44) 


ansea Fat Fones0)— Fans 1 Foal 
2 


= f(y; m) | 


2n+1 en ae: Sees 
<9 (ara Vandi’ yanti vaaxi) 
Qm+2)V2m+1 (1. a" 8 ) 
em (3 V2m+1 VY2m-+1 

= 12(2m +2) < 64m, 


(-;s7<> -i<y<z, n>1, m>1). 





Jetzt liege erstens z, wo — = <r > auBerhalb der beiden Intervalle 
(a,--+, 6) und (—b,---,—a). Dann folgt aus (43) und (45) 


salts mil < fp ttit fig, 
1 


1 1 1 
‘ <8 (log 5; + log aaj + 198 pa) + 98 555) 
oder 


1 1 1 1 
(48) |s,,{f(e; m)} | < 82 log max. (55, sai (eb) [eb)” 


Zweitens sei f(x;m) = 0 und — : <2#s : - Dann zerlegen wir 


1 


|= 





2 z-d x+d 
é Py 4(@) Pans Y) — Pang @ Pan ' x 
f Roget Fan Pans) — Aa sal Pon rey; my dy = f+ f+ f- 
1 2z-d z+0 


| 
vol 
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Aus (45) folgt 


“edy Bay “em 1 

Sj - fae = 8 (log + — log = 7 ) 58 eg 

Si fta SE -e( beta) come 
“2 





2) 
1 1 : 
Y 2 4 
8d 8d 1 1 
J <f =a] -f; 27 8(l6 5 — log 5 ) S883, 
z+d z+d z+0 q7* 


und aus (46) bez. (47) 


z+0 
oe 





woraus infolge (42) 
I. { f(a; m)}| < 16 log + + 128nd bez. < 16 log | + 128md. 


Setzen wir hier d = ~ bez. d = x , so ergibt sich 


(49) | sy, (f(a; m)}| < 16 log min. (m, n) + 128. 


Drittens suchen wir eine untere Grenze fir |s,,,{f(a;m)}|. Weil 
Py n41(@) = ist, so gibt (43) nach Einsetzen des Wertes von f(y; m): 


b ss 
. 3 Pong iW) m+ 1) 
(50) 84, {f(ajm))— E"F Prat] fe woah 2 ness 11 ay 
—b 
3 
835 P,,.(a ofG «) Pinas) dy. 
Wir setzen jetzt 
(51) a = COs @, (F<«<¥), und b= cos #, (<b <«); 
dann existiert nach (11) ein 4 > 0 derart, daB 


44—1 2 h x F 
ints 2 t+ Gm4s Ginn 6? ~1<'<1; 


«= 
folglich wird 
= (On a4)! = sin (a-5,"; ‘ =) > sin (F-3) - ia 


und aus (9) und (14) folgt 
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2 


P,,,, (cos «))| > cos(* tg =\| : 


2 = ( = 

3% Ya: 2m ‘yas sin « 4 
2 2 1 1 1 

” " Vx(2m-+1) “Ys (Fs all (4m <a) 


2 2 1 1 1 
25 vatety fa vall— 7) 





1 
> 3V2m+1— 
Ferner ist fir a<y<b 
1 1 i 
yta> y—a’ 
1 1 fe. 1 2a 1 


y—a yta yta y—a=a+b y—a’ 
sodaB (50) ergibt 
b 
> Pp? ) 
(52) {Sm (f(a; m)}[ > 2M t4 f “mt ay fir x—=—1, 


y—a 
a 


fir x—1. 


6 
> 2" +1 2a * Pina @) F 
6 a+b y—a y 


Es werden jetzt zwei ganze Zahlen 4’ und 2” bestimmt derart, 
0<’'< 2d" und 


(53) B< 
Dann ist wegen (16) 
P3n+1 (cos 9) ae 


cs 2a” 41 
ings™ “ints * 


1 1 9 1 
16° a(2m+1) 2sind = 32% 2m+1 


far _** aso< tie und <1 <2"; 


4m+3 ° m+3 
ferner fir B<O0<a 
sin 6 _ sin ® 1 v3 1 2 V3 1 
cosO@—cosa . O+a —~g=8° & ~~ and” fs" 
sin 2sin —— 2sin $ 


und folglich 


6 y—a 6 cos 6 — cos « 
a 
24+1 2 34+1 | 
rt i” oe 


> ; B. By [= «6 PA 


ws" im+3” 


~~ 2(4m +8) gin ) 


daB 


b 
2m+1 f Tins dy — 2m Fes (00 inodo> "+". af Famer oon)” 
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Es ist aber 
22+1 24 2A+1 2A+1 
4m+3 4m+3 4m+3 4m+3 
’ dé dé 
z om 2 
iF= J +J< P=" 
a, es, Ce 
4m+3 4m+3 4m+3 ‘4m+38 
woraus 
. 2d+1 2a"41 
6 2" ee .” 4m+38 
2m+1 P3ng1) ‘Fe 1 dé 
(54) 6 J y—a dy Y> a6 2 «—6 256) «—6 
a Sa = vei 
a 
im+s” 4m+3 
bod 
— 7" sats 
= 356 °8 2a” $1 
eer hg 


Nach diesen Vorbereitungen ist es leicht, ein Beispiel der Du Bois 
Reymondschen Singularitét zu konstruieren. Wir wihlen in der Definition 
von f(a;m) x=—1, a=O0 und 6b beliebig sodab a a 
. und = liegt; wird ferner 2” = m gesetzt, so geben (52) und (54) 


x zwischen 


“sz 3a 
8 


-~ 3 1 2 1 3 
(55) |s,,, {f(0; m)}| > 256 108 = = a4 log (m+ ‘)> a log m. 
2(4m-+-3) 


Es sei @ eine spiiter zu bestimmende ganze Zahl > 1 und 


(56) m, = 2°"; 
die Funktion 
(57) f(z) => S f(e;m,) 


val 


zeigt fiir c= 0 die Du Bois Reymondsche Singularitét. Es ist namlich 
erstens f(x), als gleichmaéBig konvergente Reihe, deren Glieder stetige 
Funktionen sind, im Intervalle (—1,---,1) selber stetig. Zweitens ist 
aber die zugehérige Legendresche Reihe fiir «= 0 divergent, wie sich 


folgendermaBen ergibt. Wegen der gleichmaBigen Konvergenz von (57) 
ist offenbar 


Sam, (f(2)) = >) Sam, (F(@5 m,)}, 


a=l 
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woraus 


r—1 


52m, (£(0)} | = o> |82m, 1005 m,)}| — >” = Iam, (£05 m,)} | 


wal 
— D>) F I5m, (£05 m,)}| 
pertl 


folgt. Nun ist aber nach (49) 


v—1 Ga 


v-1 
>> \Sem,{£(0;m,)}| <>> (16log m,-+128)<(16logm, _,+128) >" 
=1 


1 
1 
wo" 
uel H 


wal 
. 1 
<(16 log m, _, +128). 


—1 
. 1 
= (16 log 2-@*— + 128). 
< 20 log 2-@”~*" 
fiir v hinreichend groB, und desgleichen 


> Hl 52m, {£(05m,)}| <>? S (16 logm, + 128) 


w=rt+l w=r+l 


= (16 log m, + 128) —, = 5 


vr 1 
= (16 log 2- @*” + 128) - - 
< 20 log 2-@"~-*-'. 

Mit Hilfe von (55) erhalten wir also 


52m, {f(0)} > @’’—-) log 2 - (ge—- 20 +) . 


256 (7) o*” 


1) 


was mit v ins Unendliche wiichst, wenn nur @ > 20-256 gewihlt wird. 


g 5. 
Beispiel der Lebesgueschen Singularitiit. 


In der Definition von f(z; m) wihlen wir jetzt x= 1 und betrachien 
fiir m die Werte m,,m,,m,,---, wo m,,,>m, und lim m,=oo. Die 


zu m= m, gehérigen Werte von « und f bezeichnen wir mit a, bez. B,, 
und es sei fiir hinreichend groBes v, 


(58) B, <a, < By Saas (v=, v +1, ¥+2,--), 


. . 4 
lim «, = lim p, = = - 


r=0 =< ” 





(6 
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Dann ist 
(59) f(a) — >) 5 f(a; m,) 


als gleichmaBig konvergente Reihe von stetigen, ungeraden Funktionen 
selber im Intervalle (—1,---,1) stetig umd ungerade. Ferner ist im 
_Intervalle sine << 2< 1 (sowie auch, weil f(z) ungerade, im Intervalle 
—1l1<2<~—siné), wo « positiv aber beliebig klein ist, unsere Funktion 
von beschriinkter Schwankung; denn nach (58) laBt sich ein v(e) derart 
wihlen daB, fir » > v(e), B, > _ —e ist, und folglich f(a; m,) = 0 fir 
siné << 2<1 sobald vy > v(e) ist. Im fraglichen Intervalle hat also 

¥(e) 

f(2) => Js f(a; m,) 

v=2 
als Summe einer endlichen Anzahl von Funktionen beschrinkter Schwankung 
selbst diese Eigenschaft. Die Legendresche Reihe fiir f(x) konvergiert 
dann gleichmaBig*) fiir sin e << «<1, sowie auch fir —1<2<—sine 
Diese Legendresche Reihe enthilt, weil f(#) ungerade, nur Kugelfunktionen 
ungerader Ordnung und konvergiert folglich auch fiir 2 = 0, indem simt- 
liche Glieder der Reihe gleich Null werden. Es lassen sich aber m,, a, 
und , derart festlegen, daB die Konvergenz in der Umgebung von z=0 
nicht gleichmaBig wird. Zu diesem Zwecke setzen wir 


m,= 2”, 
Sh a h, s \h,|<1 
9 ’ 4-2"48 2 (4-2"+48)(2-2"—2.29"-"—1) 6’ . . 
60) . ae “ 
( y B bad 4(2”"— 2” ~"—2 as Se x hi, ™ 
: 4-2"48 2 (4-2"4 8)(2-2"—2.2"-"— 2. 9"%—%_ 3) 6’ 
|hi|<1. 


(Zufolge (11) existieren nimlich immer Nullstellen dieser Form). Dann ist 
“= E(i-3)+0(3) 
‘~Sensge ae 

,— B= = 5 + O(5n)> 


By41— %& = = (5-sn- #0) + O(=) = = . > + O(ss), 


(61) 


*) E. W. Hobson, On the representation of a function by a series of Legendre’s 
functions, Proc. London Math. Soc. (2) 7 (1909), S. 24—39. 
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sodaB die Bedingungen (58) erfiillt sind. Wegen der gleichmaBigen Kon- 
vergenz von (59) ist 
S:m, (F(2)} ~2 Bm, (f(@; m,)}, 
woraus | 


Sam, (F(4,)}| & 55 | Sam, {F045 ™,)}| — > 1s | Sam, (F(Q,5 ,)}| 
use 
folgt. Um das erste Glied abzuschiitzen, nehmen wir in (53) 
Y oe 2(2"— 2"*-*— ™ + 1, 


1" = 2(2"—2"'-") — 2, 


was offenbar angiingig ist. Dann wird 


22’—1 - 

gy 
4m,+- 3 — 
rea 2" + O(1), 


ae m4 
*  4m,+3 
sowie 


2a, 


1 
a,+6,— 1+ O(ss): 
und es kommt nach (52) und (54) 


‘yt*—2p)log2 (, , 1 log 2 c 
| Sam, {f(4,; m,)} >* 59) P= (1+ O(;s:)) > GES - ot fir v >; 


ferner folgt aus (61) 


log max : : : - lo : = O(r) 
abo ( a,,— 4, , a,+a, ? lb, —a, ? |b, + 4, | Bibs] _ (vy), 


sodaB endlich, zufolge (48) 
; os 1. log2 4g 1 
| Sam, (f(@,) }| > 300 a laa or) > ? ? 
Mer 
was mit v ins Unendliche wiichst, und wegen lim a,= 0 konvergiert dem- 
nach die Legendresche Reihe von f(x) nicht gleichmaBig in der Umgebung 
von z= VU, 
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Zweiter Teil. 
§ 6. 
Die Lebesgueschen Konstanten erster Ordnung. 


Wir betrachten jetzt statt der » + 1 Partialsumme s,{/(0,q)} der 
Laplaceschen Reihe von f(@, gm) das arithmetische Mittel 


(62) 8, (1, 9)1 = 15 > SFG, 9)}- 
Setzen wir a 
(63) (2) = 545 > 82), 


r=0 
so wird offenbar 


5,110, 9)) = 2 f 10, 98, (cos) do’ 


Betrachten wir, wie in § 2, die Klasse aller auf der Einheitskugel K im 


Riemannschen Sinne absolut integrablen Funktionen vom absoluten Be- 
trage <1, so ist 


, 1 , , 
Is, (100, #)}\ <z_f |8,(cos)| do’ 
K 
und das absolute Maximum 


0,(0, 9) = Max. |5, (700, ))|= gf |s,(c0s 7)| do’ 
K 


wird im Pankte (0, ) erreicht, wenn f so gewahlt wird, daB 
f (8, 9’) = sgn. s,,(cos 7). 
Durch Verlegung des Nordpols nach (0, y) wird 


a 


Ss’ (cos 0’)| sin 0d0'dg’ = Ea f |s, (cos 6’)| sin 0°00, 
0 


2 
, 1 
0.(9, p) = ix, | 
0% 
also von (0, m) unabhingig; schreiben wir demnach 91(0,g) = 9, und 
setzen cos 6’ = z, so wird 


1 

(64)  @4= tf isx@ide, (n=1, 2,---), 
=! 

und diese Konstanten g,, werden als die Lebesgueschen Konstanten erster 


Ordnung der Laplaceschen Reihe bezeichnet. Es soll jetzt gezeigt werden, 
daB dieselben fiir alle Werte von m beschrinkt sind. Aus (63) und (5) folgt 
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s,(z) = so v+1)~ 


v=0 


- ti or (Soi + >'(vP,@—w+DP, 1) 
= v=0 


— +1) 





~ ete (DPRO-e+0 2.0) 


.~=0 


oder, indem wir die Bezeichnung 


, e 1 = 
(65) U,(2) = 44 > Po) 
v=0 
einfiihren, 
U 
(66) iin ee 


Es seien jetzt z,>2,>--->z,, diejenigen zwischen —1 und 1 gelegenen 
Nullstellen von s‘(z), an welchen Zeichenwechsel stattfindet*); ferner 
werde z= 1 gesetzt. Weil zufolge (63) s\(1) > 0, so ist 


\s' (a) =(—1)’si(x) fir 2, >272>2,,,, 
und (64) ergibt 


m—1 


c-t Sf \s\ (4)\da+ + fie (x)\ dx 


v¥=0 2y41 


= ye ty f siceyae + SP fee 


r=0 Zy+1 
Zufolge (6) ist aber 





J s,(a)dax = P,(2) + P,,.(@), 
=3 
sodaB 


z ; A n bon 
J 8.2) dx _ n+ 1 > (Pre + P, 41) 


~=33 DPW +; $3 F, n 41%) — Py(@)), 


v=0 





*) Es la8t sich beweisen, dab m= yn, d. h. daB siimtliche Nullstellen von s/ (x) 
einfach sind und im Intervalle (—1,---,1) liegen. Dieser Satz ist jedoch fiir die 
vorliegende Untersuchung entbebrlich. 
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oder wegen (65) 
A, 1 
J s(a)de = 202) + 5 spi Past (®)— saz" 


Fiir c= 2, (v=0,1,---,m) wird nach (65) und (66) U,(x,) = P,,,(2,) 
und daher 


Je (2) dx = (2+,44) U,(2,)— sri? 


Zy+1 


ffs, (x) dz -f- J=( 2+ zu) (U, (a,) — U, (a, 41))- 


Zy+1 


Der vorhin erhaltene Ausdruck fiir g/, wird dann 


= (2+545) + 1)’(U,(a,) — U, (2, , 1) 


+ = ( 


oder nach einigen Reduktionen 








(—1)" 
zai) U, n(2m) — 2(n+ 1)’ 


s 1 — "+! 1 en 
61) 14H + Ct) Cae 
v=1 


Wir wollen nunmebr nach derselben Methode, durch welche Stieltjes zur 

Formel (7) gelangte, einen asymptotischen Ausdruck fiir U,(z) herstellen, 

um sodann die Wurzeln von s(x) = 0 und den Wert von 9’, abzuschitzen. 
Es ist bekanntlich 


‘ 2 
ps ey “2 PAG@)#, 


acayvinis te ->(>20), Z", 


=0 \r= 


woraus 


ae a . 
oder wenn wir = statt z schreiben, 


1 ~ : om 
(¢—1)Vz#— 22241 - (> P.(a)) en, 


*) In dem Falle, daB es keine Wurzeln z,,---,2,, der verlangten Eigenschaft 
gabe, erhielte man durch dieselbe Analyse einfach 


(67a) e=1. 
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und folglich, wenn wir x = cos@ einfiihren, nach dem Cauchyschen Satze 


* 1 e"t*dz 
2; Flom) et) 

wo der Integrationsweg C alle drei singuliren Punkte umschlieBt. Die 
Integration geschieht in positivem Sinne, und die Wurzel ist eindeutig 
festgelegt durch die Forderung, dab dieselbe fiir z= + oo positiv unend- 
lich wird. Der Weg C bestehe jetzt aus drei der Reihe nach folgenden, 
von z= ausgehenden Schleifen um je einen der Punkte z= 1, z = e** 
und g=—e-®, Weil die Wurzel auf der reellen Achse fir 0<0<2 
nirgends verschwindet, ist auf der ersten Schleife (um z=1) im Anfangs- 
punkte z= 0 der Wert der Wurzel = + 1 zu nehmen. Dann liefert die 
Integration lings der Schleife um z= 1 den Beitrag 


1 1 1 
Va-—e% (1—e~®*) = V2(1 — cos) 2sin 


die Schleife um z = e** den Beitrag 


, 


bi 
2. 1 J “tilaz 
2a8 SD g—1) Vie—e") (c—e-®) 


wo das Integral gradlinig ist und die Wurzel fiir = 0 den Anfangswert 
+1 hat. Die Schleife um z = e~® liefert endlich, da die Wurzel durch 
Umkreisung von z = e* ihr Vorzeichen geiindert hat, den Beitrag 


Pa 


1 f gtidz 
aw 9. ‘ i =, 
a, (e—1) Vic—e** 0%) 


)(e—e 


wo das Integral geradlinig ist und die Wurzel fir z= 0 den Wert +1 
hat, und wir bekommen also 
(bi 


> Pleo) - ote rrids =» 
Qein : aa (e—1) V(e—e*) (e—e®) 


wo ®t den reellen Teil des dahinterstehenden Ausdruckes bedeutet. Wir 
setzen weiter 


s—e(1—u), 


wo u« zwischen 0 und 1 verliuft, und erhalten 


V (2—e%) (2—e-**) = V2 sin 0 el oe 


-T TD 
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wobei V2 sin @ und Vu positiv, sowie fiir die letzte Wurzel derjenige 
Wert zu wihlen ist, welcher fiir u = 0 gleich + 1 ist. Dann ist nimlich, 
da der reelle Teil der letzten Wurzel fiir 0 < u < 1 niemals verschwindet, 
dieser reelle Teil fiir «= 1 (wo z= 0) positiv, und der ganze Ausdruck 
rechts fiir «= 1 gleich + 1, wie es sein sollte. 

Die vorhergehende Formel bekommt durch Einfiihrung von w jetzt 


die Gestalt 
- P,(cos 0) = : ; 
v=0 2 sin = 
1 
rl 1 R ((» +10-*7) « (i—u)"**du 
. : 


' 6-2. / n\. : 
xsin | V26ind — Ae- 3) é 
_ u = ceil 
0 . Par 6 Vu : 2 sin 0 . 
2sin 5 


Aus dieser Gleichung liBt sich durch weitere Verfolgung des von Stieltjes 
eingeschlagenen Weges eine vollstindige asymptotische Formel derselben 
Art wie (7) herstellen; uns wird hier schon eine einfache Abschiitzung 
geniigen. 

Es ist offenbar fir 0O<u< 1 


7 


| . 
| ‘= “2 sin 0 soll Ha (1 s) +4 cot* 4 2(i-z)2 ; 


Ss . | <2y2, 


| @-2. % a\. | 
e 3 . le-3)¢ | 

_ _ es 
| . ie . 2 sin 6 oa 
| —s | 


und nach der vorangehenden Gleichung 


1 


n ° 1 
> P, (cos 6) — : r —, aya fw? a—wrtan 
|r=O 0 


2 sin - a sin : V2sin0 
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sowie durch Auswertung des Integrals und Division durch n + 1 


(68) U,(cos@)—— Sigs ile 2 r(; )rowta) 


2(n-+1)sin © asin n 9 Vain (n-+4)F (n +242) 
| M,(m, 9)| <1, 


M,(n, 6), 


oder auf Grund von (14) 


1 
1+ 0(—)) M,(m, 4) 
(69) U, (cos 8) = ——— + “+ oGs)) me 
2(n+1)sin ; VzVin+1)*sin@- sin — 


Die Formel (7) liefert mit p = 1 


1 2n+3 = 
T (—)F(n+2) | cos @— 
P,, ,,(cos 0) = * (3) cians ic 2 i) 1 M, (n, 9) } 


r(n +24 >) 2 sing)! Imt+5 sin 9)? 
| M,(n, 4)| <1, 


und aus (66) und (68) erhalten wir, unter Benutzung von (14) 





a r (n+ 2+ x) :, 
(70) > ————~ (1 —cos 6) (2 sin 6)* s,(cos 0) 
. r(; )Fom+2) 


r(nt3+ 9 ) ee 1 SS» 





-- M, (, 9) 
. r( -) Fin 2) (n-+1) sin 2 nie sino ; 
— 2 sin 6 cos (rte a — 2) — ee 
- 1 
vz(1+0(;)) 6 2n 
; “2 +3 x 
-— ai cos - V2 sin 6 — 2 sin 8 cos ( = O— =) 
4V2 cos M, (n, 6) M, (n,9) 
n+1 r= ete 
Vie sind cos  Visind 
_! =( (, )) 2! ~2sinbeos(2"+? 9 =) 4 BIO) 
“yY2n+3 2n+3 


| M,(n, 8)| <1, 


wobei der letzte Ausdruck nur fiir » > WN gilt, wo N hinreichend grob 
ist. Wir setzen jetzt 


24 


Om 5 x, (l<siacn), 











Laplacesche Reihe. 249 
sodaB 


cos (a4 6— *) = (—1) Ys. 
Wegen 6>sin9>— 6 fir 0<6@< 7 haben wir 


24 2-21 





, 21 . bd 
ints * 7m ants *2 ont far <gnapa*Sy> 
2n+3—24 , 24 2(2n+3—2’) 4g. a 24 
2n+3 7: anata *S- 2n+3 fir = Sanpa 7 <% 
ferner ist fiir hinreichend grobes N 
1 - 
2a (1+0(2)) <7, (n>N), 
und wir erhalten 
Via (1+0(~)) 
e.s 2n+3 a n 6 “a 13 M, (n, 6) 
2sin Bcos ( = o— 4) i— ats cos = V2sin 6 + on +8 





> gaicy (22-24-12 2a (1+ 0(4))-V2-2ix-13) 


1 leys.s ‘ 
> ga pg (2V2-24—7 2a — 18) 
>0 fir 24>16 und 0< inna S 7 


fiir + < ani <<a ist in obiger Ungleichung 24 durch 2n + 3— 2d 
za ersetzen. Fiir 22 >16, 2n+3—2142>16, dh. fir 8S 4<n—7 
ist folglich nach (70) 


. 21 Qn+3 22 
sgn. s, (cos 75) = — sgn. cos ( = ‘= +3 _ 7) = (—1)'+1, 


Das Intervall 


- 24 24+% ' 
(71) apa *<O< aE a, (8<i’<n—8, n>N) 
enthalt demnach eine ungerade Anzahl von Wurzeln von s,(cos 0) = 0. 
In diesem Intervalle liegt also mindestens eine Wurzel ungerader Ordnung, 
die wir mit @, bezeichnen; wenn es deren mehrere gibt, sei 6, die kleinste 


unter ihnen. Wir hatten vorhin mit 2,,2,,---,%,,, WO 


m?) 
12> >%>+++>%q_1 >t, =—1, 

diejenigen Wurzeln von s;,(v)=0 bezeichnet, in denen Zeichenwechsel 

stattfinden; folglich gehért zu jedem (71) geniigenden 4 ein v= vy, 


derart, dab 
cos #,=4,,, 


Mathematische Annalen. LXXIV. 17 
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und es ist offenbar 

Mair My, Misi -%=1 (mod. 2), 
d. h. 

4, —(4+1) =v, —4 (mod. 2), 
sodaB 


se 1)’ U,(2,) = car SC 1) U, (cos 6,) + &’(—1)’ U,(z,), 


v=1 


wo >” sich auf die bei der Zuordnung cos 0, = x, méglicherweise iibrig 
gebliebenen z, bezieht. Weil s,(2) vom n” Grade ‘ist, so ist zufolge (71) 
die Anzahl jener z, hichstens 7 + 7+ 1—15, und wegen | U,(x)| <1 
fir —1<2<1 ist also S’ <15. Um den Nachweis zu fihren, dab 
fiir n > N alle o, unter einer endlichen Schranke bleiben, geniigt es dem- 
nach wegen (67) dasselbe fiir die Summen 


>(- 1) U, (cos 8,) 
A=8 


zu beweisen. Infolge (69) ist 


— n-8(_1)*.2 1+0(-) M, (n,@,) 
S1 ¥ U,(cos 0,)= > Ear uA +2 —— sin 4 
=~ 25+. 
Fir 0, <7 ist mach (71) 22<°"**, db a<["t"] und 
2iaz ~~ 42 — 6 , ia 22 


sin 6, > sin sin -* > sin 


2n+38 = an+3° Qn+3 > In+8? 


sowie 
(17-2 (14-0 (=) M, (n, 9;) 1 


3 
1 2n+3\2 1 4 
< -(14+ 0(— i —< 
V= Vin-+1)* sin 6, - sin © aval +0(5)) (n+) cL 


(n>); 


desgleichen, fiir ; <0,<a, 24+225> sere, dh. 4> [*F*] und 
21+2 2(2mn—224+1)_ 4(n—2) 
2n +37 ~ Sn+3 ~ 2n+8? 


_ ®&w~ . 8 2(n—i) 
sn FS sin > ons? 


sin 0, > sin 
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sowie 
(— a(t +0(-)) M, (n, 6,) ; 
VaVinFipsind, -sin% (nay 
Es ist also fir n> N 


ka (“3 ] 
al< 23 +2 ast 2 4<!S > 


A=8 [AF] 


d. h. wegen der Konvergenz der unendlichen Reihe beschriinkt. 

Die Reihe , ist alternierend, und zwar nehmen ihre Glieder dem 
absoluten Betrage nach ab, weil zufolge (71) 6,,, >, ist. Wir haben 
demnach 

- 1 1 1 . 
2,|< See Seto (n>N). 
2(n-+-1) sin . 2(n+ 


Nach dem vorher Gesagten ist also g;, fiir alle n> N, d.h. tiberhaupt 
fiir alle n > 0, beschriinkt, sodaB 


(72) 0<e.< R, (n=0,1,2,---), 
wo R eine Konstante ist. 


§ 7. 
Die Konvergenz der arithmetischen Mittel erster Ordnung fir 
absolut integrable Funktionen. 


Zuniichst wollen wir den folgenden Hilfssatz ableiten: Fiir 0 < 6 < z ist 

12 : 1 
(1—cos@) sind Y2n+1’ 
Wegen (15) ist fir 0<@0<a,n2>1 


P,(cos 0)| < 


(73) |s,(cos 0) < (n = 0, 1, 2, -+-). 


4 
V(2n+1) sin 6’ 


welche Ungleichung wegen P,(cos 6) = 1 auch fiir m= 0 gilt, und aus 
(65) und (66) folgt 


|s,(cos 6)| < wtea(d (cos 6)| + | P, , (c08 6)| ) 





<a (= Picante 
(1—cos 6) Vein @ \" +1 J V2v+1 V2n+3)’ 


17* 
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und es ist 


1 


- ; : 2 SY 1 1 
= 2 vant + Vanpa S2n41 2 Vae+i! Yanti 


2 : d 1 
* n+l (1 + {ast + V2n+1 


2 1 3 
~ 2n+1 Van+1+ Van+1 y2n+1’ 
woraus der Hilfssatz sofort folgt. 

Hauptsatz. Es sei f(0, p) eine auf der Hinheitskugel K im Riemann- 
schen Sinne absolut integrable Funktion; dann konvergieren in jedem Punkte 
(0, p), wo f(0,p) stetig ist, die arithmetischen Mittel erster Ordnung der 
zugehdrigen Laplaceschen Reihe gegen die Funktion selbst: 


lim Su (f(9, p)} = (9, 9), 
und in einem Bereiche T, der ganz im Inneren eines Stetigkeitsbereiches 
von f(0, p) liegt, ist die Konvergenz gleichmifig. 


Zum Beweise ziehen wir auf der Einheitskugel um den Punkt (6, ») 
und seinen Gegenpol (2 — 6, m + 2) je einen Kreis vom sphirischen Radius 


s< . und teilen dadurch K in drei Teile. Der Teil, welcher (0, ) ent- 


hilt, heiBe K,, derjenige welcher (7— 96, p+ 2) enthilt, heibe K,, und 
der iibrig bleibende Teil K,. Dann ist 


, i ae Se 1 1 {° 

(74) 8, {f(9, »)} = dz] 10,9) s.(cos y)do = i f+ 2 f+ if: 
K Ky Kk, Ky 

Es sei @ eine beliebig kleine, positive GréBe. Wir kénnen dann, weil 


f(9,9) im Punkte (0, ) stetig ist, ¢ so klein wahlen, dab in jedem 
Punkte von K, 


r "a é 
(75) 10, 9) — 18,9) < sXe 
(und zwar, nach dem Heine-Borelschen Satz, gleichmaBig fiir alle (6, ) 
des Bereiches 7’). Dann kommt nach (72) 
1 er =" 1 [{, | 
cal [ (0, 9’) &(cos 7) do’ —f(0,9)- | si(008 7) ao" 


e 
K 


é 1 , , , 1 P . a é 
< abe dy,f \ss(cos7)| do <—- 2 [\s4(0087)| do’ = Fy 0 < = 
x, K 
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Es ist ferner 


- fs (cos y) do’ — ia,f &(co y)do’ < z= J |sn(cos y)| do’ 


Ky *¥, 
1 , , 
+ 1 fiss(cos y)\do’, 
Ky 


und weil in K, t—ée< y <z ist, so folgt aus (65) und “0h 


(76) | s,(cos y)| < =i U, (cos y)| +|P,,,,(cosy)|) < —— (1+1) 
S i oons < 2, 

sodaB 

1 , ! , 1 , 5 

Z. f \s.(c087) | do <z fav = 1— cose; 

x x, 
ferner ist in K, infolge (73) 
12 1 12 1 


i ' a a 
(77) Sn (cos 7”) <——aee y2 rs fo (1 — cos e) Ysin « V2n+1’ 


und daher 


12 1 i 
n = = d ; 
ia fis (cos 7)| do’ <a — cos £) Ysin ¢ ‘y2n+1 “aa . 
K, 


12 1 
(1 — cos «)Vsin y2 n+1 , 


1 [', , 
i, J 82 (cos y)do = 1, 


x 


Es ist auBerdem 


denn nach der Definition von s;,(x) ist 
$n (x) =~1+ ¢, P, (2) Pres ¢,P, (2), 


WO ¢,, ¢,--+,¢, Konstanten sind, und nach der Grundeigenschaft der 
Kugelfunktionen haben wir 


JP. (cos y) do’ = 0, (n= 1, 2,3,---). 
Dies alles zusammengenommen, ergibt 


i J f(%, 9’) 8, (cos y) do’ — f (8, g) | 





é . 12 1 
<7 t 149)! (1 eS 1 — cose) Vsin « az)’ 
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In K, haben wir zufolge (76) 
1 , r , , 1 ’ , , 
7. [10,9 8008p) do’ <2 f\F0,9)\ ao, 
) kK 


und wegen der absoluten Integrabilitiit von f(@, qm) laBt sich das Integral 
rechts durch angemessene Wahl von « beliebig klein machen (und zwar, 
wie aus dem Heine-Borelschen Beweisverfahren sofort einleuchtet, gleich- 
miaBig fiir alle (6,q) des Bereiches 7’). 

Endlich ist zufolge (77) 


1 asd , , , 
£ [10,9 % (cos y) do 
Ky 
12 1 1 mae . 
* (1 — cose) sin e V2n+1_ iz fin, do 
K, 


< _R : 1 ; 
=(1—cose)Vsine Y2n+1 


? 


G=Z | \fO,9)\a0 


“ 
wegen der absoluten Integrabilitaét endlich ist. 
Die vorherigen Abschitzungen zusammenfassend, erhalten wir aus (74) 


(78) (FG, #)) 1G, #) 
<2 +[ IF, 9)| 1—cose) +2. fine, o')ao'| 


12 are @). 
(\F(, »)| + dy 


(1 — cos e) sin « 


1 . 
2n+1 
Nun 1aBt sich nach dem vorhin Gesagten « so klein wahlen, daB erstens 
(75) erfiillt ist und zweitens das eingeklammerte Glied rechts in (78) 
kleiner als < wird (und zwar gleichmiibig fiir alle (6, p) des Bereiches 7). 
Nach Festlegung von « liBt sich dann N so groB wihlen, das fir n>N 
das letzte Glied rechts in (78) < : wird (und zwar gleichmaBig fiir alle 
(0, p) im Bereiche 7’). Es ist demnach 
isn {F(0, »)} — (0, 9)| <9 fir n>N (und (6,9) in 7), 
womit der Hauptsatz bewiesen ist. 
Wir wollen ferner diejenige Art der Unstetigkeit von /(@, m) be- 


trachten, welche der gewdhnlichen Dirichletschen Unstetigkeit bei den 
Fourierschen Reihen entspricht. 
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Durch den Punkt (@,q) legen wir einen GroBkreisbogen, dessen 
geographische Linge, von einem beliebigen festen Punkt auf dem zu (0, y) 
als Nordpol gehérigen Aquator aus gemessen, y sei. Wir nehmen an, daB 
wenn &,q auf diesem GroSkreisbogen sich dem Punkte (0, m) nihert, 


lim fG, gy’) _ F(@, p, v) 
. und zwar gleichmibig fir 0<y~< 2a, wobei F(6,y,) eine integrable 
Funktion von wy sein soll. 
In einem derartigen Unstetigkeitspunkte (0, p) ist nun 
22 


(79) lim $5 {/(0, 9)) = 3, [ FO, 9, v)av. 


22 
0 


Zum Beweise benutzen wir wiederum die Zerlegung (74) und betrachten 
zuerst K,. Wir kénnen dann bei beliebig kleinem ¢ unser ¢ so klein 
wihlen, dab, wenn (6,q’) in K, auf dem zu wy gehérigen GroBkreis- 
bogen liegt 


(80) IFO, ¢') — FO, 9, ¥) <,°p 


wird fiir jedes y, wo OS ~< 2a. Dann wird wie vorhin 
WO , , ? 1 . - . 
2 fro, P’) Sx(cos y) do’ — aa] F\9, p, ¥) s,(cos y) do 
K, 4 


eo -S fis »_@ 
<se-i/ Ss, (cos y) do <F° 


x, 


Indem wir den Nordpol nach @, @ verlegen, wird 


is [Fo, @, ¥) s,(cos y) do’ 
Ky 
e 22 


. i | fre y, v) s,(cos 6’) sin 0’ dd’ dy 
0% 
22 a. 
= i /FO, y, ¥)dy- ; f s(cos 0) sin 0 dd’ 
’ 0 


22 
s £ 1 
-+ /F@ g,; vdy- ff si(oos y) do’. 
0 ¥ 


Wenn wir die friiher gegebene Abschiitzung von z Ss, (cos y) do’ sowie 
x, 
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der Integrale fiber K, und K, benutzen, so ergibt sich die Ungleichung 
22 


(78) mit dem Unterschiede, daB statt f(@, p) tiberall tf F (0,9, ¥)dy 


0 
steht, und der Beweis wird wie vorhin zu Ende gefiihrt. 
Um den Fall der Legendreschen Reihe noch besonders hervorzuheben, 


sei {(9, qm) von » unabhiingig und = f(cos @) = f(x) gesetzt; dann ergeben 
die vorhergehenden Entwicklungen den Satz: 


Es sei f(x) eine im Intervalle (—1,---, 1) absolut integrable Funktion; 
dann konvergieren in jedem Punkte, wo lim f(a+e«)=f(4+0) und 
lim f(a@—e) = f(a—0O) beide existieren, die erithenctischen Mittel erster Ord- 
omg der zu f(x) gehirigen eugene Reihe gegen den Grenzwert 
(81) lim &4{f(@))— } (fie+0 + fa—0); 
wenn f(x) fir a<2<b stetig ist, und a <a’ <b’ <b, so ist fir da <a<v 


gleichmaBpig 
lim s;.{f(x)} = f(z). 


§ 8. 
Die Konvergenz der arithmetischen Mittel zweiter Ordnung fiir 
absolut integrable Funktionen. 


Die arithmetischen Mittel zweiter Ordnung der zu (6, q) gehérigen 
Laplaceschen Reihe werden definiert durch 


S110, 9)) = 4 > S&F 9)}5 


=0 
setzen wir 


af) 1 = m4 
(82) (2) = 44>), 
v=0 


so wird offenbar 
(10, 9)\ = 2 [ 10, 9°) s2(008 9) ao’ 
*! 


Der Satz, daB fiir eine absolut integrable Funktion die arithmetischen 
Mittel zweiter Ordnung der Laplaceschen Reihe gegen f(6, p) konvergieren 
in jedem Punkte wo (6, m) stetig ist, folgt selbstverstindlich aus der in 
§ 7 bewiesenen Konvergenz der arithmetischen Mittel erster Ordnung; er 
wurde aber zuerst auf direktem Wege von Herrn Fejér*) bewiesen. Seine 


*) L. Fejér, Uber die Laplacesche Reihe, Math. Ann. 67 (1909), S. 76—109. 
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einschrinkende Voraussetzung, daB f(@,q) nur in einer endlichen Anzahl 
von Punkten unendlich wird, ist unwesentlich. Herrn Fejérs Beweis be- 
ruht auf den folgenden Eigenschaften der s(x): 
I. Es ist si(cos 0) >0 fir O0<O0<a und n>0. 
II. Bei festem «> 0 ist fir «<< 6< 2 gleichmibig 
lim sy (cos 0) = 0. 


Wir wollen jetzt in einer Weise, welche den von Herrn Fejér ein- 
geschlagenen Umweg iiber die Cesaroschen Mittel zweiter Ordnung ver- 
meidet*), die Eigenschaften I und Ila ableiten, wovon Ila offenbar II 
enthilt: 

Ila. Es ist fir n>1 und O<O0<2 


nw 2 + log (n+ 1) ; = 
sx (cos 0) < S41) (in ay 
2 


Zunichst entwickeln wir einige Ausdriicke fiir s(cos 0). Zufolge (82) und 
(66) wird 


" 1 1 wee 
(0) = 544 G a>, (U,@)— P,.1@), 
v=0 


woraus wegen (65) 


\ 


(83) 8, (x) = +i 7 1 D0,@)- (04290, 4:0)4 1 ). 


Aus der ersten Mehlerschen Formel folgt 


@ 
+ Qy+t1 
> cos —— u 


2 vr=0 = 
U, (cos 6) = a(n eo | V2(cos w— cos 6) sa 


0 
oder 


\ 1 sin (n-+ 1)u 
84 U, (cos 6) = a... 
- ' exo | sin — V2 (cos u— cos 6) : 
0 


sowie aus der zweiten Mehlerschen Formel 


2 “ . 2v+1 
” P P an : u , 
o(c0s 0) Sei) | Vateé=enu 


6 


*) Allerdings werden die Beweise nicht einfacher als diejenigen Herrn Fejérs. 
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oder 
a 1 — cos(n-+1)u 
(85) U,, (cos 6) a (n-+-1) / ale Ld V2(cos 6 — cos u) on 
6 

Aus (83) und (84) folgt 

So &. us 

-- wae —sin(n-+2)u+sinw 
(86) s% (cos 6) = _ = ~o 

tia oF . (sin : ). in 7 V2 (cos u — cos 6) 

sowie aus (83) und (85) 

a n 

SO TM + con(n-+-2)u—cosw 
(87) si (cos 0) = oe : ce ™ 

cme PT 
sin>), ; (cos cos &) 
9 


Ferner leiten wir einige Hilfsformeln ab. Aus der fir 0 <u <7 giil- 
tigen Beziehung 


~ 


1 sin yu 
=z (z-u) = > = 


v=1 
folgt 
n - oo 
sin(y+1)u i sin yu 
= _—-_ (a u) s ? 
P r=0 von+?2 
und es ist 
ihe % Y sin ru a* ... 2y+1 
in S : Se (cos: cos 7 u) 
von+?2 v=n+?2 
2n+3 
1 cos “2 bad 1 =f & 1 2y+1 
oe ae ( ——) cos u, 
2° n+2 2 ‘Ts. © 2 
von+?2 
~ ~ 
= aa? ee 
2 v iS3 ‘atate vy w+i n+ 2? 
von+2 v=n+2 
sodaB 
> + 
sin (y Iu, 1 
(88) eel > > (x u) 
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Aus der fiir 0<u<a geltenden Gleichung 


log —* ais = cos vu 


2sin 5 
folgt 
cos (v-+ 1) % 1 ~ cos vu 
=. = log -_ Se 
z oF 2 sin — 2 . 
und genau wie vorhin wird gezeigt, daB 
° 7 ~ —_— 1 
— wT j » |=n+2’ 
lyon+2 
sodaB 
(v+1)u 1 1 
(89) oe i< tog + —_——. 
y di 2 sin =| (n + 2) ) sin 








Beweis von I. 
Es sei erstens 0 <u < = dann ist 


n+23 
sin vu sin (n+ 2)u P 
vu > (n+2)u ’ (v= 1,2,---,n+ 1) 


und infolgedessen 


es —sin(n +2) u+ sinu> >” i (v+2)u + sinu 
v=0 





n-+2 
v=0 
= sin u — mos > 0. 
Zweitens sei sa Suc; oat dann ist nach (88) 
Saeris 1 (m—u) — 1 a 1, 
e+e . (n+ 2) sin — ss 
7 2(n +3 


ferner sin u — > u> 0, sin (n+2)u <0, und folglich 


Peeree sin (n+-2)u + sinw>+ 2—1+sinu—+u>7>—->0. 


v=0 


Drittens sei - 73% <u <= ; dann ist nach (88) 

: sin (y+ 1)u 1 1 
—— > (a—u) — ——_—_ (w—u) — > 

2 rer SH rer a, . 


n+2 
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ferner sin u — hf u> 0, sin(n+2)u <1, und folglich 


Se P — sin(n + 2)u t+ sinu> ta—>—1+ sin u — : u>*—*>0. 


r=0 

Diese drei Fille zusammen ergeben also, daB fiir 0 < @< = der Integrand 

n (86) positiv ist, sodaB s, (cos #) > 0 fiir diese Werte von 0 und n>0. 
Viertens sei — <u <2; dann ist nach (89) 


cos (»-+1)u 1 1 P v2 
moter | — sit —~ ~ og 2 +55 


sane sin > (n+-2) sin = 


ferner cos (n+2)#<1, cosu <0 und folglich 


>: —seet ys + cos (n+2)u— cos “>> 5 " —log2— V7, —1>0 
vy=0 v=0 

fir n>3, 
denn der letzte Ausdruck wichst monoton mit ». Daher ist fiir » >3 
und ; <6< 2 der Integrand in (37) positiv und demnach s;(cos 4) >0 
fiir diese Werte von 6. Die iibrig gebliebenen Fille n =0, 1 und 2 
erledigen sich sofort aus den ausgerechneten Formeln 


” 4 82a ” 13 21 152* 
a(a)—1, 4,°(@)—SE™, 2,°(e) = BtMetEe. 


Beweis von Ila. 
Aus (85) folgt sofort, da der Integrand positiv ist 
. 2 ° du 
0 <U, (cos 0) < - : —— 
( ) x(n-+1)sin ¢ | etme 
6 


, u 6. 
und weil fiir cos > = cos > sin t 


> sols 


a 


= 
Jvc C08 u) “nae sin*t ftir sin > 


so a wir 


~ 





(90) 0 <U, (cos 6) << —__-—_, (0<0<a). 


(n+ 1) (sin °) , 
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Aus (83) und (90) schlieBen wir, dab fir O0<O9<2 


Ss, (cos 0) = cali ay \ 1 U,(cos 6) — (n+ 2) U, , ,(cos 8) + 1) 


<- eae a ay (> U,(cos 0) + 1) 


< —* . O\¢ (> s43+1) 


2(n+1) (sin 5) oa 
1 


<- (1 + log w+1) + 1), 
2(n-+1) (sin $ ) 


woraus wegen der Stetigkeit beider Seiten fiir =a der Satz folgt. 
Der Satz 


lim 8, {/(9, y)} = /(9, 9) 
wenn f im Punkte (6, m) stetig ist, laBt sich nun folgendermaBen be- 
weisen. 


Ein Kreis mit dem sphiirischen Radius ¢ um (6, p) teilt die Einheits- 
kugel in zwei Teile, von welchen der (0,q) enthaltende mit K,, der 
andere mit K, bezeichnet werde. Dann haben wir die Zerlegung 


. 1 — —_ ff - - 
(10, 9) = [10,9 sx(008 d= 2 fr Xt f 
% %, K 
Wird « so klein gewahlt, daB in jedem Punkte von K, 


if, o) —£(4, p)| << =» 


wo @ eine beliebig kleine positive GréBe ist, so wird 


| 1 , , ” , f 1 aa , 
|. | F.,9°) s4(c0s 7) do —f(9, 9) - 2, | si(c0sy)do 
Ky Ay 
é 1 


<2 as 





(cos y)| do’ < od roa | sn (cosy)|do’. 
x 


x, 


Weil, wegen Eigenschaft I, s, (cos y) niemals negativ wird, so sind die 
Lebesgueschen Konstanten zweiter Ordnung 


0. _ 2 f\sx(cos7) do’ = ia, & (0087) do = 1, 
x 
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wie auf Grund von s/(z)=1+¢,P,(4)+---+¢,P,(z), wo ¢,--,¢ 


Konstanten, und J P,(cosy)do'=0 fiir n>1 sofort einleuchtet. Wir 
x 


haben ferner 
1 ” , 
| 8,(cos y)do — 1 =|is,J Slcoer)as'— 4, — Zz} 8 (cos y) do’ | 


x, 

1 ” , etic 1 

= ix. | %(0087) do < & yaa 
%, 2(n-+1) ( sin r yd 


2+log(im+1) 1 
2(n+1) (sin “)’ ‘ 


o 
— 


was auf Grund von Ila sich ergibt, sowie endlich 








1 ’ ” , 2+ log (n+1 ) 1 
iz. f 19,9) 82(cos 7) do “aes (aa = i =f FG.e)\ao 
x, 2 Ms 
2+ log (m+1) 1 ? 
< ~~ S41) “(xin 5) . 
2 


woraus wir 


\s(f(0, 9))—-109, 9) << + (i a re 9)|+G) . =H reety) 
2 





erhalten, und der Beweis wird wie in § 7 zu Ende gefiihrt. 
Ein weiterer, ebenfalls von Herrn Fejér 1. c. aufgestellter Satz ist der 
folgende: Ist auf der Einheitskugel m < f(6, p) << UV, so ist auch 
m< sn {f(, 9)}<M, (n= 0,1, 2,---). 
Weil s, (cos y) niemals negativ wird, so ist nach dem ersten Mittelwertsatze 


1 ~ ad - — se , 
m= if msz(cosy)do'< 2. [ £(0,9)s% (cosy)do < bf ms. (cos y)do’ = M, 
x x x 


woraus der Satz folgt. Dieser Satz ist fiir die arithmetischen Mittel 
zweiter Ordnung charakteristisch und gilt, wie aus geeigneten Beispielen 
hervorgeht (man wihle etwa fiir /(6,q) ein Polynom in cos 6), nicht fiir 
die arithmetischen Mittel erster Ordnung. 
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§ 9. 
Die Konvergenz der arithmetischen Mittel zweiter Ordnung fiir 
bedingt integrable Funktionen. 


Wir wollen der Einfachheit halber uns auf den Fall beschrinken, 
wo {(6,q) in einem einzigen Punkte (6,, g,) unendlich oder auch nur 
unstetig wird.*) 

Es besteht dann der Satz, daB in jedem von (0,,,) verschiedenen Punkte 


lim si {(4, #)} = £(4, ) 


ist. Zum Beweise werden wir aus einem spiter ersichtlichen Grunde den 
Umweg iiber die Cesaroschen Mittel zweiter Ordnung machen. Das 
(n+1)* Cesarosche Mittel zweiter Ordnung einer beliebigen Reihe 
UM +u,+-+-+u,+--- ist, wenn wir s,=—u,. +u, +--++ u, setzen, 


maT (n+ 2) = > Sus 


v=0 w=0 


wihrend das entsprechende arithmetische Mittel zweiter Ordnung 





Ss, = 


n 


n 
” 1 1 NI 
es Pes Su 
. =O u=0d 


“= 


ist. Zwischen beiden besteht die Identitit**) 


” 1 ” 1 ” 
“= rt, * + 9 Sn, 
r=0 
sodaB, wenn lim S,’ existiert, lim s = lim SY. Wenn wir mit S, {/(4,)} 


das (n+1)* Cesarosche Mittel ‘gweiter Ordnung der zu /(6, m) gehdrigen 
Laplaceschen Reihe bezeichnen, so ist folglich unser Satz bewiesen, wenn 


wir zeigen, daB mens 
lim Sy {/(9, »)} = £4, ¢). 


Es sei jetzt Si(x) das (n+1)* Cesarosche Mittel zweiter Ordnung der 
Reihe P,(x) + 3P,(a) +--+ + (2n4+1) P(x) +--+; dann ist 
(91) Sz {(6, ®)) = Z| £10 9") Su (cosy) do’ 

x 


*) Es mége ausdriicklich hervorgehoben werden, da die im folgenden dar- 
gelegte Beweismethode sich ohne Schwierigkeit auf den allgemeinsten Fall ausdehnen 
la8t, wo die Unstetigkeitspunkte eine Menge vom Inhaltsmafe Null bilden. 


™) 1. c. S. 88, wo in unserer Bezeichnungsweise o/, — a ine) Sy’ ist. 
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Nach Herrn Fejér ist*) ; 
(92) Sy (cos @) > 0, (0<@<z), 
(93) Sz(cos 8) << —*.. (0<e<0<z). 


» 


pe (sin s)" 


Es sei w die zum Punkte (6,q) als Nordpol gehérige geographische 
Linge des veriinderlichen Punktes (6, p') (wobei der Nullpunkt von 
beliebig festzulegen ist), sowie y, und y, die Werte von y und yw fir 
& = 6,, p= ,. Es sei K, der durch einen Kreis vom sphiirischen Radius ¢ 
um den Punkt (6, m) begrenzte und diesen Punkt enthaltende Teil der 
Kugel; ferner K, das den Punkt (6,, p,) enthaltende, von den Kreisbégen 
Y="M+4% Y=1—& V=U,+&, V=V,— & begrenzte Viereck, sowie K, 
der iibrige Teil der Kugel. Wir zerlegen nun das Integrationsgebiet in 
(91) nm K,+ K, + Ky. 
Nehmen wir « so klein, daB fiir jeden Punkt in K, 


aa t) 
(94) (9,9) -—f£(.9) <4, 
wo 0 beliebig klein aber positiv vorgelegt ist, so wird, weil nach (92) 


Sy (cosy) niemals negativ wird, 


4a 
K, 


xf (8, g’) Sx (cos y) do’ —f (0, g)- 2 [82 (cos y)do’ | 
K, 4 


® 8 fee pot 8 fae , 8 
<3 fs (cos y)do’ <= if S, (cos y) do’ = = -**) 
K K 
AuBerdem ist nach (93) 
S Kis ot 1h ie 3 fee , 
As: (cos y)do’— 1) = if S, (cos y) do — i fs (cos y) do 
K, K, K 
8 fun , 4 1 i #., 4 1 
= ix] Sx (0087) do’ < ty: as ia J <n" re 
K+ (sin s) kn + Ky (sin 5) 
sodaB 
P ” oe a 1 , : 
(95) | 2. (70,9) 8x (0087) do’ —1(0,9) < $45 p97 ae lM9)|- 
4x oFe (sin 5) 
PA 2 
*) Le, 8. 84 bez. Gl. (19), S. 86. 


**) Es ist nimlich offenbar S/’ (x)= 1+ ¢, P, (x) +-+-+ ea P,(@), WO ¢,,-+5, 
Konstanten sind, und nach der Grundeigenschaft der Kugelfunktionen ist 





[ P, (cos) do’ = 0 fir n>1. 
k 





b 


\ 
S 
g 
' 
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Um das Integral in K, abzuschiitzen, bezeichnen wir mit K,' das Gebiet 
zwischen den beiden, den Punkt (6,,q,) im Inneren enthaltenden, sphiirischen 
Vierecke (a) und (b), welche begrenzt sind von den Kreisbégen 

(a) y=nth, VEnN—-h, VEU+th, VHHy—-F& 
bez. 

(b) y=nte, VA, VEU+tS, V=U—&, 


wobei selbstverstiindlich ¢,’ < ¢,, & < € anzunehmen ist. Dann ist, nach 
der Definition eines uneigentlichen Integrals, 


(96) ‘fre, y’) Sx (cos y) do’ - lim , 2 fre, gy’) S, (cos y) do’. 
VA 19% = kK,’ 


Verlingert man die beiden durch y = y, + ¢,° und y = y, — «,' gegebenen 
Seiten des Vierecks (b), bis sie die durch y= y, + & und w= y, —& 
gegebenen Seiten des Vierecks (a) schneiden, so zerfallt K,’ in vier Vier- 
ecke (p), (q), (r) und (s), deren Seiten gegeben sind durch 


(pP) VENA PEnAtTH, VEUtSs, V=Hy—F&, 
@ yEn—-a, PEnN—-H, VEUtS, V=YHy—&, 
() y=nAte, Penh, VEU, VW ts, 
(s) venta, Y=n—-4&, YHUw—&, Vr, 
und wir haben 
(97) fre. gy’) Sx (cos y) do’ =f+frfef 
K,’ (p) (9) (r) (s) 


Betrachten wir zuerst das iiber (p) erstreckte Integral. Nehmen wir y 
und y als Integrationsverinderliche und schreiben noch /(@, 9’) = F(y, y), 
so wird 

yrs Uitte 
= J F(y, ¥) Si (cos y) sin y dy dy. 


e 
(Pp) nt 4-% 


Es hat S{(cos y) sin y im Intervalle 0 << y <a héchstens n + 3 Maxima 
und Minima, wenn man die Endpunkte des Intervalles mitzihlt.*) Es 
seien nun 7,, Y2,°**, ¥,, Wo m<n+1 und 


*) Denn < [S,’ (cos y) sin y] = 0 ist eine algebraische Gleichung » + 1'* Grades 
7 
in Cos }. 
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Yo = MF SN <2 <0 <I SI + = Pm 
diejenigen Maximum- und Minimumpunkte, welche zwischen y, + ¢,’ und 
¥, + &, liegen. Weil, fiir y3< y < yi41, Si (cos y) sin y positiv und monoton, 
ferner F'(y, w) fiir alle Punkte von (p) endlich und stetig, also auch 

Yate 
JF, ¥) = HQ) 
Wy— 
fiir y, +46 <y<y +e endlich und stetig ist, so folgt aus dem zweiten 
Mittelwertsatze 


att Wats "h+1 


(99) iy SFO, w) Sy (cos y) sinydydy = J H(y) Sz (cos y) sin y dy 
Y; Wt ¥; 
: nt 
= Si (cos y,) sin y,,J Hy) dy + Sy (cos y,,,) sin ties J H(y) dy, 
4 | 


(¥,.<8:<%ia1, 4=0,1,--+,m). 


Nun laBt sich, wegen der Integrabilitit von Fy, w), eine, fiir hinreichend 
kleine ¢, und «, beliebig kleine GréBe h(¢e,, &,) derart angeben, dab 


5 > Ute 
JHO) ay = ff JFU,¥)drdv <h(e,, &), 
(100) om a Sore 
Ye Y 


Atl Wy + 


JH) dy |= J JEG, ¥) dydy| <h(e,, &), 
3 I 4 Wy & | 
(4=0, 1,-- +, m); 
ferner ist nach (93) 
0 < Si (cos y)siny<—5- * g, 
“+s (sin =) 


sodaB zufolge (98), (99) und (100) 


“4 . 4 1 m+1 8 
(101) < 2- >" a A(e,, &) = -° « he, &) 
J 2 si (sin >) x sie lie (sin :) 
st 5 a he, & : , Ale, &)- 
1 2 1 2 


~ (sin >) = (sin >) 


Fir die Integrale iiber (g), (r) und (s) gilt dieselbe Ungleichung, wenn 
wir nur h(é,, ¢,) angemessen wihlen, und wir erhalten aus (97) und (96) 








(10 


In 


(93 
(10 


Fas 


wa 


wi 
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(102) Fe af <> << «We, 4). 


(sin ¢ 


In K, ist schlieBlich |/(@, p’)| << M(e, ¢,, &), wo M endlich ist, und aus 
(93) folgt dann 


| 1 - 4 1 1 ¢ , 
(103) ix f <8 (af) M(t, 61,4) +g, fd 
Ay 2 


4 


1 
<n +2 ) (sin ) 


f 
M(éE, é,, &)- 


Fassen wir (95), (102) und (103) zusammen, so kommt infolge (91) 
” 8 h 1? 2) 
82 (£08, 9) 9)i< 5 ty ors 


: * (vin 3) 


+ — 5-4 (Mee, &, &) + |fO, 9) 
n-+2 (in) 19 “2 |). 


Nachdem ¢ gemi&B (94) festgelegt ist, kénnen wir «, und « so klein 
wihlen, daB das zweite Glied rechts < : wird, und bei festem «, . und ¢, 


wird fiir n> N, wo N geniigend groB, ail das dritte Glied <2 3» sodab 


' Sr (f(4, »)} — (4, 9)| <8 (n>N), 
d. h. 


lim Sx ({f(9, »)} = £(4, 9), 


ra=e 


und wie wir vorhin gesehen haben, ist wegen der Existenz obigen Grenz- 
wertes 


lim ${/(0, @)} — lim 87 {/(0, #)) = £(@, #). 


Man sieht nun ein, warum die Cesaroschen Mittel zur Erzielung dieses 
Resultates notwendig waren. Bei der Aufstellung der zu (102) analogen 
Formel fiir die arithmetischen Mittel wiirde nimlich, infolge Eigenschaft 
Ila (§ 8) die rechte Seite mit dem Faktor 2 + log (m+1) behaftet auf- 
treten, und die weiteren Schliisse wiirden hinfillig. DaB diese Schwierig- 
keit keine scheinbare ist, erhellt daraus, daB infolge (83) und (96) fir 
0<@<a die asymptotische Gleichung besteht 


$7 (c08 6) = SBM ++ 00), 
4(n+1) (sin 3) 


18* 
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Der obige Beweisgang laBt sich leicht ergiinzen zum Nachweis der 
gleichmiBigen Konvergenz in jedem Gebiete 7, fiir welches (,,@,) ein 
iuBerer Punkt ist. Auch laBt sich eine zu (79) analoge Formel aufstellen. 
Statt aber auf diese einfachen Dinge niher einzugehen, méchte ich zum 
Schlu8 eine Bemerkung machen, die sich auf die Konvergenzfrage der 
arithmetischen Mittel erster Ordnung der zu einer bedingt integrablen 
Funktion gehérigen Laplaceschen Reihe bezieht. 

Es sei (4, m) eine Funktion, die endlich und stetig ist ausgenommen 
im Punkte (6,,9,), wo sie integrabel (aber nicht absolut integrabel) un- 
endlich wird. Der Punkt (@,q) sowie sein Gegenpol (x— 06, m +2) seien 
beide von (4,,,) verschieden. Um 


8.1f0, #1 = [18, 9°) 8x (008 7) do 


zu berechnen, zerlegen wir K in vier Teile: K, und K, seien wie in § 7 
durch Kreise vom sphirischen Radius ¢ um (6,q) bez. seinen Gegenpol 
begrenzt, K, sei das soeben betrachtete kleine Viereck um (6,, q,), end- 
lich K, der iibrig bleibende Teil von K. Die Summe der iiber K,, K, 
und K, genommenen Teilintegrale unterscheidet sich nach dem Vorherigen 
von /(@,q) um einen Betrag, der durch geeignete Verfiigung iiber «¢, ¢,, ¢ 
und » beliebig klein gemacht werden kann. Es fragt sich nur noch, ob 
das Teilintegral iiber K, zum Grenzwert Null gebracht werden kann. 
Laut (66), (69) und (14) ist 
(104) s, (cos 6) = a Sa cos "te o+*) + 46,9 , 
V2am sin? < Vsin 0 as . n(sin 6)? 


wo A(n, 6) fir 0<@<a und n>1 beschriinkt ist. Aus dieser Formel 
folgt, dap 40%” 
(sin 6) 
im Intervalle 0<@< 2a héchstens kn Maxima und Minima besitzt, 
wo k von » unabhingig ist (es werden hierbei 6 = 0 und 6=2 zu den 
Maximum- und Minimumstellen mitgerechnet). Fast wortlich wie oben 
liBt sich durch Anwendung des zweiten Mittelwertsatzes zeigen, daB 


eine algebraische Funktion von tg S ist, die folglich 


. 5 P : X 
iz f 1, YP ) om ”) do | < (& 2) | 
K, 


n(sin y? (sin 8) 


wo h'(é,, &) durch zweckmiBige Wahl von «, und «, beliebig klein ge- 
macht werden kann. Schreiben wir weiter 
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V . ; = (9, gy’) = Fly, v), 


sin? 2 
so bleibt uns das Integral 
: 1 _ (2m +3 3x ns 
(105) Fz, f Fla ¥) 008 ( =o 7) dy du; 
Ky 


je nachdem dieses, nach Festlegung von ¢, ¢, und ¢,, fiir wachsendes » 
gegen Null konvergiert oder nicht, ist 


lim 8, {£(9, p)} = £(4, @) 


oder nicht, wo (0, p) ein beliebiger, nur von (0,,,) und seinem Gegen- 
pol (w~— 6,, ¥, +2) verschiedener Punkt ist. 

Nun hat Riemann*) gezeigt, dab es sogar analytische Funktionen f(x) 
gibt, die nur in einem einzigen Punkte unendlich werden, und fiir welche 


die Gleichung 


2 


lim | f(x) cos n(a—a)dz = 0 


NSD 


nicht gilt, wenn a@ einer gewissen Punktmenge vom InhaltsmaBe > 0 an- 
gehért. Seine Analyse laBt sich wértlich auf den Ausdruck 


fi@) cos (ene (x—a) + 2) dz 
0 


iibertragen. Es ist also die Entscheidung iiber das Verhalten von (105) 
im wesentlichen identisch mit dem folgenden Problem: Ist fiir jede, in 
nur einem Punkte des Intervalles 0 < 7 <2 unendlich werdende, integrable 
Funktion f(z) 


22 
IL lim [ro cos n(x—a)dz =0 
Vr. 
5 


fir O0<a<2z? oder II. gibt es eine integrable Funktion derart, dab 
obige Gleichung aufhért zu gelten fiir alle a einer Punktmenge vom 
InhaltsmaBe > 0? 


1 
Schreibt man n? statt Vn, wo ¢>0 aber beliebig klein, so lassen 
sich nach der Riemannschen Methode leicht Beispiele bilden, fiir welche 


der Fall IL. eintritt. Schreibt man dagegen » statt Yn, so tritt der 
*) B. Riemann, Uber die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine trigono- 


metrische Reihe, Ges. Werke 2. Aufl. (Leipzig, Teubner 1892), 8. 227—265. Siehe 
Nr. 13, S. 260ff. 
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Fall 1. immer ein.*) Fiir eine absolut integrable Funktion f(x) tritt der 
Fall I. selbstverstindlich ein, denn wir haben dann 


22 2a 
- fre cos n(z—a)dz < va f i" dz. 


Es wire nun sehr interessant, das gestellte Problem im allgemeinen Fall 
(eventuell unter Beschriinkung auf analytische Funktionen) anzugreifen. 


Chicago, U.S. den 16. Juli 1912. 


*) L. Fejér, Untersuchungen iiber Fouriersche Reihen, Math. Ann. 53 (1904), 
S. 51—69. Siehe 8. 56. 
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Zum Hilbertschen Beweise des Waringschen Theorems. 
(Aus einem an Herrn Hilbert gerichteten Briefe.) 


Von 


Erxarp Scumipt in Breslau. 


Im Hinblick auf die in der Literatur erschienenen Versuche der An- 
passung des Beweises [hres ersten Hilfssatzes zum Waringschen Theorem*) 
an geliufigere SchluBweisen wage ich, Ihnen eine Darstellung Ihres Beweis- 
ganges vorzulegen, welche diesem genau folgend ihn nicht im geringsten 
vereinfacht, vielleicht aber geeignet sein diirfte, die Ihrem Verfahren inne- 
wohnende iiberlegene Durchsichtigkeit und Einfachheit zur Anschauung zu 
bringen. 

Ich schicke zuniichst einige im wesentlichen von Minkowski her- 
riihrende, ganz elementare und bekannte Definitionen und Siitze voraus.**) 

(1) Eine Funktmenge & im q-dimensionalen reellen Euklidischen Raume 
heiBt konvex, wenn, sobald irgend zwei Punkte A und B ihr angehéren, 
dasselbe von allen Punkten der Strecke AB gilt. 

(2) Ist die Punktmenge & konvex und A ein nicht zu ihr gehdériger 
Punkt, so gibt es durch A mindestens eine solche g — 1-dimensionale Ebene, 


*) Hilbert, Beweis fiir die Darstellbarkeit der ganzen Zahlen durch eine feste 
Anzahl n‘* Potenzen. Math. Ann. 67. 

Hurwitz, Uber die Darstellung ganzer Zahlen als Summen von »'™ Potenzen 
ganzer Zahlen. Math. Ann. 65. 

Hausdorff, Zur Hilbertschen Lésung des Waringschea Problems. Math. Ann. 67. 

Stridsberg, Sur la démonstration de M. Hilbert du théoréme de Waring. Math. 
Ann. 72. 

Remak, Bemerkung zu Herrn Stridsbergs Beweis des Waringschen Theorems. 
Math. Ann. 72. Frobenius, Uber den Stridsbergschen Beweis des Waringschen Satzes, 
Sitzungsb. der Kénigl. PreuBischen Akademie der Wissenschaften, 1912, 36, S. 666. 

**) Vgl. die schénen Darstellungen von Carathéodory, Uber den Variabilitiits- 
bereich der Fourierschen Konstanten von positiven harmonischen Funktionen. Rend. 
Cire. Mat. Palermo 32, und von Steinitz, Bedingt konvergente Reihen und konvexe 
Systeme, J. f. Math. 143. 

Ich folge hier dem Gedankengang von Steinitz. 
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daB & ganz auf einer ihrer Seiten liegt, wobei das Vorhandensein von 
Punkten von & auf der Ebene selber nicht ausgeschlossen ist. 

(3) Es sei $ eine beliebige — also nicht als konvex vorausgesetzte — 
Punktmenge. Man ordne ihr eine Punktmenge &($) nach folgender Regel 
zu: Ein beliebiger Punkt C soll dann und nur dann zu &($) gehéren, 
wenn er in jeder $ enthaltenden konvexen Punktmenge vorhanden ist. 
R(PB) ist dann, wie unmittelbar ersichtlich, selbst konvex und darf als 
kleinste $ enthaltende konvexe Punktmenge bezeichnet werden. 

(4) Die Punktmenge &($) kann folgendermaBen erzeugt werden. Man 
konzentriere in einer beliebigen endlichen’ Anzahl von Punkten in $ be- 
liebige nicht negative Massen und bilde den Schwerpunkt. Die Gesamt- 
heit © aller so erhaltenen Schwerpunkte ist mit (3) identisch. 

Ist niimlich S der Schwerpunkt der nicht negativen Massen m,, mz, ---,m, 
in den Punkten P,, P,,---, P, und S’ der Schwerpunkt der nicht nega- 
tiven Massen m,’, m,’,---, m,, in den Punkten P,’, P,’,---, Pi, so labt 
sich jeder Punkt der Strecke SS’ offenbar als Schwerpunkt nicht nega- 
tiver Massen in den w» +m’ Punkten P,, P,,---, P,, Py’, Ps’, --+, Pi, 
darstellen. Also ist G konvex und enthilt mithin als $ iiberdeckende 
Punktmenge auch &($). Andererseits ist der beliebige Punkt S von © 
als Schwerpunkt der nicht negativen Massenpunkte P,, P,, ---, P,, schon 
in R(P,, P;,---, P,) enthalten, wie sich fiir «= 2 unmittelbar und all- 
gemein durch den SchluB von » auf n+ 1 ergibt. Also ist S a fortiori 
in R(P) enthalten, und damit ist der Nachweis der Identitét von S mit 
R(P) vollendet. 

Dieser Satz laBt sich noch dahin verschirfen, daB jeder Punkt von 
R($) als Schwerpunkt von nicht mehr als q+ 1 positiven Massenpunkten 
in $ darstellbar ist, eine Tatsache, von der jedoch im folgenden kein 
wesentlicher Gebrauch gemacht wird. 

(5) Enthalt die Punktmenge § ein endliches, beliebig viel-dimensionales 
Flachenstiick*) s, so gehért der Schwerpunkt M jeder nirgends negativen 
Massenbelegung auf s §(s) und mithin auch &() an. 

Lage niimlich M nicht in &(s), so giibe es nach (2) durch M eine, 
R(s) und mithin auch s ganz auf einer ihrer Seiten lassende, q—1-dimen- 
sionale Ebene. Also miiBte s, soweit seine Belegung nicht verschwindet, ganz 


*) Der Begriff eines endlichen r-dimensionalen Flichenstiickes kann hier sehr 
weit gefaBt werden — etwa folgendermaBen: Die y Koordinaten des laufenden Punktes 
des Flichenstiickes sollen beschriinkte stetige Funktionen von r reellen Parametern 
sein, deren Variabilitiitsbereich im r-dimensionalen Parameterraum ein einfaches end- 
liches Raumstiick von bestimmtem nicht verschwindendem Inhalt erfillt. Das Flachen- 
stiick kann sich also beliebig durchsetzen oder iiberdecken. Die Belegungsdichte 
kann direkt auf die Elemente des Parameterraumes bezogen sein. 
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in diese Ebene hineinfallen, wodurch sich die zu beweisende Behauptung 
auf den Fall einer Dimension weniger reduziert. Usw. 

(6) Aus (4) und (5) folgt: 

Der Schwerpunkt eines mit nicht negativer Masse belegten Flachen- 
stiickes s laBt sich stets als Schwerpunkt einer endlichen, und zwar q + 1 
nicht iiberschreitenden Anzahl positiver Massenpunkte auf s darstellen. 

Nach Voranstellung dieser siamtlich bekannten, elementaren geo- 
metrischen Tatsachen kommen wir zu unserem eigentlichen Gegenstande. 

Es sei q die Anzahl der Koeffizienten der allgemeinen reellen Form 
2n'" Grades der fiinf Variabeln 2,, 2, 23, 2,,z,. Dann laiBt sich jede 
dieser Formen durch einen Punkt im q-dimensionalen reellen gewéhnlichen 
Raum darstellen, dessen rechtwinklige Koordinaten durch die Koeffizienten 
gebildet werden. Der Gesamtheit der Formen von der Gestalt 

(6,2, + tay + ty25 + tx, +t,25)", t, reell 
entspricht hierbei eine gewisse 5-dimensionale Kegelfliche o. 
Es geniige nun die Form F einer Gleichung von der Gestalt 


v=p 
(7) Fm >) 64 (tys tpt bye a thes hy t bate t tygts)™, ¢,>0 (v=1,2,--.,p). 
v=1 


Durch Versehen siimtlicher ¢,,, mit einem Faktor kann dann zuniichst das 
Bestehen der Gleichung 


v=p 
c,=1 


” 
v=1 


herbeigefiihrt werden. Dann besagt die Gleichung (7), daB der der Form F 
entsprechende Punkt der Schwerpunkt der die Formen 
(t,1%y + ty ++ +> + t505) (v=1,2,---,p) 
reprasentierenden und mit den positiven Massen c, belegten Punkte ist. 
Das Bestehen einer Gleichung von der Gestalt (7) ist also mit der 
Zugehirigkeit des geometrischen Repriisentanten der Form F zur kleinsten 
konvexen, die Kegelfliche 6 enthaltenden Punktmenge (6) identisch. 
Handelt es sich insbesondere um die Form 
® = (4,? + 2,7 +--+ +2,")", 
so besteht die leicht zu verifizierende Hurwitzsche Gleichung 
Pas SSSI Sta + ty +--+ + t,2,)'"dt,dt,dt,dt,dt,, ¢>0, 
wo das Integral iiber das Gebiet 
(9) tH? +t? +t? +t? + t*<1 


zu erstrecken ist. Diese Gleichung besagt, daB der geometrische Repriisen- 
tant einer ® positiv proportionalen Form der Schwerpunkt einer positiven 














274 Exaarp Scamipt. Waringsches Theorem. 


Massenbelegung auf dem durch (9) bestimmten Stiick der Kegelfliche o*) 
ist. Also gehért gemaB (5) dieser Punkt &(o) an, d. h. es geniigt gemab 
dem eben Auseinandergesetzten die ® positiv proportionale Form und 
mithin auch ® selber einer Gleichung von der Gestalt (7), womit der Be- 
weis Ihres Hilfssatzes bis zum Schritt der Rationalisierung gefiihrt ist. 

Aus der SchluBbemerkung von (4) folgt noch, daB die Anzahl p der 
zur Darstellung von ® erforderlichen Summanden gq + 1 nicht tiberschreitet. 

Die Sitze tiber konvexe Punktmengen betreffend méchte ich zum 
SchluB noch folgendes bemerken. In den Darstellungen von Minkowski 
und Carathéodory sind diese Siatze meist nur fiir abgeschlossene und ganz 
im Endlichen liegende Punktmengen ausgesprochen. Daf fiir die hier an- 
gefiihrten Siatze diese Voraussetzungen iiberfliissig sind, verdanke ich der 
Kenntnis der oben erwihnten, demnichst erscheinenden Arbeit von Steinitz. 
Fiir die vorliegende Anwendung ist dieser Unterschied irrelevant, da man 
sich auch auf das durch (9) bestimmte Stiick von o beschrinken kénnte, 
das abgeschlossen ist und ganz im Endlichen liegt. 


*) Wegen der Realitiit der Parameter ¢ fallen die geometrischen Repriisentanten 
zweier Formen mit den Parametern ¢, und ¢, dann und nur dann zusammen, wenn 
entweder 

t,=—t, (v=—1,2,---,5) oder t,—-—t (y—1,2,---,5) 
ist. Daher empfiehlt es sich, o als sich derartig iiberdeckend zu betrachten, daB zwei 
nicht identisch verschwindenden, entgegengesetzt gleichen Wertsystemen der t, zwei 
verschiedene, sich iiberdeckende Punkte von o entsprechen. 
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Sur une équation intégrale. 
Par 


D. Pompei a Bucarest. 


1. Dans mes recherches sur les fonctions de variables complexes jai 
été amené @ considérer une équation intégrale qui m’a semblé présenter 
quelque intérét.*) 

Cette équation est de la forme suivante: 


(1) g(4)=h(e) + 9.8 2%, do 
ou: 

D est un domaine, simplement connexe, ot se trouve définie la 
fonction h; ‘ 

(2) est la fonction inconnue; 

h(2) est une fonction holomorphe dans D; 

VYintégrale du second membre est une intégrale double étendue au 
domaine D. Dans cette intégrale la variable de sommation est {= § + iy 
et dm = dé dy est l’élément d’aire; 

enfin, le point z est un paramétre qui peut prendre n’importe quelle 
position dans l’intérieur de D. 

On sait que, supposant la fonction (f) continue, l’intégrale 

Syste 
définit une fonction continue de z, méme lorsque z se trouve dans |’intérieur 
du champ d’intégration. 

2. Cela étant expliqué, je me propose de démontrer qu'une fonction 
(2), non identiquement nulle, qui satisfait & l’équation (1) ne peut pas 
étre une fonction holomorphe (analytique). 

En effet, si cela était, la différence 


p (2) — h(z) 


*) Rend. Circ. Mat. Palermo 35 (1913). 
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serait elle-méme holomorphe dans D: done |’intégrale 

; 1 ( 

jt) = 2xt S, 2 de 
représenterait, pour z intérieur 4 D, une fonction holomorphe. Mais on 
sait que lorsque z est extérieur 4 D, l'intégrale j(z) représente effectivement, 
en dehors de D, une fonction holomorphe et cette fonction se raccorde, 
par continuité, avee la fonction définie dans lintérieur de D. 

Mais si ces fonctions sont toutes les deux holomorphes et si elles se 
raccordent par continuité sur la frontiére de D, elles se prolongent 
mutuellement et ne forment, en définitive, qu’une seule et méme fonction 
analytique. Et, comme cette fonction analytique est partout holomorphe 
(et nulle a l’infini), elle est identiquement nulle. 


Done: si l’équation (1) pouvait admettre une solution analytique, 
cette solution ne pourrait étre que 


p(z) = h(z). 
Mais nous allons montrer maintenant que cela est impossible et, a 
cet effet, nous montrerons que |’intégrale 


‘ . 1 t 
(2) j®=-3:8 7% do, 


pz—€ 


ot p(f) est supposée holomorphe et non identiquement nulle, ne peut 
pas étre identiquement nulle, pour ¢ queleconque dans D. Pour cela 
jobserve que g(z) étant supposée holomorphe dans D et non identique- 
ment nulle, on peut tracer, dans toute région intérieure & D, un contour 
fermé C tel que dans le domaine limité par ce contour l’intégrale double 


S, 9(§) de 
soit certainement différente de zéro. 
Cela étant, integrons dans les deux membres de (2) le long d’un 
contour C et par rapport a z. 
On trouve 


(3) Ji dz =G, 9(§) do, 


égalité impossible si l’on suppose j(z) identiquement nulle. 

Done: léquation intégrale (1) n’admet pas de solution analytique. 

3. Pour terminer je montrerai rapidement comment on obtient la 
relation (3) en intégrant, par rapport 4 z, dans les deux membres de (2). 

On peut, pour cela, effectuer directement une intégration sous le signe 
somme, mais alors on doit s’assurer au préalable que cette interversion 
de l’ordre des intégrations est permise. 
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Voici une autre maniére de raisonner. 

La courbe fermée C partage le domaine D en deux autres domaines: 
un domaine D, contenant tous les points de D intérieurs 4 C, ou situés 
sur C; et un autre domaine D,, contenant les points de D qui sont 
extérieurs & C, ou situés sur C. 

D’aprés cela on peut écrire 
(4) j(2) = j:(2) + js) 
avec 

, 1 f 
i) = 9538), oe de, 


bDe—f 


, 1 
ja(2) = 2xi S,, #0). da. 


2—¢ 


Chacune de ces intégrales définit une fonction de z qui est continue 
dans tout le plan. En particulier, la premiére intégrale définit en dehors 
de D, une fonction holomorphe et nulle a Vinfini. Mais linfini est un 
zéro simple pour cette fonction, car on a 


lim #-j,(2) = 52,8, P@) do 


lorsque |z| croit au dela de toute limite et, d’aprés nos hypotheses, |’inté- 
grale du second membre n’est pas nulle. Il s’ensuit donc 


(6) Jitede-§, 9@do, 


le contour C étant une courbe fermée contenant le domaine D, dans son 
intérieur, et puisque j,(2) est continue dans tout le plan, le contour C peut 
étre aussi la frontitre du domaine D,. 


Passons maintenant 4 l’intégrale j,(¢): elle définit, dans lintérieur de 
D, une fonction holomorphe pour laquelle on a 


(6) Sil) dz = 0 


C éant un contour fermé intérieur 4 D,, mais puisque j,(2) est partout 
continue, on peut prendre pour C la frontiere méme de D,. 
Les relations (4), (5) et (6) nous permettent maintenant d’écrire 


Jie) dz =, 9(f) do 


ce qui est justement la relation qu'il fallait établir. 


Bucarest, le 28 janvier 1913. 
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Uber Flachen mit lauter geschlossenen geodatischen Linien.*) 
Von 


P. Funx in Salzburg. 


Einleitung. 


Mit den beiden Fragen: Wie findet man auf einer gegebenen Fliiche 
die geschlossenen geoditischen Linien, und wie findet man Flachen, auf 
denen alle geodiitischen Linien geschlossen sind, haben sich bereits mehrere 
Arbeiten beschiiftigt. Fiir uns kommen hauptsiichlich die folgenden in 
Betracht. Darboux**) hat zuerst in den Noten zum Cours de mécanique 
vom Despeyrous und spiiter in seinen ,,Lecons sur la théorie générale des 
surfaces“ die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir angegeben, 
daB auf einer Rotationsfliiche alle geoditischen Linien geschlossen sind. 
Angeregt durch Herrn Prof. Hilbert hat Zoll***) in seiner Dissertation 
unter Benutzung der Entwicklungen von Darboux eine geschlossene 
singularititenfreie Rotationsfliche mit lauter geschlossenen geoditischen 
Linien angegeben. Stiickel}) hat den Verlauf der geoditischen Linien auf 
Liouvilleschen Flichen untersucht. Auch hierbei hat sich die Méglichkeit 
herausgestellt, daB alle geoditischen Linien geschlossen sein kiénnen, und 
Stickel hat eine ausgedehnte Flichenklasse angegeben, bei der dieser Fall 
wirklich eintrifft. Dagegen ist es ihm nicht gelungen, die Frage, wann 
alle geodiitischen Linien geschlossen sind, in voller Allgemeinheit zu be- 
antworten. Poincaré}+) hat auf zweifache Art bewiesen, daB auf jeder 
geschlossenen konvexen Oberfliche mindestens eine geschlossene geodiitische 
Linie existiert. Beim ersten Beweis zeigt er zunichst die Richtigkeit des 


*) Die ersten drei Kapitel dieser Arbeit stimmen, abgesehen von unwesent- 
lichen Anderungen im zweiten Kapitel, mit denen meiner unter dem gleichen Titel 
erschienenen Dissertation (Géttingen 1911) iiberein. 

**) Darboux, Lecons sur la théorie générale des surfaces 3, S. 4. 

***) Zoll, Diss. Gittingen 1901. Math. Ann. 57, S. 108. 

+) Stickel, J. f. Math. 130, S. 89. 

++) Poincaré, Trans. Am. Math. Soc. 1905, 8. 237. 
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Satzes fiir Flachen, die nur wenig von der Kugel verschieden sind. Er 
benutzt dabei seine eigenen Untersuchungen iiber die Existenz periodischer 
Lésungen von Differentialgleichungen, die er im 3. Kapitel des 1. Bandes 
seiner ,,Méthodes nouvelles de la mécanique céleste“ angestellt hat, und 
schlieBt dann durch Kontinuititsbetrachtungen auf die allgemeine Giiltig- 
keit des Satzes. 

In der vorliegenden durch Prof. Hilbert angeregten Arbeit werden 
nun im 1. Kapitel die Ergebnisse von Darboux und Zoll auf eine neue 
Art hergeleitet und vervollstindigt. Gegenstand des 2. Kapitels ist eine 
gewisse Funktionalgleichung fiir Funktionen des Ortes auf der Kugel, die 
dann im 3. und 4. Kapitel zur Anwendung kommt. Integriert man eine 
Funktion des Ortes auf der Kugel lings eines gréBten Kreises, so ist im 
allgemeinen der Wert des Integrals eine Funktion der Parameter, die den 
Kreis charakterisieren. Ich bezeichne sie als Kreisintegralfunktion und 
lése auf zweifache Art die Aufgabe: Wie bestimmt sich eine Funktion 
des Ortes auf der Kugel, wenn ihre Kreisintegralfunktion bekannt ist? 
Die erste Lésung bentitzt Kugelfunktionen, die zweite besteht in der 
Zuriickfiihrung der vorgelegten Aufgabe auf die Auflésung der Abelschen 
Integralgleichung. Im 3. Kapitel wird der Stickelsche Ansatz zur Be- 
handlung der Liouvilleschen Flichen durch einen einfacheren ersetzt und 
die bei ihm offen gebliebene Frage*) beantwortet. Das 4. Kapitel enthilt 
einen Ansatz zur allgemeinen Lisung der Aufgabe: Wie muB man die 
Kugel variieren, damit aus ihr wieder eine Fliche mit lauter geschlossenen 
geodiitischen Linien entsteht? Dieser letztere Gedanke riihrt von Herrn 
Prof. Hilbert her und hat mir die Anregung zu den im 2. Kapitel ent- 
wickelten und im 3. und 4. Kapitel angewandten Betrachtungen iiber die 
Kreisintegralfunktion gegeben. 


1. Kapitel. 
Rotationsflichen. 


In diesem Kapitel wollen wir die Frage behandeln, unter welcher 
Bedingung auf einer Rotationsfliche alle geodiitischen Linien geschlossen 
sind. Wir wollen uns dabei auf den Fall beschranken, daB sich die geo- 
ditischen Linien schon nach einem Umlauf schlieBen. Die Gleichung der 
geodiitischen Linie auf einer Rotationsfliche lautet: 


"a du 
+ ang Po =f; yrt—a* 
0 


*) Lc. S. 112. 














280 P. Foxx. 


Dabei bedeutet g den Winkel der Meridianebene mit der Ebene eines 
festen Nullmeridianes, r den Radius eines Parallelkreises, u die Linge auf 
dem Meridian und zwar vom gréften Parallelkreis aus nach der einen 
Seite hin positiv, nach der anderen Seite hin negativ gerechnet, a die 
Clairautsche Konstante. Wir nehmen nun an, das Maximum von r sei 
gleich 1 und setzen 

r=cosy, 4a@=cosi. 
u wird dann irgend eine Funktion von y werden. 


u= + %(%), 
du = dy + O(n) dy. 

Fiir die Kugel wird ® und also auch ®’ gleich Null. Wir verfolgen 
nun eine geodiitische Linie von ihrem Schnittpunkt mit dem gréBten 
Parallelkreis aus nach beiden Seiten hin, bis sie zum ersten Mal einen 
Parallelkreis beriihrt. Durch die beiden Beriihrungspunkte denken wir uns 
die Meridianebenen gelegt, den Winkel, den sie miteinander einschlieBen, 
bezeichnen wir mit. Damit sich nun die geoditischen Linien nach einem 
Umlauf schlieBen, mu8 fiir alle Werte i 


+i 
— cosi (1+ %'(n)) dy 
£08) /cos*n —cos*i 


sein, Wir wissen nun, fir ® = 0, fiir die Kugel, ist dies der Fall. Be- 
zeichnet y die geographische Breite, § die geographische Liinge, so lautet 
die Gleichung der geodiitischen Linie auf der Kugel (wie man aus der 
sphirischen Trigonometrie entnehmen kann): 


tg » = tg sin &. 
Beniitzen wir nun gerade diese Gleichung, um im obigen Integral & statt 


y als Integrationsveriinderliche einzufiihren, so wird, wie man ohne jede 
Rechnung sofort schlieBen kann, 


‘e 8% 
Q— dé + fx(tgi sin &) dé, 
“54 


wobei statt 
'(n) = x(tg 1) 

gesetzt ist. Soll Q gleich a sein, so muB das zweite Integral verschwinden. 

Dies ist dann der Fall, wenn x eine ungerade Funktion seines Argumentes 

ist, und es ist dies auch nur dann der Fall. Das zweite Integral kénnen 

wir namlich auch in der Form schreiben: 


nm 
S(altg i sin ® + 4(— tg i sin 8) dé. 
0 
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Nehmen wir an, der Integrand sei stetig, wechsle nicht unendlich oft sein 
Zeichen und verschwinde nicht identisch, so kénnte man tgi so bestimmen, 
daB auch das Integral von Null verschieden ausfallt*). 

Fiir das Folgende ist es bequemer #(sin 7) statt y(tg 7) zu schreiben. 
Wenn 7 eine ungerade Funktion von tg 7 ist, so muB natiirlich auch y 
eine ungerade Funktion von sin 7 sein. Wir denken uns nun, die Rotations- 
achse falle in die Z-Achse und wihlen zur XY-Ebene die Ebene des 
gréBten Parallelkreises, fiir die Meridiankurve in der XZ-Ebene erhalten 


wir dann wegen 
(5) + (35) = (74) = 2 + vein 


die Parameterdarstellung 





Z=Ccosy, 2 =| V+ Gin »)*— sin’ dy. 
0 


Soll hierdurch eine reguliire geschlossene Kurve erkliirt sein, so mub y 
im Intervall —1 bis +1 regulir erklirt sein, und ferner mub 

|1 + (sin y)| > |sin 9], 
und weil y in unserem Fall eine ungerade Funktion sein soll, so muB auch 

|1—| (sin y)|| > |sin 9], 
also 

|w(sin (m))| < 1 —|sin 9}. 
Hieraus folgt auch 

o(—1) = ¥(+1) =0. 
Fiir das Linienelement erhalten wir 
ds* = (1+ (sin »))*dy* + cos* y dv*. 

Die gefundene notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB 
sich auf einer Rotationsfliiche alle geodiitischen Linien nach einem Um- 
lauf schlieBen, laBt sich folgendermaBen geometrisch deuten. Wir bezeichnen 
zwei Punkte der Rotationsfliche als einander entsprechend, wenn die Ver- 
bindungsgerade parallel zur Rotationsachse ist. Denken wir uns in die 
Rotationsfliche so eine Kugel hineingelegt, daB ihr Aquator mit dem 
gréBten Parallelkreis der Fliche zusammenfillt. Es mége ferner auf jeder 
Seite des Aquators ein Punkt der Fliche und ein Punkt der Kugel als 
einander gegenseitig entsprechend gelten, wenn ihre Verbindungsgerade 
ebenfalls parallel zur Rotationsachse ist. Dann gilt fiir die gesuchten 
Flichen: Die Summe der Liingen zweier auf der Fliche einander ent- 
sprechenden Meridianstiicke ist gleich der Summe der Lingen der beiden 
einander gleichen Meridianstiicke, die ihnen auf der Kugel entsprechen. 





*) Eine abnliche Frage wird ausfiihrlicher im 2. Kapitel besprochen. 
Mathematische Annalen. LXXIV 19 
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Als Beispiel wihlen wir erstens: 
y (sin 7) = sin 7. 
Dieser Wahl von w entspricht nach dem obigen keine singularititen- 
freie Rotationsfliche, auf der alle geoditischen Linien geschlossen sind. 
Wohl aber sind alle diejenigen geoditischen Linien geschlossen, die 
vollkommen in dem durch die Ungleichungen 


—+i<sinn<-, 
also 


gekennzeichneten Gebiet verlaufen. 
Das sind also diejenigen fir die 
-7<ige 
ist. Setzt man fir 
sin» = 1 —@, 


so erhilt man fiir das Linienelement 
=: on 2 2 Jon ?\% 
ds* (- 1) (de + o*dg’)*). 


In der Tat die Extremalen, die zur Forderung 


. : / a 
0fVE-1V (is) + deo 
gehéren, sind geschlossene Kurven, sie sind nimlich Ellipsen, wenn man 
o und @ als gewdhnliche ebene Polarkoordinaten deutet. Denn wendet 
man auf den Fall, daB ein festes Zentrum auf einen beweglichen Punkt 
eine nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz wirkende Kraft ausiibt, 
das Jacobische Prinzip der kleinsten Wirkung an, so gelangt man zum 
oben angeschriebenen Variationsproblem. 
Setzt man 
sing=1—9, 9 = 29, 
so wird 
ds* = 4(2— 0°) (do*+o*dg’). 
Dies entspricht dann dem Fall, wo die Kraft proportional dem Abstand 
vom anziehenden Zentrum ist. Bekanntlich sind auch dann die Bahn- 
kurven ebenfalls Ellipsen. 
Wahit man fiir 
y= . sin 9 cos* », 


*) Siehe Darboux II, S. 452. Die Gestalt der Rotationsflichen, die zu diesem 
Linienelement gehéren, wurden von A. Pfister (Kieler Diss. 1904) genauer untersucht. 
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so erhalten wir nach dem obigen eine singularititenfreie Fliiche und zwar 
entspricht dieser Wahl von » das Beispiel, das von Zoll angegeben wurde. 

SchlieBlich erwihnen wir noch zwei Sitze, die sich unmittelbar be- 
weisen lassen, indem man unsere Parameterdarstellung fiir die Meridian- 
kurve der gesuchten Flichen verwendet. 

1) An jener Stelle, wo die Meridiankurve den gréBten Parallelkreis 
schneidet, ist ihr Kriimmungsradius .ebenso groB wie der des gréBten 
Parallelkreises. (Dieser Satz wurde auch schon von Zoll auf andere Weise 
bewiesen. ) 

2) Die Oberfliiche einer singularitiitenfreien Rotationsfliiche, auf der 
sich alle geodiitischen Linien nach einem Umlauf schlieBen, ist stets vier- 
mal so groB wie die Fliche des gréBten Parallelkreises. 


2. Kapitel. 


Uber eine gewisse Funktionalgleichung fiir Funktionen des Ortes 
auf der Kugel. 


Mit ®(uv) wollen wir im folgenden immer eine eindeutige Funktion 
des Ortes auf der Kugel bezeichnen. uw sei der Abstand vom Nordpol, 
v die geographische Liinge. Wir beschriinken uns zuniichst auf solche 
Funktionen, die in eine gleichmiBig konvergente Reihe von Laplaceschen 
Kugelfunktionen entwickelbar sind. 


Es sei also . 
O(u,v) = Y,+ ¥, + ¥,4+ ¥;---. 
Die Funktion 


+ (Ou, 0) + O@—u, v+2))—=%+¥%,+Y,-- 
wollen wir als den geraden Bestandteil und die Funktion 
: (D(u, v) — O(x—u, v+z2)) = y, + Y; + Y, - 


wollen wir als den ungeraden Bestandteil von ® bezeichnen, ferner soll 
eine Funktion eine gerade Funktion des Ortes auf der Kugel heiBen, wenn 
ihr ungerader Bestandteil identisch verschwindet, d. h. wenn sie an dia- 
metral entgegengesetzten Stellen der Kugel den gleichen Wert annimmt, 
sie soll eine ungerade Funktion des Ortes auf der Kugel heiBen, wenn 
ihr gerader Bestandteil identisch verschwindet, also wenn sie an diametral 
entgegengesetzten Stellen der Kugel Werte vom gleichen absoluten Betrag, 
aber entgegengesetzten Vorzeichen annimmt. 

Wir denken uns nun auf der Kugel einen beliebigen gréBten Kreis 
gezeichnet, der mit einem Richtungssinn versehen sein mége. Es sei @ 

19* 
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die geographische Linge eines seiner Schnittpunkte S mit dem Aquator, 
i der Winkel, den der mit Richtungssinn versehene Kreis mit dem im 
Sinn der wachsenden v durchlaufenen Aquator einschlieBt. P sei ein be- 
liebiger Punkt auf dem Kreis. Die Linge des Bogens SP sei 4 und zwar 
mége 4 wachsen, wenn sich P in dem auf dem Kreis vorgegebenen 
Richtungssinn bewegt. Die beiden Pole, die zu diesem gréBten Kreis ge- 
héren, haben die Koordinaten 


u=t v= 3 — 
bez. bez. 


u=2a—i vo=@7+ 


Nun betrachten wir ® lings eines gréBten Kreises als Funktion von 4, 
d. h. wir ersetzen in ® wu und v durch 


u = arccos (sin i sin 4), 
v = & + arctg (tg 4 cos #). 
22 


Jetzt berechnen wir { da und ordnen den Wert dieses Integrals jedem 
0 


der beiden Pole zu, die zu diesem Kreis gehéren. Indem wir uns dies 
fiir alle gréBten Kreise getan denken, erhalten wir eine gerade Funktion 
des Ortes auf der Kugel, die wir als ,,Kreisintegral-Funktion von ®* be- 
zeichnen wollen. Wir bezeichnen sie mit z(i, #) und schreiben also: 


in 


[oda = xi, ®) = x(x—i, +2). 


Uber die Kreisintegral-Funktion gelten folgende Sitze: 
I. Die Kreisintegral-Funktion einer ungeraden Funktion ist Null. 
Il. Die Kreisintegral-Funktion einer Konstanten C ist 24C. 
Ill. Die Kreisintegral-Funktion einer Laplaceschen Kugelfunktion ge- 


rader Ordnung Y,, ist 22 P,,(0)Y,,, wobei P,, das Legendresche Poly- 
nom bedeutet*). 


P,,(0) = (—1)" 1-3-5---2h—1 


2-4-6---2h 


Zum Beweise erinnern wir an die Relationen 
22 
1 a 
L [Yaydv = AyPy, (008 u), Py,(—1) = Py,(+1) =1 
0 


*) Vgl. die Minkowskische Arbeit iiber Kérper konstanter Breite. Minkowski, 
Ges. Werke II, 8. 277. 
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A, ist der Wert von Y,, an den Polen und 22P,,(0)A, ist der Wert 
der zu Y,, gehérigen Kreisintegral-Funktion an den Polen. Da aber die 
Pole keine ausgezeichneten Punkte sind, so ist mithin der Beweis fiir die 
obige Behauptung schon erbracht. 

IV. Die Kreisintegral-Funktion einer endlichen oder gleichmiBig kon- 
vergenten unendlichen Summe von Funktionen ist gleich der Summe der 


Kreisintegral-Funktionen der einzelnen Summanden. 
22 


V. Die Kreisintegral-Funktion von J (we) dv ist Sut #)d@. 


Dieser Satz ergibt sich, wenn man : bel der Berechneng der Kreis- 


integral-Funktion von (oC, v) dv statt v: als Integrationsvariable ein- 


0 
fiihrt und dann die Reihenfolge der Integrationen nach # und / vertauscht. 
VI. Der Mittelwert der Kreisintegral-Funktion ist gleich dem Mittel- 
wert der Funktion selbst multipliziert mit 22; d. h. 


+: £ fae, (ui, 9 )sinidi= t (av [o(w, v) sin u du. 
0 0 


Es ist niimlich 


ae 3 ae 
{de fz sini di = fda [sin i( foas) di. 
6 66 5 6 6 
Nun !iBt sich fous auch so bilden, dah man zuerst fo v) dv bildet 


und hernach oa uw durch das Produkt sin?-sind ented. Es ist somit 
22 


: | ‘Od® in i und A symmetrisch und demnach kénnen wir 7 und / ver- 
, 3% “4 : 22 \ 
tauschen. zai J sin 4 ( Joa) di ist aber der iiber die ganze Kugel 


0 


22 
genommene Mittelwert von { ®dv und demnach das 22-fache des Mittel- 
0 


wertes von ®. 

Wenden wir uns jetzt der Aufgabe zu, eine Funktion zu bestimmen, 
wenn ihre Kreisintegral-Funktion bekannt ist. Nach Satz III und IV 
kénnen wir so vorgehen. Wir entwickeln x nach Kugelfunktionen. Es 
seien A,,, die Koeffizienten der Entwicklung. Wir setzen nun eine Reihe 
an, die nach Laplaceschen Kugelfunktionen fortschreitet und deren Koef- 


Py) ¥ 


fizienten a © lauten. Wenn die so gebildete Reihe gleichmiBig kon- 
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vergiert,*) so stellt sie den geraden Bestandteil einer Funktion dar, deren 
Kreisintegral-Funktion zx ist. Bei Voraussetzung der gleichmaBigen Kon- 
vergenz der Reihe fiir ® folgt unmittelbar, daB der gerade Bestandteil der 
Funktion durch die Kreisintegral-Funktion eindeutig bestimmt ist. 

Wir wollen hierfiir jetzt noch einen zweiten Beweis geben, der von 
Kugelfanktionen keinen Gebrauch macht. Wir beschrinken uns dabei 
auf stetige Funktionen des Ortes auf der Kugel, bei denen fiir ein be- 


22 
stimmt gewihltes Koordiffatensystem die Funktion / ®(u,v)dv nicht un- 
0 


endlich oft ihr Zeichen wechselt und in der Umgebung der Pole von Null 
verschieden ist. Da die Differenz zweier Funktionen mit gleicher Kreis- 
integral-Funktion Null zur Kreisintegral-Funktion hat, so kommt es nur 
darauf an, folgenden Satz zu zeigen. 

Vil. Ist die Kreisintegral-Funktion identisch Null, so ist auch der 
gerade Bestandteil der Funktion, zu der sie gehdrt, Null, d. h. die Funktion 
ist eine ungerade. 

Beweis: Angenommen, es gabe eine von Null verschiedene gerade 
Funktion des Ortes auf der Kugel, deren Kreisintegral-Funktion Null ist. 
Nun wiahlen wir das Koordinatensystem entsprechend den obigen Annahmen, 


22 
bilden das Integral f ®(u, v)dv und bezeichnen die so erhaltene Funktion 
0 


mit (cos «). Sie ist nach unseren Voraussetzungen stetig, wechselt nicht 
unendlich oft ihr Zeichen und ist mindestens in der Umgebung der Pole 
von Null verschieden. Nach Satz V miiBte aber die Kreisintegral-Funktion 
von Y Null sein, d. h. es miiBte fiir alle i 


2x 


/¥ (sin i sin 4)di =0 
0 


sein und demnach auch fiir i= 0, also miiBte auch gelten: 
¥(0) = 0. 


Andererseits kénnen wir stets zwei positive Zahlen a und b, a < b, wiahlen, 
sodaB fiir alle Werte von 


—b<cosu<db 





*) Eine hinreichende Bedingung hierfiir und somit fiir die Stetigkeit der Funk- 
tion ® habe ich in meiner Dissertation angegeben. Der Zusammenhang zwischen den 
Koeffizienten der Entwicklung von ® und ; lieBe sich ahnlich wie bei Satz VI auch 
direkt herleiten, wodurch man dann auf die Gleichmifigkeit der Konvergenz ver- 
zichten kénnte. 
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Y sein Zeichen nicht findert und daB fiir alle Werte von cos u, fir die 
a<|cosu <b 
ist, |'¥| gréBer als eine feste positive Zahl « ist. Wahlen wir nun i so, dab 
sini =b, 
so wird fiir diesen Wert von i 





: b 
di. a : 
JS ion d(cos u) | = 4¢ mer >0, 


22 | 
pral>ae, i —- 
was im Widerspruch steht mit der Feststellung, daB die Kreisintegral- 
Funktion identisch verschwinden sollte. 

Vom obigen kénnen wir folgende geometrische Anwendung machen. 
Die Funktion des Ortes auf der Kugel deuten wir als das halbe Quadrat 
des Radiusvektors einer geschlossenen Fliche, die in gewéhnlichen raéum- 
lichen Polarkoordinaten dargestellt sein mége. Die Kreisintegral-Funktion 
bedeutet dann den Inhalt jener Flichenstiicke, die die Fliche auf den oo? 
durch den Koordinatenanfangspunkt gehenden Ebenen ausschneidet. Man 
kann also noch unendlich viele Flichen angeben, bei denen jene Flichen- 
inhalte gegeben sind, aber nur eine einzige Mittelpunktsfliche. Insbesondere 
ergibt sich: 

Die Kugel ist die einzige Mittelpunktsfliche, wo fiir alle durch den 
Mittelpunkt gehenden Ebenen der I'lacheninhalt denselben Wert hat. 

Deuten wir als Stiitzebenenfunktion, so folgt der Minkowskische 
Satz, daB Kérper von konstantem Stiitzzylinderumfang auch stets Korper 
von konstanter Breite sind. 

Das obige steht auch in Beziehung mit einem Problem der Mechanik, 
das Abel*) gelést hat, und es laBt sich die dort angewandte Methode dazu 
beniitzen, um noch auf eine zweite Art den geraden Bestandteil einer 
Funktion des Ortes auf der Kugel bei gegebener Kreisintegral-Funktion 
za berechnen. 

Zuniichst beschrinken wir uns auf den Fall, daB die Kreisintegral- 
Funktion von # unabhingig ist.» Dann wird auch die gesuchte gerade 
Funktion des Ortes auf der Kugel von v unabhingig sein. Wir bezeichnen 
sie mit F(cos*u). Ferner setzen wir 

cos? u = y, sin? ij = 2, 
id 
x (i) =f F(sin*i sin? 4) da = g(a). 
0 


*) Ausfiihrlicher habe ich diesen Zusammenhang in meiner Dissertation besprochen. 
Leider sind an dieser Stelle zwei Druckfehler. 
8. 14 Zeile 9 lieB U(0)=0, 
8S. 14 Zeile 15 a<0,56>0 gehirt zwei Zeilen tiefer. 
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Wegen 
cos u = sini sin 4 
wird 
a a dy 
a a 
Vsin*i—cos*u 2Vrx—y 


Beriicksichtigen wir ferner, dab in unserm Fall, wo es sich um eine gerade 
von v unabhingige Funktion handelt 


22 a/2 


fodi=4 fod, 
0 0 


so erhalten wir fiir die aufzulésende Funktionalgleichung 


md QF ay 
Vy 
via) f : ° 
‘ vVe-—y 
0 


Hierin ist F’ gesucht und @ bekannt. Wir erhalten die Lésung in der 
Form (s. Goursat, Cours d’Analyse, 2. éd., 5. 343) 


_ 9%) Vy fi _¥2 
Fy)=-4- +73 | Tong a2. 
0 
Aber auch im allgemeinen Fall laBt sich die Abelsche Methode ver- 
werten. Es sei y(i#) die gegebene Kreisintegral-Funktion. Angenommen 
es existiert zu ihr eine stetige gerade Funktion des Ortes auf der Kugel, 


on 

> 
die wir mit (u,v) bezeichnen wollen. Die Funktion ,— | O(u,v) dv ist 
ne 
6 


unabhiingig von v, besitzt an den Polen denselben Wert wie ® und ihre 
22 


Kreisintegral-Funktion ist a | xGiayas. Also kénnen wir den Wert der 
0 

Funktion ® an den Polen berechnen, und da wir durch eine Koordinaten- 

transformation jeden beliebigen Punkt nach den Polen hin verlegen kénnen, 

so ist ® allgemein bekannt. 
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3. Kapitel. 


Liouvillesche Flichen. 

Unter Liouvilleschen Flachen versteht man bekanntlich solche, deren 

Linienelement sich auf die Form bringen laBt 
ds* = (U(u) —V(v)) (du? + dv’). 
Bei unseren Untersuchungen werden wir das Linienelement in der Form 
ds* = (1—a* — y*) (X°(a) dz? + Y*y) dy’) 

zagrunde legen, was keinen wesentlichen Unterschied bedingt. Wir be- 
schrinken uns darauf, folgende Frage zu beantworten. Wie miissen die 


Funktionen X(x) und Y(y) bestimmt werden, damit die Extremalen, die 
zur Forderung 


af Va —a*?—y*) (X*(x)+ Y*q@ y'*) dx =0 
gehéren, lauter geschlossene Kurven darstellen, wenn x und y als gewdhn- 
liche rechtwinklige Koordinaten in der Ebene gedeutet werden? Wihlt man 
X(@w)=1, Yy)=1 
so sind die Extremalen Ellipsen. (Vgl. Kap, 1.) 
Die Hamilton-Jacobische partielle Differentialgleichung lautet in 


unserem Fall : 
(2) (a) 
Ox 2 oy 2 
X%@) tT? + yy TY 1, 


(2) (a) 


X*(a) + x? = sin’ i, ry) + y® = cos*i, 


setzen wir 


so wird 
x y 
S = | X(#) Vsin® i — x* dx + Y(y) Vcos? i — y? dy 
0 0 
und fiir die Extremalen erhalten wir 


x ” 

* X(a)dx i * Yydy _ 
J) Vsin*i—z* J Vcos*i—y? 
0 0 


i und t, sind die Integrationskonstanten*). 

*) Beiliufig mag folgendes bemerkt werden. Wenn wir uns fiir den Fall X(z) —1, 
Y(y) =1 der im Kapitel 1 angegebenen physikalischen Deutung bedienen, so bedeutet i 
den Arcustangens des Amplituden-Verhiltnisses der x und y Komponente der Schwingung, 
t, die Phasenverschiebung. (Bei der zugehirigen Rotationsfliche hat die Integrations- 
konstante ¢ jetzt eine andere Bedeutung als im ersten Kapitel.) 
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Fiir die in dieser Gleichung dargestellten Kurven verschaffen wir uns 
eine Parameterdarstellung, indem wir setzen: 


z y 

_X@)de _ * Y@dy ___ 
i= * V.cos*i— y? ii ad 
Lésen wir die erste Gleichung nach 2x, die zweite Gleichung nach y auf, 
so erhalten wir nach einem Satz von Weierstrab*) x und y als periodische 
Funktionen von t und zwar hat x die Periode 


siné 


+ 
Qo =? f X(x) dx 


" _Vsin*i— x? 
und y hat die Periode 


+ cost 
Y(y) dy 
=2 
f Vcos*i— y? 
Hierbei wird vorausgesetzt, dab X() bez. Y (y) im Intervall —sini<7<sini 
bez. — cos i < y<cosi ihr Zeichen nicht wechseln. Setzen wir 


x=sinisind4, y= cosi cosd, 
daher 
3x 
Q, - | X(sini sind)dd, 
0 
32 
Q, =f ¥(cosi cos a)da 
0 
und ferner 
2, 
Qy ~ 


Im allgemeinen wird q eine Funktion von i sein. 

Sollen die Extremalen geschlossen sein, so muB q einen rationalen 
Wert annehmen. (Wird q irrational, so schlieBt man ahnlich wie in der 
bereits in der Einleitung genannten Arbeit von Stickel, dab dann die 
Extremalen den rechteckigen Bereich 

—sint<zr<sini, —cosily cost 
iiberall dicht tiberdecken). Die Frage, die wir zu Anfang des Kapitels 
gestellt haben, verwandelt sich jetzt in die folgende: Wie miissen die 
Funktionen X(x), Y(y) bestimmt werden, damit die Relation 


32 in 
fX(sin isind)di = qf ¥ (cosi sin 4) dd 
0 0 


*) Vgl. WeierstraB, Werke Band 2, S. 1. 
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fiir alle Werte i erfiillt ist, wobei q jetzt eine feste rationale Zahl be- 
deuten soll? Die Antwort lautet: Man wihle die rationale Zahl q und 
die Funktion Y vollkommen willkiirlich und berechne die linke Seite der 
obigen Gleichung. Man deute die so gebildete Funktion von i als Kreis- 
integral-Funktion und berechne nach den Vorschriften des vorigen Kapitels 
den geraden Bestandteil der dazu gehérigen Funktion des Ortes auf der 
Kugel. SchlieBlich ersetze man cosu durch x und fiige noch irgend 
eine ungerade Funktion von x hinzu, auf diese Art findet man das all- 
gemeinste Funktionenpaar, das der obigen Gleichung fiir alle Werte von i 
geniigt. 

Um den Voraussetzungen zu geniigen, die nétig sind, damit der 
WeierstraBsche Satz anwendbar wird, wollen wir Y(y) als eine Funktion 
denken, die im Intervall —1<y< 1 nur positive Werte annimmt. Ebenso 
wollen wir die rationale Zahl q positiv annehmen. Jetzt kénnte es aber 
vorkommen, daB X(x) an einzelnen Stellen Null oder negativ wird. In 
diesem Fall wollen wir nachtriiglich zu Y(y) eine geeignet gewiihlte Kon- 
stante addieren, sodaB dann auch X(z) bestindig positiv ausfillt. Gleich- 
zeitig erreichen wir dadurch, daB das Flichenelement im Innern des Ge- 
bietes 2? + y? <1 nicht verschwindet. 

Der Gleichung, die zwischen X(x) und Y(y) besteht, kénnen wir 
folgende einfache geometrische Bedeutung geben. Deuten wir den Wert 
der Funktion X(x) als das halbe Quadrat des Radiusvektors einer Rota- 
tionsfliiche R,, die Variable x als den Cosinus der Neigung des Radius- 
vektors gegen die Rotationsachse, verfahren wir ebenso mit der Funktion 
Y(y) und bezeichnen die zugehdrige Rotationsfliiche mit R,, dann kénnen 
wir sagen: Auf je zwei Ebenen durch den Ursprung mit komplementiirer 
Neigung gegen die Rotationsachse schneiden R, bez. 2, Flacheninhalte 
aus, die zueinander in einem festen rationalen Verhiiltnis steben. 

Im Fall X(#)=1, Y(y)=—1 arten die Ellipsen zu Geraden aus, 
wenn t,=h2z, wobei h irgend eine ganze positive oder negative Zahl 
oder Null bedeutet. Das Analoge tritt natiirlich auch im allgemeinen Fall 
auf und zwar wenn 


sing cost 
* X@)de  (* Yw)dy 


= - 
. ‘ Vsin?i— 2? , Vcos*i— y? 


+hQ, +kQ,, 


wobei h und k ganze Zahlen oder Null bedeuten. Fiir diese singuliren 
Werte von i und ft, erhalten wir keine geschlossenen Extremalen. 
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4. Kapitel. 


Ein Ansatz zur Aufstellung siimtlicher Flichen mit lauter 
geschlossenen geodiitischen Linien, die durch kontinuierliche 
Variation aus der Kugel hervorgehen. 


Der von Herrn Prof. Hilbert herriihrenden Problemstellung, wie man 
die Kugel variieren mu8, damit aus ihr wieder eine Fliche mit lauter 
geschlossenen geodiitischen Linien entsteht, wollen wir jetzt folgende Form 
geben: Wie miissen im Variationsproblem 


J (14>) wo,) V+ cos® y da = Min. 
1 


der Reihe nach %,, %,,---,®, als eindeutige Funktionen des Ortes auf der 
Kugel bestimmt werden, damit in der vollstiindigen Lésung der Euler- 


Lagrangeschen Gleichung, die wir in der Form 


Y=Y ten + H¥et--- 
ansetzen, der Reihe nach y,, ---, y, fiir alle Werte der Integrationskon- 
stanten, periodische Funktionen von z mit der Periode 22 werden? Dabei 
verwenden wir jetzt im Gegensatz zum 2. Kapitel x statt » und y statt 


m4 . . . , 
9 — zur Bezeichnung der Koordinaten eines Punktes auf der Kugel. 


Im iibrigen behalten wir die Bezeichnungen des 2. Kapitels bei. 

Fiir u =0 ist die allgemeine Lisung der Euler-Lagrangeschen Glei- 
chung gegeben durch: . 
(1) tg y = tgi sin (x—#). 
Insbesondere erhalten wir fiir i= 0 als partikuliire Léisung y=0. Wir 
bezeichnen den Wert von y, fiir i= mit 7, und suchen die Differential- 
gleichung, der ¥, geniigen muB. Wir werden sie erhalten, indem wir in 
der linken Seite der Euler-Lagrangeschen Gleichung fiir y: wy, einsetzen 
und hierauf den Koeffizienten der ersten Potenz von u gleich Null setzen. 
Es ist nun, wenn wir zur Abkiirzung den Integranden unseres obigen 
_ Integrales gleich /’ setzen, 


a (aF., d 
o 4 7 - fu = 0 > = Au - fu , A ' yp 
| 2 ( —_ F,) |= 3 (F,,9: + F,,9:+ Fy.) — (F,yh: + FH: + F,,)- 


Dabei sind von den Funktionen F,,,,, F,,, F,,, Fy,, F,, die Werte fiir 
y= y =u =O z nehmen. Da aber fiir diese Werte 


F,,=1, F,y=0, F,=—1, 


yy vy’ 


" oo, 
Pan ss G, - Fy, 0, 
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so erhalten wir fiir die gesuchte Differentialgleichung 
a" +i,- f,(2), 
20, 
@) = (ss) <0 


éy 


wobei zur Abkiirzung 


gesetzt ist. Die allgemeine Lésung der obigen Differentialgleichung ist 


aw, =f f,(8) sin (2—8) dé + a, cos x + B, sin x. 


Wann ist nun ¥, eine periodische Funktion mit der Periode 22? Die 
notwendigen und hinreichenden Bedingungen hierfiir lauten: 1. Es mub 
f,(~) diese Periode hesitzen. Diese Bedingung ist stets erfiillt sobald nur 
®, eine eindeutige Funktion des Ortes auf der Kugel ist. 2. Es miissen 


22 32 
die Integrale — / f,(~) sin 2 dx und f f,(“) cos 2 dx verschwinden. Diese 
0 0 


beiden Integrale sind aber identisch mit den Differentialquotienten der 


Kreisintegral-Funktion von 9,: (), bez. () |: Es ist niimlich: 


at 0 
f=0 i cn 


22 22 
om  @ di» (0%, dy a ar 
2 fo, wax — | (C Oi Ox + 9, aa pi) 2: 
0 0 
Hierbei haben wir uns y und 4 vermége der Gleichungen (1) und 


_ tg@—) 
Cos é 


tg 


5 


als Funktionen von z ausgedriickt zu denken. Es ergibt sich allgemein 
fir i=0 





a4 e741 oy . 
== 1, ani 9 =7y = sin (r—#), 
also 
2a 
On J (5) Pp 
oo sin (x —#) da* 
et i=0e ey v=0 ( ) ) 
‘ ! 
*) Im AnschluB an diese Gleichung wollen wir folgende Bemerkung anfiigen. 
Bezeichnet ee, 4 den Differentialquotienten normal zur Richtung ® = const. bez. 
Co 
ao a DM os 
4% =const., ferner M das Maximum von Free so wird an < { M|sin(2—®)|da<4 M. 
0 


Hieraus kann man Folgendes schlieBen: Sei ,,, die durch 22 dividierte Kreisintegral- 
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und somit 
3a 22 
A ab 2 pd 
Sh on I (: ) sin zdz, om fe) cos rdz. 
Clicoe Oy /y=0 Clio éy y=0 
#=0 ’ a ® 


I=— 


o 
= 


Nun wollen wir ja, daB y, nicht nur fiir den Wert i =0 periodisch in z 
mit der Periode 2a sei, sondern y, soll fiir alle Werte von i und @ 
diese Eigenschaft besitzen, demnach miissen wir fordern, daB die Differen- 
tialquotienten von y, in simtlichen Punkten der Kugel verschwinden d. h. 
%, muB eine Konstante sein. Nach dem 2. Kapitel erhalten wir somit: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB y, fiir alle 
Werte der Integrationskonstanten periodisch in x mit der Periode 22 sei, 
lautet: Die Kreisintegral-Funktion von ®, und somit der gerade Bestand- 
teil der Funktion ®, muB eine Konstante sein. 

Wir behaupten nun den folgenden Satz: Angenommen 

1. Die Funktionen y,, y,,---, y, seien so bestimmt, daf in der linken 
Seite der Euler-Lagrangeschen Gleichung unseres Variationsproblemes 


nachdem fir 
(2) Y=YtTHY ts +BY, 
eingesetzt wurde, das von u freie Glied und die Koeffizienten von u’,---, u” 
identisch verschwinden, 

2. die Funktionen ®,, ®,,---,®,_, seien bereits so gewahlt, dab 
Ys) ** "> Y,—-1 periodisch in x mit der Periode 22 sind, 

dann ergibt die Forderung, es mége auch y, diese Periode besitzen, 
eine Gleichung fiir die Kreisintegral-Funktion von ®, als notwendige und 
hinreichende Bedingung. 

Bevor wir den Beweis fiir die aufgestellte Behauptung erbringen, 
fiihren wir zunichst zur Abkiirzung einige Bezeichnungen ein. Wir setzen 


Fy =Veos* y + y'*, F, =(1 +>" u'®,) Vy? + cos? y. 
1 


Denken wir uns in irgend eine Funktion F’(yy'u) fiir y und y’ 


(2a) Y= Yo t+ Hy te: +H" Yms 
P= yt wy, tess + Uy, 


Funktion von ® und allgemein 9, ,,, die durch 2 dividierte Kreisintegral-Funktion 
von %,), so ist [, %,) eime Konstante und zwar nach Satz VI im 2. Kapitel gleich 
v=o 


dem Mittelwert von ®. 








| 





| 


Flaichen mit geschlossenen geoditischen Linien. 295 


eingesetzt und entwickeln wir hierauf die Funktion nach Potenzen von u, 
so bezeichnen wir den Koeffizienten von uw” mit {F'}*,. Wird fir y und y’ 


el eee 


(2b) , af oat 
Y= By, to + H"Y, 


eingesetzt und denken wir uns dann denselben ProzeB durchgefiihrt, so 
bezeichnen wir den Koeffizienten von uw” mit {F'}’. 


Setzen wir nun in der linken Seite der Euler-Lagrangeschen Glei- 
chung fiir y: > u'%, ein und entwickeln wir nach Potenzen von p, so 


erhalten wir 
> wv [AF vy —(F, vt] = 0 


Bezeichnen wir allgemein den Wert von y, fiir i=—0O mit g,. Soll der 
Koeffizient von uw" in der Euler-Lagrangeschen Gleichung verschwinden, 
so muB y* der Differentialgleichung 


(3) 4 (Fay). —(Fyy}t=0 


geniigen. Untersuchen wir, wie y, und gy, in {F,,,}" und {F',,}* vor- 
kommt, so erhalten wir 


(Fy )% oy 7, + {Pay)s-2 
Fike =—J,+ (F.,)o-29 
somit erhalten wir fiir die obige Differentialgleichung 


(3a) 7. + 9, =f,(2); 


also: 


| 


Si (£) sin (x—§) dé + a, cos x + 8, sin z, 
9 


wobei zur Abkiirzung: 
h (x) =e (Fay)? Iin—1 + 4 ae dae 
gesetzt ist. f,(x) setzt sich in rationaler Weise aus den Funktionen 


_ — —_ —S —s —_—F . —_/ —_— —_—s 
Y1> Yor" * ys Yn—13 Vir Yor* * 9 Yn—15 Ysr Yar’ * 9 Yn-1 


und den Funktionen %,, %,,---,®, und deren Ableitungen zusammen und 
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ist somit periodisch mit der Periode 27. Damit nun auch 7, diese Periode 
besitze, mu8 wieder 


22 in 
S fea(@) sin zdx = 0, Sf.(2) cos zdz=—Q 
0 0 
sein. 
Zuniichst formen wir diese beiden Integrale durch Anwendung par- 
tieller Integration um. Indem wir dabei die Periodizitit der Funktionen 
{F,,}2_, sin x, bez. {F’,,,}"_, cos 2 beriicksichtigen, erhalten wir: 


22 22 

° ' T @ysz 
JSi.(@) sin dz = f)—F(Fy)21+(F,,)5-s] sin ede 
0 0 


22 
= fU(Fry)t-1 0082+ (F,,}*_, sin a]dz 
0 


und ebenso wird: 


fir cos edz = fi— (Pays ~-1 Sint + {F',,}%_, cos 2] da. 


Wieder lassen sich diese beiden Integrale als Differentialquotienten 
eines einzigen auffassen. Setzen wir 


(S,)", = {(F.\ae, 


so behaupten wir 


| f.(a) sin cdx = (2 (8,)"_ ino, 
0 %=0 


in 


J faa) 008 edz = (2(8,)"_4)i20 


%=- 


(4) 


Es ist namlich: 


Qn 
(4 (8,)5-1),.9— = (n= J (Fur 3 ot + Fy <M) dz), — 


i=0 
Da es sich um die Bildung des Koeffizienten von u* handelt, so brauchen 


wir die Potenzreihen fiir F,, und | a nur bis zum vn" Glied zu ent- 
wickeln und erhalten 


(a) (2, (8,)2-.) =if iE? (Se (Fy)! Se (4). 





+e (7,1: Se (5%), .)| -, 
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(Se (F,,}! Se (2)... 
+eF Se e..) ae 


+f [Pant BP) 4 Fat OY), Jee 


Indem wir die Differentiationen nach mw fiir das erste Integral in (5b) 
ausfiihren, erhalten wir fiir dasselbe: 


S ita (557) + Fs (Bet) Jae. 


Jedes einzelne Glied in dieser Summe ist aber identisch gleich Null. 
Denn durch Anwendung von partieller Integration kénnen wir ihnen die 
Form geben 


[rete Tf [end ete] GP) ae 


Wegen der Annahme 1 verschwindet der Klammerausdruck unter dem Inte- 
gralzeichen und wegen der Annahme 2 verschwindet der Klammeraus- 
druck vor dem Integralzeichen. Indem wir 


(F),.0° (F),00 i=0 bes. (#),..° (FF)... 
=0 oe 





(5b) (5 (S,)2-1) - =a) af: 


u=0 





F=0 


nach Gleichung (1) bilden und im zweiten Integral von (5b) einsetzen, 
ergibt sich in der Tat die Richtigkeit der Gleichungen (4). Die not- 
wendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB 7, eine periodische Funk- 
tion von x mit der Periode 22 ist, laBt sich somit ausdriicken: Es miissen 
die beiden Differentialquotienten 


(F15,)3- ») or (RiSlt-.),.. 


=0 Sam * 
versch winden. 
Hieraus schlieBen wir wie im Fall n = 1: 
Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB y, fiir alle 
Werte der Integrationskonstanten eine periodische Funktion von z mit 


der Periode 22 sei, lautet: 
(6) {S.}n-1 FF 
wobei ¢, eine willkiirlich wahlbare Konstante bedeutet. 


Mathematische Annalen. LXXIV. 20 
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Nun ist 


2a 
(S,)h-a = {8,1} i-1 +), V008" yo + yo? dex 
0 


und 
Veos*y, + yo? =; 

somit ist das zweite Glied auf der rechten Seite die Kreisintegral-Funktion 
von ®,. Also ist Gleichung (6) in der Tat eine Gleichung fiir die Kreis- 
integral-Funktion von ®,. Wenn wir nun fordern, daB y, fiir alle Werte 
von @,, B,, @, B,,---, &,,B, periodisch von der Periode 22 ist, so mub 
Gleichung (6) fiir alle Werte von «,, B,, a, B,,--+, &,_;, B,_, identisch 
erfiillt sein. Dies ist nur dann méglich, wenn {S,_,}"_, von allen diesen 
Gré8en unabhingig ist. Das ist aber auch wirklich der Fall. Denn differen- 
zieren wir {S,_,}*_, etwa nach «@,, wobei x irgendeine Zahl der Reihe 
1,2,---,m—1 ist, so erhalten wir: 


/ 
Pug yo _3f 8 , oy oy 
an eer (F,_, y’ da, + 2.49 rl s 
‘ 0 i= 





om (F,,} See ee ls 


Genau so wie beim ersten Integral der Gleichung (5b) zeigt sich, dab 
dieses Integral identisch verschwindet. Es ist also tatsiichlich gezeigt, daB 
sich unter den gemachten Annahmen die Kreisintegral-Funktion von ®, 
und mithin ®, selbst so bestimmen lat, dab y, fiir alle Werte der 
Integrationskonstanten die gewiinschte Periodizitat besitzt. Wie im Fall 
n= 1 ist wieder nur der gerade Bestandteil von ®, eindeutig bestimmt 
und der ungerade Bestandteil kann noch vollkommen willkiirlich gewiahlt 
werden. 

Nun fragen wir noch nach der geometrischen Bedeutung der Kon- 
stanten c,. Setzen wir 


“w= 


S=| Faz, 
0 


wobei wir uns fiir ‘y irgendeine Lésung der Euler-Lagrangeschen Glei- 
chung eingesetzt denken, so wird 


ai (opr) =, Su) 
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nun ist aber 
22 


{S, = |i Gory =n + Foyy = Yl dx + (8, Dans 1 

y'=Yo' y' = Yo 
oder, indem wir auf das erste Integral partielle Integration anwenden und 
die Differentialgleichung fiir y, beriicksichtigen 

(Sabin = (Poy)y og ten’ + {S,}i-a 

« y' =Yo' 
wenn nun alle geoditischen Linien doppelpunktfrei und geschlossen sind, 
so ist y, periodisch von der Periode 22, und mithin verchwindet der 
Klammerausdruck auf der rechten Seite. S bedeutet die Linge der geo- 
ditischen Linien und wir erhalten somit 


°{= + (<2) _. 


Wollen wir die Kugel so variieren, daB dabei die Linge der ge- 
schlossenen geodiitischen Linien erhalten bleibt, so miissen demnach die 
Konstanten c, = 0 gewahlt werden. 

Aus dem Obigen folgt auch der Satz: Wenn auf einer Fliche alle 
geodiitischen Linien doppelpunktfrei und geschlossen sind, so besitzen sie 
alle die gleiche Lange. Dieser Satz findet sich auch schon bei Zoll. Der 
Vollstindigkeit halber wollen wir fiir ihn noch einen einfachen Beweis 
angeben. Wir beschrinken uns auf eine Schar geoditischer Linien, die 
durch einen Punkt gehen. Es ist dies erlaubt, denn alle geschlossenen 
doppeipunktfreien geoditischen Linien miissen sich mindestens zweimal 
schneiden, wie man aus dem Satz iiber die Totalkriimmung leicht erkennt. 
Das Koordinatensystem auf der Flaiche denken wir uns nun so gewihlt, 
dab y = 0 eine beliebige geoditische Linie ist und z die Bogenliinge auf 
ihr bedeutet. Nun bezeichnen wir den Winkel, den eine beliebige andere 
geodiitische Linie unserer Schar mit y= 0 im Schnittpunkt 7 = a, ein- 
schlieBt mit a, ferner die Lange von y=O mit s. Fiir die Lange einer 
beliebigen Kurve unserer Schar erhalten wir somit ein Integral von der 
Form 








+8 
8 =| F(ayy) dz. 
Jetzt bilden wir “ 
Gy’ oy 
(2).- = fee 1 ba) a2 


Dieses Integral ist aber die erste Variation von S und somit Null, 
weil oy am Anfangs- und Endpunkt des Intervalles verschwindet. Da 


20* 
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aber y=0 eine beliebige Kurve unserer Schar ist, so gilt allgemein 


=( und S muB somit eine Konstante sein. 


Um den obigen Ansatz zur Aufstellung siimtlicher singularitiitenfreier 
Flichen mit lauter geschlossenen doppelpunktfreien geoditischen Linien 
zu vervollstindigen, wiiren insbesondere noch zwei Fragen zu beantworten: 

1. Es wire eine hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz der 


aufgestellten Reihe (1 +> u”®,) aufzustellen. 
1 


2. Es wire die Bedingung anzugeben, der der FlichenmaBstab bei 
konformer Abbildung der Flache auf die Kugel, aufgefaBt als Funktion 


t =] 


des Ortes auf der Kugel, bei uns der Ausdruck (1 +> u®,), zu ge- 
1 


niigen hat, damit man ihm eine geschlossene singularitiitenfreie Fliche 
zuordnen kann. 
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Das Archimedische Prinzip und der Pascalsche Satz. 
Von 


Cu. Minrz in Miinchen. 


I. Die historisch begriindete metrische Fassung des Archimedischen 
Prinzips*) ist ein spezieller Fall der allgemeinen projektiven, die folgender- 
maBen ausgesprochen werden kann**): 

»s sei FE, ein innerer Punkt der Sirecke LE, E***), FE, sei der vierte 
harmonische zu EF, in bezug auf FE, F, allgemein sei E,,, der vierte 
harmonische zu F,_, in bezug auf EE: dann gehért jeder vorgelegte 
Punkt E’ der Strecke E,£ bei hinreichend hohem (positiv ganzzahligem) 
n der Strecke EF, E, an.“ 

Wir wollen unter Voraussetzung aller Axiome der Verkniipfung und 
Anordnung (Gruppen I—II bei Hilbert, 1. c.) zeigen, daB dieses Prinzip 
nur ein einziges Mal vorausgesetzt zu werden braucht, worauf es not- 
wendig allgemeine Giiltigkeit erhalten mu8. Wir behaupten also folgendes: 

Wenn das Archimedische Prinzip fiir eine einzige gegebene Strecke EE 
mit einem einzigen auf ihr gegebenen Einheitspunkt E, gilt, so gilt es fir 
jede Strecke mit jedem Einheitspunkt auf ihr in der gesamten Ausdehnung 
des Raumes. 

Es geniigt, den Beweis in der Weise zu fiihren, daB aus der Un- 
giiltigkeit des Archimedischen Prinzips in einem einzigen Falle seine 
Ungiiltigkeit in allen Fiillen dargetan wird. Es sei also eine Strecke A,A 
mit einem Einheitspunkte A, vorgelegt, und es sei ferner angenommen, 
durch die konsekutive Konstruktion der Punkte A,,---,A,_;, Ay» Anaiy’*’s 
wobei A,,, harmonisch zu A,_, in bezug auf A,A ist, werde ein ge- 
wisser Punkt A’ zwischen A, und A auch bei beliebig hohem, positiv 
ganzzahligem » niemals iiberschritten. Wir wihlen A,A,A in bekannter 


*) Vgl. Hilbert: ,,Grundlagen der Geometrie“, S. 22. 
**) Klein: ,,Gutachten ete.“, Math. Ann. 50. 
“*) Die Strecke HE, L besteht dann, projektiv gesprochen, aus allen Punkten P, 
die entweder mit EF das Paar EH, Fh, oder mit H, das Paar KL, E trennen. 
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Weise*) zur Grundlegung einer projektiven Koordinatenbestimmung und 
Streckenrechnung auf der betrachteten Geraden, indem wir diesen Punkten 
bez. die Koordinaten 0, 1, co beilegen; es muB dann jedes A, die Ko- 
ordinate » erhalten. Bezeichnen wir die Koordinate von A’, die wir so 
zum rationalen Bereiche adjungieren, mit 6, so wird jetzt nach den Defi- 
nitionen der Streckenrechnung @ gréBer sein, als jede positive ganze Zahl N, 
ohne jedoch mit oo zusammenzufallen. Es laBt sich daher @ auch als 
neue Nicht-Archimedische Zahleinheit fiir aktual-unendlichgroBe Koordi- 
naten ansehen. 

Der vierte harmonische Punkt zu 1 in bezug auf 0, oo ist —1, er 
braucht nicht eigentlich zu sein, denn es lassen sich in allen Fiillen die 
Konstruktionen harmonischer Elemente von einer betrachteten Geraden 
auf ein Biischel tibertragen, das zu ihr in perspektive Beziehung gesetzt 
ist; zudem verhalten sich bekanntlich**) uneigentliche Schnittpunkte 
komplanarer Geraden in projektiver Hinsicht genau wie die wirklich 
existenten Punkte. Der vierte harmonische Punkt zu » in bezug auf —1, 


. 1 ‘ ° ’ . ° 
+ 1 ist —; nennen wir allgemein a’ den vierten harmonischen Punkt zu a 


inbezug auf die gleichen Grundpunkte —1, +1, so ist den Definitionen 
der Streckenrechnung entsprechend 


aa@=1, da=1l, 


und zwar auch dann, wenn das kommutative Gesetz der Multiplikation 

nicht allgemein feststeht***), wobei iibrigens die zweite Gleichung trotz- 

dem eine Folge der ersten ist}). Vertauscht man jetzt die Rollen von F, 

und £ in der Bildung der harmonischen Punktfolge auf EZ, mit dem 

gleichen Einheitspunkt F,, so erhilt man die Punkte mit den Koordinaten 

Sm 
? 


co, 1; - _ 


2? n? ? 


dann gibt es aber einen Punkt zwischen jedem = and 0, der dabei nie 


iiberschritten wird, niimlich den vierten harmonischen + zu @ inbezug 
auf — 1, + 1, definiert durch die Gleichungen 


6c = 1rI=1. 


t ist dann als aktual-unendlichklein anzusehen, auch die Punkte 21, 3r usf. 


*) Vgl. Lindemann: ,,Vorlesungen iiber Geometrie‘, II, 1; Hilbert, 1. c. Kap. V; 
Schur: ,,Grundlagen der Geometrie“, § 4. 
**) Pasch: ,,Vorlesungen iiber neuere Geometrie“, §§ 5—9. 
***) Uber diese Méglichkeit vgl. Hilbert, 1. c. Kap. VI. 
+) Beweis: Aus aa’ =1 folgt a’(aa’)=a’-1— a’, anderseits aber ist 


a‘(aa’)=(a'aja, also (aja =a, dh ada=t1. 
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werden so bei den betrachteten Konstruktionen nie erreicht, das Archi- 
medische Prinzip ist also wieder nicht erfiillt. 

Es mége nun bei gleichbleibendem 0- und oo-Punkt der Einheitspunkt 
der gegebenen Strecke nach irgend einem positiven Punkte a verlegt werden; 
die harmonische Punktfolge ist dann 


0, a; 2a, 3a,---, ma,-->+; 


es kann aber so der Punkt 6a auf der Strecke 0 --- oo nie iiberschritten 
werden. Im Negativen hat man die gleichen Verhiiltnisse, da allgemein 
—b harmonisch zu } in bezug auf 0, oo ist. 

Zuletzt indert eine Verschiebung des Nullpunktes an der Ungiiltig- 
keit des Archimedischen Prinzips auf der betrachteten Geraden nichts, da 
man z. B. nach der Verschiebung um ¢ die harmonische Punktfolge 


c, 2c, 3c,---, ne,--- 


bilden kann, durch die der Punkt @c auf der Strecke c---2c---oo nie 
erreicht wird. 

Im Punkte 0 schlieBe sich jetzt an die gegebene Gerade eine beliebige 
andere an: so tibertragen sich durch Projektion die fraglichen Verhiltnisse 
der ersten Geraden auf die zweite. In letzterer kénnen dann die Punkte 
0 und oo vertauscht werden; dadurch wird die Ubertragung auf jede be- 
liebige Gerade des Raumes méglich, womit unser Satz bewiesen ist. 

Natiirlich kann dabei die analytische Einkleidung der Beweise nach 
Belieben abgestreift werden. 


Il. Auf Grund der projektiven Axiome (Gruppen I, I]; vgl. 0.) laBt 
sich der rationale projektive Raum in der Weise aufbauen, daB man auf 
drei bestimmten, durch einen Punkt (den Nullpunkt) gehenden, riaiumlichen 
Achsen je zwei weitere Punkte als — 1, +1 bezeichnet und alle Punkte 
mit rationalen Koordinaten nach den Definitionen der analytischen pro- 
jektiven Geometrie konstruiert. Nur die Punkte eines solchen Raumes — 
oder, besser gesagt, eines nirgends konkaven Teiles in demselben, welche 
Beschriinkung erst durch die projektiv begriindete Hinzunahme aller un- 
eigentlichen Punkte zum Fortfall kommt — sind durch die Axiome als 
existent gesichert. 

Im rationalen Raume ist nun das Archimedische Prinzip von selbst 
gesichert; es gilt in ihm auch notwendig der spezielle Pascalsche (Pappus- 
sche) Satz, und damit auch der Fundamentalsatz der projektiven Geometrie. 
Da aber der Beweis des Pascalschen Satzes aus dem Desarguesschen, also 
die rein projektive Begriindung des kommutativen Gesetzes der Multipli- 
kation, nicht allgemein miglich ist (Hilbert), so entsteht die Frage, wie 
weit iiberhaupt die projektive Giiltigkeit des Pascalschen Satzes reicht, 
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und an welcher Stelle sie unterbrochen werden darf. Der folgende Lehr- 
satz gibt dariiber AufschluB: 

Der Pascalsche Sate gilt auf projektiver Grundlage notwendig noch 
im (reellen) algebraischen Rawme; nicht aber mehr, sobald bei aufgehobenem 
Archimedischem Prinzip auch nur eine einzige Transzendente szugelassen 
wird. 

Die Beschrinkung auf den reellen Raum kann beseitigt werden; sie 
ist jedoch solange notwendig, als man — wie wir es auch tun wollen — 
an den Axiomen der Anordnung festhiilt. 

Die Bedeutung des angegebenen Hauptsatzes selbst muf erst priizisiert 
werden. Ist eine projektive Koordinatenbestimmung im Raume festgelegt, 
so kann man nach den Definitionen der Streckenrechnung zu einer vor- 
gelegten Strecke x diejenige konstruieren, die dem Polynom 

f(%) = a,+ a,2 + aya? +---+ 4,2" 
entspricht, sobald alle a; rational sind; fallt nun die so konstruierte Strecke 
gleich 0 aus, so sagen wir, x sei algebraisch, und haben dann zu beweisen, 
daB fiir jedes beliebige y notwendig «y = yx wird; nur ist dabei die Existenz 
von nichtrationalen algebraischen Zahlen (Strecken) erst zu postulieren, 
was aber in jedem Falle ohne Widerspruch gegen die projektiven Axiome 
geschehen kann. Transzendent dagegen hat eine endliche Zahl z zu heiben, 
wenn fiir jedes beliebige Polynom mit rationalen Koeffizienten g(z) die 
Ungleichheit gilt 
l9(2)|> x3 


wobei N eine hinreichend groBe positive ganze Zahl bedeutet, die natiir- 
lich mit den verschiedenen Polynomen wechselt; auch hier kann in jedem 
Falle die Existenz eines solchen z, das einem bestimmten Schnitt in der 
Reihe der rationalen Zahlen entspricht, ohne Widerspruch angenommen 
werden. Wiahrend aber nach unserem Hauptsatze jede algebraische Zahl 
in dem zu ihr gehérenden Nicht-Archimedischen Bereiche eindeutig defi- 
niert ist (v. u.), kann jede Transzendente bei ihrer ersten Adjunktion be- 
liebig im zugehdérigen ,,Bereiche* gewihlt werden. 

Im gesamten Verlauf unserer weiteren Untersuchung ist das Archi- 
medische Prinzip als aufgehoben gedacht. Von zwei Zahlen b, b’ sagen 
wir, sie gehéren zum gleichen Bereiche, wenn entweder ihre Differenz 
aktual-unendlichklein ist, oder sie beide transfinit sind. Zwei Zahlen b, ¢ 
nennen wir kommutativ, wenn be = cb ist: so sind alle ganzen Potenzen 
derselben Grundzahi untereinander kommutativ, wie unmittelbar aus dem 
assoziativen Gesetze der Multiplikation gefolgert werden kann. Endlich 
mége eine Zahl r regulir heiBen, wenn sie mit jeder anderen kommutativ 
ist: so sind die rationalen Zahlen zugleich reguliir. 
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Wir beziehen uns auf die Resultate der projektiven Streckenrechnung 
(Hilbert, 1. c., 5S. 35, 91, 98) und beweisen folgende Sitze: 

1. Ist ab = b,a (a +0), so gehdren b und b, zum gleichen Bereiche. 

Gesetzt, dies sei nicht der Fall, so gibt es rationale Zahlen zwischen 
b und b,. Sei r eine solche; man hat nun 

fir b<b,,a >0:ab <ar=ra<bha, 
» b6>b,,a>0:ab>ar=ra>d,a, usf. 
gegen die vorausgesetzte Gleichheit. 
2. Aus ab = b,a folgt ab? = b,?a fir alle ganzen p. 
Es ist dann niimlich 
j, (ab) 5 = ; (0) ~— jaa: 3 
ab? = (ab)b = (b,a)b = b, (ab) = b, (b,a) = bfa 
usf. 

3. Aus ab? = bea folgt ab = ba. 

Es sei ab = b,a, so haben 6 und b, jedenfalls das gleiche Vorzeichen; 
ferner ist 

abe=b?a, b= db, 
woraus die Gleichheit von b und b, unmittelbar folgt. 

Man sieht nun, daB die Wurzeln mit ganzen Exponenten aus ratio- 
nalen Zahlen reguliir sind. So gilt auch der Pascalsche Satz notwendig 
im Raume der algebraisch auflésbaren Gleichungen, womit wenigstens ein 
Teil unseres Hauptsatzes in einfachster Weise bewiesen ist. 

4. Jede algebraische GréBe ist reguliir. 

Es sei 

f(x) =a, + a7 + aa? +---+a,2% =0 
(alle a, rational, a, + 0, a, + 0) 


die vorgelegte algebraische Gleichung; ohne Einschriinkung der Allgemein- 
heit liBt sich diese Gleichung als im absoluten rationalen Bereiche irre- 
duzibel annehmen: dieses Wort behiilt hier durchaus seine klassische Be- 
deutung, da Polynome (und rationale Funktionen) einer einzigen Variabeln 
bei rationalen Koeffizienten eine kommutative Gruppe bilden. Aus dem 
gleichen Grunde behiilt fiir zwei solche Polynome der Euklidische Algo- 
rithmus zur Bestimmung des zugehérigen gréBten gemeinschaftlichen Di- 
visors seine volle Giiltigkeit. Betrachtet man daher neben f(x) das abge- 
leitete Polynom 


f (x) =a, + 2aga +--+ na,2"-', 
so gilt wieder, wegen der vorausgesetzten Irreduzibilitit von f(x), die 
Identitat 


g(x)f (x) +h@) f(x) =1, 
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wobei g(x) und h(x) passende Polynome mit rationalen Koeffizienten be- 
deuten. Es kann also weder f(x) gleichzeitig mit f(#) verschwinden, 
noch kann /’ (x) infinitesimal ausfallen, wenn f(x) verschwindet. 

Wir beweisen nun, dab die vorgelegte Gleichung keine verschiedenen 
Wurzeln im gleichen Bereiche haben kann. Da keine der Wurzeln trans- 
finit ausfallt, so geniigt es zu zeigen, daB bei f(z) = 0 unméglich zugleich 
f(x +1) = sein kénnte, wenn 


O<|t1<y 


ist fiir jedes positiv ganzzahlige N. 
Nun ist nach Satz 1: 


(c+) —2?+ 2ar+ 4,7; (x9 +17) = 2° + Ba*t+ 47,17; ... 
f(a+)=f(x)+f'(2)-t+1,1, 


wobei alle 1, infinitesimal zu denken sind. 

Wiiren also gleichzeitig f(x) und f(x + 1) gleich 0, so hiitte man 

wegen t + 0) 

f(x) +1,=0, 
d. h. es wire f’ (x) bei verschwindendem f(z) infinitesimal, was, wie wir 
schon wissen, unméglich ist; unsere Gleichung besitzt also keine verschie- 
denen Wurzeln in demselben Bereiche. 

Es sei jetzt k eine Wurzel von f(x) = 0, und es sei, fiir irgend ein 
y+0, yk=k,y, ky = yk,. Maultiplizieren wir die gegebene Gleichung auf 
beiden Seiten einmal links und einmal rechts mit y, so erhalten wir wegen 
der Regularitiit der rationalen a, auf Grund des Satzes 2: 


y aa, = D4,k,'y = | Sa,k,‘} y=0, =4,k,' = 0; 
aaky = Sayki = y Sak, =0, = 4,k; = 0. 


Es werden demnach k, und k, neben k Wurzeln der gegebenen Glei- 
chung sein; nach Satz 1 aber miissen sie mit k zum gleichen Bereiche 
gehéren, woraus nun nach dem vorhin Bewiesenen folgt, daB sie mit k 
identisch sind. Es ist also 

ky = yk 
w. z. b. w. 

Es folgt daraus, daB in jedem Rationalititsbereiche des Raumes der 
algebraischen Zahlen und — die Existenz vorausgesetzt — im gesamten 
algebraischen Raume selbst der Pascalsche Satz aus dem Desarguesschen 
bewiesen werden kann. Es folgt daraus auch, dab jeder algebraische Aus- 
druck mit rationalen Koeffizienten unabhingig von der sonstigen Giiltig- 
keit oder Ungiiltigkeit des kommutativen Gesetzes der Multiplikation in 
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kommutative reelle Faktoren ersten und zweiten Grades zerlegt werden 
kann. Zugleich ist damit gezeigt, daB die ganze bedeutsame Theorie der 
algebraischen Zahlen und Kérper vom Archimedischen Prinzip unab- 
hingig ist. 

5. AuBer den algebraischen Zahlen gibt es keine weiteren, die not- 
wendig regular wiren. 

Kine infinitesimale GréBe + ist nicht notwendig reguliir; man kann 
niimlich neben ihr eine andere o einfiihren, worauf die Méglichkeit einer 
Regel, wie to = 26r gegeben ist. Auf diesem Wege ist auch zuerst die 
Nichtbeweisbarkeit des Pascalschen Satzes aus dem Desarguesschen von 
Hilbert dargetan worden. Es sei nun eine Transzendente z vorgelegt, die 
neben t allein dem rationalen Raume adjungiert werden mége; dann ist 
eine Regel, wie die vorhin gegebene, unstatthaft, da z und 22 verschie- 
denen Bereichen angehéren. Wir wollen aber zeigen, daB eine Regel wie 

(l—t)zt =z, 
wodureh der Pascalsche Satz offenbar verletzt wird, keinen Widerspruch 


gegen die Axiome der Verkniipfung und Anordnung ergibt. 
Als Zahlen betrachten wir Ausdriicke von der Form 


Po 
PR +P?tR te > wR, 
p 


wobei p eine ganze Zahl ist und alle R rationale Funktionen von z mit 
rationalen Koeffizienten im Ziihler und Nenner bedeuten; keiner der Nenner 
soll identisch verschwinden; R, wird als von 0 verschieden angenommen, 
es ruft dann einen Schnitt in den rationalen Zahlen hervor, dessen Vor- 
zeichen auch fiir die betrachtete Zahl zu gelten hat. Nunmehr werde jedes 
R formal nach steigenden Potenzen von z entwickelt; die entstehende Reihe 
braucht nicht im gewdhnlichen Sinne des Wortes konvergent zu sein, ihre 
Koeffizienten sind rational. Alle gewéhnlichen Rechenregeln bleiben un- 
veriindert, nur hat die Multiplikation das Gesetz 


oo 
0 aw SY 
Prt = ( 1 )' ~ q+a DE egite ge 


1—pt (q—1)!a! 
0 


fiir alle ganzzahligen p und gq zu befolgen, wie aus der gegebenen Regel 
leicht abgeleitet und verifiziert werden kann. Man iiberzeugt sich, daB 
rein formal das assoziative Gesetz der Multiplikation bewahrt bleibt; man 
folgert daraus, daB das Produkt zweier Zahlen in unserem Sinne eine eben- 
solche Zahl ergibt, daB also in diesem Produkte jede Potenz von r mit 
einer Potenzreihe von z verbunden ist, welche die formale Entwicklung 
einer rationalen Funktion von z mit rationalen Koeffizienten im Zahler 
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und Nenner darstellt: im ausgerechneten Produkte hat dann diese Funktion 
an die Stelle ihrer Potenzreihe zu treten; ebenso ist die Reziproke einer 
Zahl wieder eine Zahl in dem angenommenen Sinne. Die Axiome der 
Anordnung werden so sicherlich erfiillt, solange z transzendent ist, da als- 
dann kein RF infinitesimal werden kann, und nur Null wird, wenn alle 
Koeffizienten des Zihlers verschwinden. Bei der Summe aus einer alge- 
braischen und einer infinitesimalen Zahl versagt dieser Beweis; daB aber 
eine solche Summe nicht notwendig reguliir ist, folgt schon daraus, dab 
es der infinitesimale Teil nicht zu sein braucht. Die algebraische Zahl 
nimmt also in ihrem Bereiche eine ausgezeichnete Stelle ein, wiihrend eine 
solche Stelle bei transzendenten Bereichen nicht existiert. 


Miinchen, den 13. Januar 1913. 
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Sur les surfaces algébriques possédant un faisceau elliptique 
de courbes de genre deux. 
(Addition & la Note Math. Ann. 72, p. 426.) 


Par 


Lucten Gopgeaux i Morlanwelz (Belgique). 


Je voudrais ajouter quelques mots a un article que j'ai publié ici 
méme et dans lequel je déterminais toutes les surfaces algébriques de genre 
géométrique p, >3, dont les courbes canoniques sont irréductibles et 
elliptiques doubles (c’est-a-dire contiennent chacune une involution elliptique 
de couples de points)*). Parmi ces surfaces se trouve la surface F’ pos- 
sédant un faisceau elliptique {f} de courbes [ de genre deux. Je n’avais 
pas recherché, dans mon travail cité, les valeurs des genres p,, p,, p" de F; 
une correspondance avec M. Rosenblatt m’a amené a constater que cette 
recherche était aisée. D’une maniére précise, j’établis le théoreme suivant: 

Une surface algébrique possédant un faisceau elliptique de courbes de 
genre deux, ayant les courbes canoniques irréductibles et les genres géométri- 
que et linéaire supérieurs a Vunité, a les genres 


P,=etlous, pp=e—1, pY=—2e+1, 
é ctant un entier positif.. 


Le raisonnement qui me conduit & ce théor’me permettrait aussi de 


*) Sur les surfaces algébriques dont les courbes canoniques sont elliptiques doubles. 
Math. Ann. 72 (1912), p. 426. — M. Castelnuovo m’a aimablement fait remarquer que 
le raisonnement par lequel je prouve que si les courbes canoniques C d'une surface 
(pg>3) sont elliptiques doubles, le syst?tme canonique |C| est composé (n° 2), peut 
étre simplifié par l’emploi d’un théoreme qu’il a établi jadis (Alcwne osservazioni sopra 
le serie ..., Rend. R. Accad. dei Lincei, 2° sem. 1891). D’aprés ce théor®me, un groupe 
de la y,’ elliptique existant sur une C présente au plus une condition 4 un groupe 


‘ a () _» eee : ‘ 
de la série caractéristique, G,,, ? de C assujetti & le contenir. Par conséquent, 
p- 


la série caractéristique d’une courbe canonique C est composée avec l'involution y,’ 
située sur cette courbe, et le systtme canonique |C est donc composé. 
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déterminer les genres p,, p,, p" d’une surface possédant un faisceau irration- 
nel de courbes hyperelliptiques. 

1. Soit F une surface algébrique possédant un faisceau elliptique 
{f} de courbes de genre deux [f et dont les courbes canoniques C, de 
genre p) > 1, sont irréductibles et forment un systeme C| de dimension 
p,—1Sj1. 

Une courbe [ et une courbe C ont deux points en commun. Les 
courbes [ marquent, sur une courbe C, la série elliptique y,' et les courbes 
C marquent, sur une courbe [, la série canonique g,' de cette courbe. 

Soient J, Vinvolution formée par les oo* couples de points de la 
surface ' communs aux courbes C et [, F* une surface dont les points 
représentent les groupes de J,. Aux courbes C correspondent sur F* 
des courbes elliptiques C* formant un systeme linéaire C*| de degré 


2 (p%—1), p™ étant le genre linéaire de F’; aux courbes [ correspondent 


des courbes rationnelles [*, formant un faisceau elliptique {[*} et rencontrant 
les courbes C* en un point. La surface F* est donc référable, par une 
transformation birationnelle, 4 une réglée elliptique (Théoreme de Noether- 
Enriques). 

La correspondance (1,2), ainsi établie entre les surfaces F* et F, 
possede sur /* une courbe de diramation D dont on trouve immédiate- 
ment une expression fonctionnelle. 

Le nombre-base @ de M. Severi est égal & 2 pour les réglées irration- 
nelles*). Les courbes C*, [* forment done une base de F* et méme une 
base intermédiaire, car le déterminant de ces deux courbes est égal 4 —1 
Par suite, on a, 4, 4, et J, étant des entiers, 

AD = 4a,f* + 44, C*. 

On sait que la courbe D rencontre une [* en six points, car la g,' 

canonique d'une courbe [ possede six points doubles. Par suite, on a 


A, = 6 et 
AD =411,T* + 610%. 


La courbe de diramation D rencontre done une courbe C* en 
4, + 3(p—1) 


points. Appliquant la formule de Zeuthen a la correspondance (1, 2 
existant entre la courbe elliptique C* et la courbe (de genre p\) C cor- 
respondante sur F’, on trouve p™ = 1 —4,. 





*) Sulla totatila delle curve algebriche tracciate sopra una superficie algebrica. 
Math. Ann. 62 (1906). 
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Le genre et le degré de D se calculent sans difficulté par des pro- 
cédés bien connus, on trouve, pour le genre p 


sonatas = 4, +1, 
et pour le degré v, 
vy =— 64. 

2. Pour calculer le genre arithmétique p, de JF, nous utiliserons la 
formule de M. Severi*) sur les correspondances entre deux surfaces. Un 
calcul tres simple donne (le genre arithmétique de F* étant — 1) 

~~ 4 ~ i 
p, ‘tant entier, 4, est pair. De plus, 4, est nécessairement négatif. 
Posons 4, = — 2¢, « entier positif. On aura 
pO=2e+1, pp=e—l. 
3. Reste a calculer la valeur de p,. On a l’inégalité de M. Noether: 
p > 2p, —3, 
par suite p,<é+2. D’autre part, lirrégularité p,—p, de F’ est au 
moins égale a l’unité, puisque F’ posséde un faisceau elliptique de courbes 
et par conséquent au moins une intégrale de Picard de premiére espéce. 
Par suite, on a p, Se. 
De la double inégalité 
e+2>p,c8 
on déduit que p, peut seulement prendre les valeurs ¢, ¢ +1, ¢ + 2. 

La valeur ¢ + 2 doit étre rejetée, car alors |C*| aurait la dimension 
é+ 1. Rapportant projectivement les C* aux hyperplans d'un espace 
linéaire S,,, & ¢+ 1 dimensions, on obtiendrait, dans cet espace, une 
reglée elliptique d’ordre «, ce qui est impossible.**) 

Il reste done pour p, les valeurs p,=« et p,=«+ 1. 


C. Q. F. D. 
Goettingen, 19 Janvier 1913. 


*) Sulle relazioni che legano i caratieri invarianti di due superficie in corrispon- 
denza algebrica. Rend. R. Ist. Lombardo (2) 36 (1903). 

**) « étant un entier positif est done au moins égal & l’unité (¢ = 0 donnerait 
p'® =1, contre lhypothése). Si e—1, le systeme |C*| serait un réseau de degré 
un et les C* seraient par suite rationnelles au lieu d’étre elliptiques. En général, 
les C* passant par ¢—1 points formeraient un réseau de degré (effectif) un, et 
seraient rationnelles au lieu d’étre elliptiques. 














Berichtigung 
zu dem Aufsatze von R. G. D. Richardson: Uber die notwendigen und hinreichen- 
den Bedingungen fiir das Bestehen eines Kleinschen Oszillationstheorems“ Math. 
Ann. 73, 8. 289—304. 

Das Theorem auf Seite 291 muBS dahin abgeiindert werden, daB das Wort 
»Wenigstens* zwischen ,,immer“ und ,,zwei* eingesetzt wird, worauf Herr Professor 
Birkhoff den Verfasser freundlichst aufmerksam gemacht hat. Der Fehler liegt in der 
SchluBfolgerung auf Seite 295, weil es nicht ndtig ist, daB die Lisung y(x) endlich 
bleibt. Die anderen Resultate der Arbeit werden dadurch nicht beriihrt 


Berichtigung 
zu dem Aufsatze von Ernst Jacobsthal: Diophantische Gleichungen im Bereich 
aller ganzen algebraischen Zahlen“. Math. Ann. 74, S. 31—65. 
8. 33 Formeln (5) letzte Zeile lies 


B;* =(—a,"«" mod y. 
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Sur les involutions de genres p, = P,=1 existant sur une surface 
algébrique de genres p,=—p,=—p”=1, P,>1. 


Par 


Lucten Gopeaux 4 Morlanwelz (Belgique). 


J'ai démontré récemment que, étant données deux surfaces algébriques 
de mémes genres arithmétique p, >0 et linéaire p™, de genres géomé- 
triques supérieurs a l’unité, si on a entre ces deux surfaces une corres- 
pondance rationnelle (1, ), on a p = 1 et involution d’ordre n déter- 
minée sur l'une des surfaces par la correspondance, est cyclique. De 
plus, les deux surfaces ont méme genre géométrique p,.*) 

Poursuivant mes recherches sur ce sujet, j'ai cherché a étendre le 
théoreme précédent aux surfaces dont le genre géométrique est p, = 1. 
J’ai notamment considéré les correspondances rationnelles (1, m) existant 
entre une surface F* de genres p, = P, = 1 (c’est-i-dire 4 courbe cano- 
nique d’ordre nul) et une surface F' de genres p, = p,=p™=1, P, >1 
(c’est-A-dire possédant une unique courbe canonique elliptique). Alors se 
trouve déterminée, sur F, une involution J, d’ordre n, formée par les 
groupes de » points de F' qui correspondent aux points de F*. On ace 
théoreme: 

Une involution de genres p,= P,=1 existant sur une surface algé- 
brique de genres p, = p, =p) =1, P, > 1, est cyclique. 

On peut encore énoncer ce théoreme sous une autre forme: 

Si on a une correspondance (1, n) entre une surface algébrique a courbe 
canonique dordre nul, et une surface algébrique possédant une unique courbe 


*) Sur les correspondances rationnelles entre deux surfaces algébriques ayant 
mémes genres arithmétique et linéaire. Atti della R. Accad. di Torino 48 (1912) 
(Séance du 17. Nov. 1912). 

Pour les théortmes de Géométrie sur wne surface algébrique que j'emploie ici, 
je prie le lecteur de se reporter 4 la note de MM. Castelnuovo et Enriques placée a 
la fin du tome II de l’ouvrage de MM. Picard et Simart sur les Fonctions algébriques de 
deux variables indépendantes (Paris, Gauthier- Villars, 1906) et aux travaux publiés 
pendant ces six derniéres années par MM. Castelnuovo, Enriques et Severi. 


Mathematische Annalen. LXXIV. 21 
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canonique elliptique (réductible ou non), cette deuxiéme surface possede wne 
transformation birationnelle en elle-méme, de période n. 

Pour plus de simplicité, je supposerai m premier dans la démonstration 
suivante. 

1. — Soit F une surface algébrique de genres p, = p, =p”) = 1, 
P,>1. Nous savons*) que la courbe canonique Z, unique, de F' est 
constituée par un certain nombre de courbes elliptiques isolées (c’est-a-dire 
n’appartenant pas & un systéme linéaire oo’) L,, L,,---, Z,, sans points 
communs deux-a-deux. Les courbes bicanoniques, 2 Z, forment un systeme 
linéaire de dimension P,— 12> 1, et sont composées avec les courbes 
elliptiques C d’un faisceau linéaire C | **). Chaque courbe bicanonique 2 L 
sera composée de « > 1 courbes totales C de | C| et d’un certain nombre 
de courbes partielles de ce faisceau; ces courbes partielles entreront comme 
composantes fixes dans le systeme bicanonique |2LZ'. Le groupe de u 
courbes C entrant dans la composition d’une courbe bicanonique engendre, 
dans le faisceau linéaire |C|, une série compléte de dimension uw. Par 
suite, on a Pp =p + 1. 

Parmi les courbes L,, L,, ---, L, composant la courbe canonique L, 
il y en aura nécessairement u (par exemple les uw premiéres) donnant 
(kK> 4) 

C=2L,=2L,=---=2L,. 
Les courbes 2L,,,,---, 2, ne pourront étre des courbes totales de 
C|, mais seront des courbes partielles de ce faisceau et précisément les 
composantes fixes éventuelles du systeme bicanonique |2 L'. 
On a en effet: 


L= I,+ L,4-+-+ E+ LDyit-e--+ DL, 


SLa2Ql, +21,+---+2L,+2L,,,+--- +20, 
ou 
2L=uC+2L,,,+---+2L,.**) 


2. — Ces propriétés de F' étant rappelées, supposons qu'il existe sur 





*) Des surfaces telles que F' ont été plusieurs fois considérées par M. Enriques, 
en dernier lieu dans les Rendiconti della R. Accad. di Bologna, dic. 1906. 

**) Sans points-bases, car alors, par un théoréme de MM. Castelnuovo et En- 
riques, F' serait référable 4 une surface réglée (p,< 0, P, = P, =0), ce qui est 
contre l’hypothése. 

“**) Il peut se faire par exemple que l'on ait 4, ,,=C. Alors si cette propriété 
ne se présente pour aucune autre des courbes L 
quadricanonique de F, 


4LS(2u+1)C+4L,..4+---+4],, 
et par suite, P, = 2u-+ 2. 


u+gy'' Ly, On aura pour le systéme 
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cette surface F', une involution J,, d’ordre premier n, de genres p, = P,—1. 
Soit F* une surface de genres p, = P,=1 représentant l’involution 
I,. A un point de F correspond done un point de F*, et inversement 
& un point de F* correspondent les » points de F' formant un groupe 
de I,. 

Nous supposerons que les surfaces F', F* sont dépourvues de courbes 
- exceptionnelles, ce qui ne restreint pas la généralité (Enriques). 

L’involution J, posséde, sur la surface F', une certaine courbe de‘ 
coincidence D. D’aprées un théor’me de M. Enriques*), la courbe D, 
jointe &@ la transformée d'une courbe canonique de F*, doit donner une 
courbe canonique de F. Or, F* posséde une courbe canonique d’ordre 
zéro**), done on a D=L. Mais L est l’unique courbe canonique de F, 
done D coincide avec L. 

Considérons une courbe queleonque C du faisceau | C| et les groupes 
de J, dont un point (au moins) appartient a cette C. Trois cas peuvent 
se présenter: 


a} Ces groupes de J, ont (généralement) un point situé sur C et 
leurs » — 1 autres points décrivent une courbe irréductible K. 

b) Ces groupes de J, ont (généralement) un point situé sur C et 
leurs » — 1 autres points décrivent une courbe réductible. 

c) Ces groupes de J, ont tous leurs points situés sur C. 

Nous allons montrer que dans les cas a), b), on est conduit a des 
contradictions. 

3. — Cas a). — La courbe K engendre un systéme continu {KX} 
au moins simplement infinii Une courbe K quelconque rencontre cer- 
tainement la courbe canonique ZL de F, car autrement, elle se décom- 
poserait en un certain nombre de courbes C, ce qui est contre l’hypothése 
de courbes K irréductibles. Par suite, l’involution elliptique y,_,, d’ordre 
n—1, définie sur la courbe K par les points des groupes de J, qui 
engendrent cette courbe, possede des points de coincidences (aux inter- 
sections de K avec L). Si nous désignons par 2d le nombre (nécessaire- 
ment pair) de ces points de coincidence et par a le genre de K, nous 
avons, par la formule classique de Zeuthen, x = d + 1. 

Pour calculer le degré du systeme {K}, considérons une courbe K’ 
adjointe & ce systeme. Nous avons 


K’'+L=K, 


*) Richerche di Geometria sulle superficie algebriche. Mem. della R. Accad. di 
Torino (2) 44 (1898). 

**) Intorno alle superficie algebriche di genere lineare p' =1. Rend. della R. 
Accad. di Bologna, dic. 1906. 
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d’ot nous tirons que ce degré est 24 — 2 — 20, c’est-a-dire zéro. Cela 
n’est possible que si le systeme {K} est un faisceau | K|, de degré zéro. 

Désignons par C* la courbe elliptique lieu des points de F* qui 
correspondent aux groupes de J, dont un point appartient @ une courbe. 
C. Lorsque cette courbe C varie dans |C|, C* décrit un systéme continu 
simplement infini. Soit + le nombre de groupes de J, ayant deux 
de leurs points sur une C; ce nombre est nécessairement fini. Les 
courbes C* possedent t points doubles et sont donc de genre virtuel r+ 1; 
elles appartiennent ainsi 4 un systéme linéaire |C*|, de genre r+ 1 et 
de degré 2r (d’aprés la propriété caractéristique des surfaces de genres 
p, = P,=1). 

Le systéme linéaire |C*| a pour transformé, sur F, un systeme 
linéaire |C + K| comprenant toutes les courbes C+ K. Le degré de ce 
systéme est évidemment 2mr. Mais, il est aussi égal & la somme des 
degrés de |C|, | K| (c’est-a-dire zéro) augmentée de deux fois le nombre 
de points communs & une C et a une K génériques, c’est-a-dire 4r. Par 
suite, on a mt = 21. Cela n’est possible que pour t= 0 ou pour t> 0, 
n = 2. 

Si t= 0, le faisceau | K| est un multiple de C |. Précisément, on 
a |K|=|(n—1)C|, cest-a-dire qu'une courbe K est composée de n — 1 
courbes C et n’est donc plus irréductible comme on Il’avait supposé. Cela 
découle de ce que » est un nombre premier. 

Si n = 2 (cr > 0), le théoreéme que nous voulons établir est évident. 
Cependant, on peut remarquer que, dans le cas actuel, cette hypothése 
n= 2 (avec tr >0) nous conduit 4 une absurdité. En effet, une courbe 
K ne peut plus rencontrer la courbe LZ qu’en un point de la courbe C a 
laquelle elle correspond. Or, cela est impossible, car autrement le faisceau 
|C| ne serait plus de degré zéro. 

4. — Cas b). — Supposons maintenant que les groupes de J, dont un 
point appartient & une courbe C, ont leurs n — 1 points restants sur une 
courbe réductible K. 

Soit précisément 

K= K,+ K,+---+K,, 
et soit m, le nombre de points des groupes de J, situés sur la courbe irré- 
ductible K,(nm, + nm, +---+n,=—n—1). 

Il suffit de recommencer le raisonnement fait dans le cas a) en |’éten- 
dant un peu, pour montrer que l’on a m,=1 et que la courbe K, est 
une courbe C (i= 1, 2,---,r=—n—1). 

Désignons par C* la courbe elliptique de F* correspondant a C. 
C* aura autant de points doubles qu'il y aura de groupes de J, ayant 
deux de leurs points communs a deux des courbes C, K,,---, K,. Soit 
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t le nombre de ces points doubles. C* a le genre virtuel r+ 1 et ap- 
partient & un systeme linéaire |C*| de degré 2r. 

Soit 20, le nombre de points communs a K, et a L. Si 6,=0, 
K, est une courbe de |C|. Si d, > 0, linvolution 7, elliptique existant 
sur K, posséde 20, coincidences, et la courbe K, a le genre 6,+ 1. Mais 
alors, K; engendre un systeme de degré 0, au moins oo’, c’est-a-dire un 
- faisceau | K;, |. 

On peut maintenant calculer de deux maniéres le degré du systeme 
linéaire |C + K, + K,+.---+ K,| transformé de |C*|. On trouve 

nt = 2t, 
c’est-a-dire r= 0 ou t>0, n= 2. Dans cette dernitre hypothése, on a 
déja vu que l’on arrive & une absurdité. 

On a done nécessairement t= 0, et chaque courbe K, irréductible 
est une courbe C. Mais alors, » étant premier, on a n, = 1 et les groupes 
de J, dont un point décrit une courbe C, ont un point sur x — 1 autres 
courbes C. 

Le systéme linéaire |C*|, sur F*, est un faisceau de courbes ellip- 
tiques et entre les faisceaux |C*!, |C|, on a une correspondance (1, n). 
Mais il y a alors 2(m — 1) courbes totales C de coincidence pour J,, ce 
qui est impossible, puisque la courbe de coincidence de J, coincide avec, 
qui est composée de courbes partielles de | C|. 

Dans le cas b) nous arrivons done & une absurdité, de méme que 
dans le cas a). 

5. — Cas c). — Il faut done nécessairement que chaque courbe C 
de |C| soit le leu de co' groupes de J,. A chaque C correspond sur 
F* une courbe C*, nécessairement elliptique, engendrant un faisceau C*). 

Il nous suffira maintenant d’adapter au cas actuel le raisonnement 
développé au § 2 de notre travail déja cité pour prouver que si la sur- 
face F’ existe, étant donnée F*, l’involution J, est cyclique. 

Plagons-nous dans un espace linéaire & quatre dimensions, de coor- 
données cartésiennes (x, y, 4,4). Nous pourrons prendre pour modeéle 
projectif de la surface F’* la surface (possédant des courbes exceptionnelles) 


(1) af (a, y, 2) + yp (a, y, 2) = 9, u=0, 

les fonctions f(x, y, 2), p(x, y, 2) étant rationnelles et entitres en 2, y, 2. 
Les courbes C* sont découpées, sur la surface (1), par les plans « —hy =0, 
en dehors de la droite x = y= 0. Les équations d’une courbe C* peuvent 
aussi se mettre sous la forme 

(2) u=0, 2—hy=0, hf(a,y, 2)+ 9(%, y, 4) = 0. 


Soit m Vordre des courbes (2); la surface (1) sera d’ordre m + 1. 














318 L. Gopgaux. Involutions existant sur des surfaces. 


Comme on le sait, une courbe elliptique irréductible C, ayant une 
involution elliptique d’ordre premier n, y,’, dont les groupes sont repré- 
sentés par les points de (2), peut étre représentée par les équations 
(3) w—hy=0, hf(a,y,2)+9(2,¥,2)=9, w= H(z, y, 2), 

H(z, y, 2) ant un polynéme entier, irréductible, de degré n, tel que la 
surface H(x,y,z)=0, u=0 ait m contacts n-ponctuels avec la courbe (1). 

Les coefficients de H(z, y, 2) dépendent de certaines irrationnalités 
arithmétiques qui, a priori, peuvent varier avec h. 

Considérons, dans un plan réel R, les affixes de la variable imagi- 
naire h. A un point P de R correspondent un certain nombre g > 1 de 
courbes (3) birationnellement distinctes. Une de ces courbes appartiendra 
& la surface F, dont nous supposons l’existence. Faisons décrire & P un 
cycle fermé dans le plan réel FR. Les @ courbes (3) varieront d'une 
maniére continue et se représenteront, lorsque P sera revenu a sa position 
initiale P,, dans un certain ordre qui pourra étre différent du premier. 
Mais celle des 9 courbes (3) se trouvant sur F ne se sera échangée avec 
aucune autre des g courbes, car si un tel échange se produisait, la sur- 
face F' n’existerait pas. 

On en conelut que si la surface F existe, on peut trouver un poly- 
nome H dépendant rationnellement de h. La surface F’ est alors repré- 
sentée par les équations 


af (xyz) + yp (xyz) = 90, “" = H(2, y, 2, h= =). 
Par suite, lhomographie périodique 
amt, youy 2-2, u’ = eu, 
ot ¢ est une racine primitive n*™* de l’unité, laisse la surface F' inva- 
riante et engendre, sur cette surface, involution J,. 
Ainsi se trouve établi le théoreme énoncé au début de ce travail. 


Goettingen, 12 Janvier 1913. 
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Uber das Biischel von ebenen Kurven 3. Ordnung mit neun 
reellen Grundpunkten. 


Von 


Hans Monrmann in Clausthal i. H. 
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Einleitung. 


Die Maximalzahl der Gebiete, in welche zwei irreduzible Kegelschnitte 
die projektive Ebene zerlegen, betrigt 6. Sie kann offenbar nur dann 
erreicht werden, wenn die vier Schnittpunkte der Kegelschnitte reell und 
nicht benachbart sind. Diese Bedingung ist jedoch nicht hinreichend. Es 
ist auBerdem erforderlich, daB (wenigstens) eine gerade Linie existiert, 
welche keinen der beiden Kegelschnitte (in reellen Punkten) schneidet. 

Die Maximalzahl der Gebiete, in welche zwei irreduzible zweiteilige 
Kurven 3. Ordnung die projektive Ebene zerlegen, betriigt 12. Sie kann 
nur dann erreicht werden, wenn samtliche Schnittpunkte der beiden Kurven 
reell sind und iiberdies ihren wnpaaren Ziigen angehéren. Die Unméglich- 
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keit der topologisch einfachsten derartigen Lagebeziehung*) zweier zwei- 
teiligen C, gegeneinander ist eine unmittelbare Folge eines neuerdings 
von Herrn Rohn**) bewiesenen, auBerordentlich merkwiirdigen und tief- 
liegenden Hilbertschen***) Satzes aus der Topologie der ebenen algebraischen 
Kurven, nach welchem der topologisch einfachste Fall einer Kurve 6. Ord- 
nung mit der Maximalzahl reeller Ziige, d. h. einer C; mit 11 einander 
ausschlieBenden Ovalen (paaren Ziigen im Sinne der projektiven Geometrie) 
nicht existiert. Denn aus diesem Satze geht heror, daB das Produkt der 
linken Seiten der Gleichungen g(x,y) = 0 und y{z, y) = 0 der genannten 
Kurven 3. Ordnung nicht in 11 Gebieten gleiches Vorzeichen haben kann. 
Es scheint nun u. a. auch diejenige Lagebeziehung unméglich zu sein, 
bei welcher das Produkt m-w in zehn Gebieten gleiches Vorzeichen hat, 
wiihrend die Ovale einander ausschlieBen, sodaB man wohl die Frage auf- 
werfen darf: gibt es tiberhaupt Paare zweiteiliger C, mit neun reellen 
Schnittpunkten, deren Ovale einander ausschlieBen? Diese Frage, welche 
durch Bildung von Beispielen leicht in bejahendem Sinne beantwortet 
werden kann}), ist offenbar iiquivalent der folgenden: kann von den 
zwolf rationalen Kurven eines allgemeinen C,-Biischels mit neun reellen 
Grundpunkten mehr als eine einen isolierten Doppelpunkt besitzen? Das 
hat mich veranlaBbt, mir die (weitergehende) Aufgabe zu stellen: das all- 
gemeine Biischel von ebenen Kurven 3. Ordnung mit neun reellen Grundpunkten 
hinsichtlich der Realitit und Art seiner rationalen Kurven zu studieren. 

Es hat sich ergeben, daB nur sechs in diesem Sinne voneinander 
verschiedene Typen allgemeiner (,-Biischel existieren, nimlich soviele wie 
Kombinationen zu zweien mit Wiederholung der Worte hyperbolisch, para- 
bolisch und elliptisch. Das doppelt hyperbolische Biischel enthialt die 
Maximalzahl von Kurven mit isoliertem Doppelpunkte. Sie betriigt 2. Es 
gibt mithin (zweifach unendlich viele) Paare von Kurven 3. Ordnung, 
deren unpaare Ziige dieselben neun (reellen) Punkte miteinander gemein 
haben und deren Ovale einander ausschlieBen, aber es gibt kein Tripel 
derartiger Kurven. 

Ubrigens ist hier noch die, vielleicht nicht ganz uninteressante Tat- 
sache zu vermerken, daB es Paare von allgemeinen C,-Biischeln mit neun 


*) Als topologisch einfachste gegenseitige Lage zweier Kurvenziige mit  Schnitt- 
punkten bezeichne ich diejenige, fiir welche beim Durchlaufen beider Ziige die Schnitt- 
punkte in der gleichen Reihenfolge passiert werden. 

**) Rohn: Die ebene Kurve 6. Ordnung mit 11 Ovalen, Sitzber. Ak. Leipzig 63 
(1911), Heft 9. Ferner: Die Maximalzahl und Anordnung der Ovale bei der ebenen 
Kurve 6. Ordnung und bei der Fliiche 4. Ordnung, Math. Ann. 72, 8. 177ff. 

***) Hilbert: Uber die reellen Ziige algebraischer Kurven, Math. Ann. 38, S. 118, Anm. 

+) Dabei ergibt sich, da& der Wert des Produktes g-w im Innern der Ovale 
sowohl gleiches als auch wngleiches Vorzeichen haben kann. 
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reellen Grundpunkten und der gleichen Anzahl und Art der reellen ratio- 
nalen Kurven gibt, welche durch stetige reelle Variation der Grundpunkte 
nicht anders ineinander iibergefiihrt werden kénnen, als daB im Verlaufe 
des Variationsprozesses mindestens einmal drei Grundpunkte des variierten 
Biischels auf einer geraden Linie liegen. Dabei kénnen die Grundpunkte 
der Biischel einem und demselben Zuge einer und derselben (irreduziblen) 
Kurve (3. Ordnung) angehéren. In solchen Biischeln sind die Grundpunkte 
in verschiedener Weise auf die paaren Teile der schleifenférmigen Kurven 
verteilt. Betrachtet man das allgemeine C,-Biischel aus diesem Gesichts- 
punkte, so wiichst die Anzahl der Typen natiirlich betriichtlich. 

Die Verteilung der Grundpunkte eines allgemeinen C,-Biischels auf 
die paaren Teile seiner schleifenférmigen Kurven ist im letzten Paragraphen 
studiert worden. Hierbei ergibt sich u. a. die merkwiirdige Tatsache, daB 
jedes allgemeine C,-Biischel mit neun reellen Grundpunkten (mindestens) 
ein Kontinuum zweiteiliger Kurven enthialt, deren paare Ziige vier Grund- 
punkte tragen, was fiir keine andere Anzahl (0 eingeschlossen) gilt. 


§ 1. 
Einige allgemeine Siitze iiber das Biischel von ebenen Kurven 
3. Ordnung. 


Definition: Ein Biischel von ebenen Kurven 3. Ordnung, ein C;,- 
Biischel, soll allgemein genannt werden, wenn das System seiner Grund- 
punkte allgemein ist, d. h. wenn keine zwei derselben benachbart sind, 
keine drei auf einer geraden Linie und (folglich) keine sechs auf einem 
Kegelschnitt liegen. 

Satz 1. Ein allgemeines C,-Biischel enthiilt keine reduzible Kurve. Die 
Anzahl seiner rationalen Kurven betrigt (algebraisch gesprochen) 12. 

Satz 2. Ein allgemeines C,-Biischel enthilt so viele schleifenformige 
rationale Kurven, auf deren paarem Teile kein Grundpunkt des Biischels 
liegt, wie Kurven mit isoliertem Doppelpunkte et vice versa: jeder Kurve 
mit isoliertem Doppelpunkte ist eine derartige Kurve mit Schleife zugeordnet. 

Da namlich zwei voneinander verschiedene irreduzible Kurven 3. Ord- 
nung nicht mehr als neun Punkte miteinander gemein haben, so kann 
niemals ein Doppelpunkt in einem der Grundpunkte eines allgemeinen Biischels 
gelegen sein. Die einen isolierten Doppelpunkt umschlieBenden (wachsenden) 
Ovale aller Kurven des Biischels bis zur ersten Kurve mit Schleife kénnen 
daher untereinander und mit dieser Schleife keinen Punkt gemein haben. 

Jedes in einem allgemeinen C,-Biischel enthaltene Kontinuum zwei- 
teiliger Kurven, deren Ovale (paare Ziige im Sinne der projektiven Geo- 
metrie) 2k (k=1,2,3,4) Grundpunkte tragen, wird von zwei schleifen- 
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férmigen rationalen Kurven begrenzt, auf deren paaren Teilen je dieselben 
2k Grundpunkte liegen: 

Satz 3. Die schleifenfoirmigen rationalen Kurven eines allgemeinen 
C,-Bischels, deren paare Teile Grundpunkte tragen, sind einander paarweise 
derart zugeordnet, dap die paaren Teile je zweier ein Kontinuum zweiteiliger 
Kurven des Biischels begrenzender Kurven gleichviele und zwar dieselben 
Grundpunkte tragen. 

Auf dem paaren Teile einer schleifenférmigen rationalen Kurve eines 
C,-Biischels kénnen Grundpunkte nicht in ungerader Anzahl liegen. 
Hieraus folgt 

Satz 4. Die Anzahl der Grundpunkte eines C,-Biischels auf jedem 
der beiden Teile, in welche der Kegelschnitt einer einfach reduziblen Kurve 
(mit zwei reellen Doppelpunkten) von der zu ihm residualen geraden Linie 
zerschnitten wird, ist gerade (Null eingeschlossen) oder ungerade, jenach- 
dem auf dem Segment der geraden Linie im Innern des Kegelschnitts Grund- 
punkte in gerader Anzahl (Null eingeschlossen) oder ungerader Anzahl ge- 
legen sind. 

§ 2. 
Die stetigen reellen Variationen der Grundpunkte eines C;- Biischels. 


Offenbar kann man die Systeme von neun reellen Grundpunkten irgend 
zweier allgemeinen C,-Biischel immer (schrittweise) dadurch ineinander iiber- 
fiihren, daB man die Grundpunkte auf einer jeweils festen reellen Kurve 
3. Ordnung stetig und reell variiert*). Dabei kénnen immer jeweils sieben 
der neun Grundpunkte festgehalten werden und es laiBt sich sicher immer 
vermeiden, daB mehr als zwei der Grundpunkte an einer Stelle benachbart 
werden. Es braucht und soll im folgenden daher nur von solchen Varia- 
tionen die Rede sein. 


I. Variationen 1. Gattung. 

Als Variationen 1. Gattung bezeichne ich solche Variationen der Grund- 
punkte, in deren Verlauf keine reduzible Kurve auftritt. 

Bleiben beim Variieren die Grundpunkte eines C,-Biischels bestindig 
in allgemeiner Lage (Variationen 1. Gattung 1. Art), so kann ersichtlich 
auf den paaren Teil einer schleifenférmigen Kurve weder ein Grundpunkt 
herauf-, noch von demselben herunterwandern. Denn hierbei miiBte ein 
Grundpunkt in den Doppelpunkt einer Kurve des Biischels riicken, was 
unmédglich ist (§ 1). 

Der Ubergang von konjugiert-komplexen zu reellen rationalen Kurven 
(beim Variieren der Grundpunkte) geschieht durch zusammenfallende 


*) Durch einen Punkt allgemeiner Lage der Ebene geht genau eine C, eines 
allgemeinen Biischels. 
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(rationale) Kurven. Zwei Kurven mit Schleife (und a fortiori (Satz 2) 
zwei Kurven mit isoliertem Doppelpunkt) kénnen nur dann zusammen- 
fallen, wenn (mindestens) zwei der Grundpunkte des Biischels benachbart 
werden (Variationen 1. Gattung 2. Art). Nun vereinigen sich zwar in 
einem solchen Biischel in der Tat zwei der zwélf rationalen Kurven in 
derjenigen Kurve, welche das koinzidierende Punktepaar zum Doppelpunkte 
_ hat und durch sechs der tibrigen sieben Grundpunkte bestimmt ist. Aber 
die Kurven trennen sich wieder, wenn bei Fortsetzung der Variation das 
Punktepaar reell bleibt. Das sieht man ‘am einfachsten folgendermaBen 
ein. Sind sieben der Grundpunkte fest, wiihrend der eine variable Grund- 
punkt tiber den anderen hinwegwandert, so unterscheiden sich die Biischel 
vor und nach Passieren der Grenzlage iiberhaupt nicht voneinander. Es 
sind vielmehr nur zwei Grundpunkte miteinander vertauscht. Aber auch das 
Hinwegwandern eines variablen Grundpunktes iiber einen festen kann 
immer (unter Einschaltung eines Schrittes) durch Vertauschung zweier 
Punkte miteinander umgangen werden. MiiBte z. B. der in B liegende 
Punkt 2, um in die Lage B’ zu gelangen (Fig. I), tiber den in C liegen- 


4a A BCB 


Fig. I. 


den festen Punkt 3 hinwegwandern, wihrend der Punkt 1 von A nach A’ 
riickt, so kann man etwa zunichst den Punkt 1 in A festhalten und 3 
von C nach B’ schieben. Bei diesem ProzeB iindert natiirlich 2 seine 
Lage; 2 kann aber, da acht Grundpunkte eines Biischels von Kurven 
3. Ordnung den neunten eindeutig bestimmen, niemals in C hineinriicken. 
Jetzt hilt man den Punkt 3 in B’ fest und liBt 1 von A nach A’ wan- 
dern. Alsdann riickt 2 in den Punkt C hinein, was zu zeigen war. 
Variationen 1. Gattung 2. Art lassen sich also bei Uberfiihrung zweier all- 
gemeinen C,-Biischel ineinander immer durch bloBe Vertauschung zweier 
Grundpunkte miteinander umgehen Die genannte doppelt ziihlende rationale 
Kurve vermittelt daher bei Variationen, bei welchen die neun Grundpunkte 
reell bleiben, nicht den Ubergang zwischen reellen und konjugiert-kom- 
plexen rationalen Kurven. Vielmehr sind die in Rede stehenden Kurven 
vor und nach Passieren der Grenzlage Kurven mit Schleife oder konjugiert- 
komplexe rationale Kurven, jenachdem die rationale Kurve, in welcher 
sie sich in der Grenzlage vereinigen, einen Doppelpunkt mit reellen (nicht 
benachbarten) Tangenten oder einen isolierten Doppelpunkt besitzt. 

Der Ubergang von reellen zu konjugiert-komplexen rationalen Kurven 
beim reellen Variieren der Grundpunkte kann mithin nur durch Kurven mit 
Riickkehrpunkt (bzw. ihnen entsprechende reduzible Kurven (Nr. 11 und IIT) 
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vermittelt werden. Diese sind daher (mindestens) doppelt zu zihlen. In der 
Tat: eine Kurve mit Riickkehrpunkt kann — den umkehrbaren ProzeB 
in einer Richtung betrachtet — nur dadurch entstehen, daB sich die 
Schleife einer rationalen Kurve, auf deren paarem Teile kein Grundpunkt 
des Biischels liegt, zusammenzieht. Hierbei riickt aber immer auch der 
isolierte Doppelpunkt der zugeordneten rationalen Kurve (Satz 2) in den 
Riickkehrpunkt hinein. Sind zwei der Grundpunkte benachbart, so kann 
sich mit den eben genannten beiden Kurven in der Grenzlage noch eine dritte 
und zwar schleifenférmige Kurve vereinigen, auf deren paarem Teile lediglich 
die beiden benachbarten Grundpunkte des Biischels liegen. Sie lést sich 
mit Trennung der Grundpunkte wieder ab. 

Satz 5. Allgemeine C,-Biischel mit neun reellen Grundpunkten, welche 
durch Variationen 1. Gattung (1. oder 2. Art) ineinander iibergefiihrt werden 
kinnen, enthalten schleifenformige rationale Kurven, auf deren paaren Teilen 
Grundpunkte des Biischels liegen, in gleicher Anzahl und gleicher Verteilung. 
Diese Kurven lassen sich daher in je zwei solchen Biischeln derart paarweise 
einander zuordnen, da je zwei entsprechende Kurven auf den Schleifen 
gleich viele Grundpunkte tragen, und daB die Reihenfolge dieser Kurven in 
dem einen Biischel genau dieselbe ist wie die der entsprechenden im andern 
Biischel. Schleifenformige Kurven, auf deren paarem Teile kein Grundpunkt 
liegt, kinnen verschwinden (und entstehen), indem sie je mit der zugeordneten 
Kurve mit isoliertem Doppelpunkte (Satz 2) zusammenfallen. Den Ubergang 
vermitteln die Kurven mit Iiickkehrpunkt, welche daher immer doppelt zu 
edhlen sind. 


Il. Variationen 2. Gattung. 


Als Variationen 2. Gattung bezeichne ich Variationen, in deren Ver- 
lauf eine einfach-reduzible Kurve (mit zwei Doppelpunkten), aber keine 
total-reduzible Kurve (mit drei Doppelpunkten) auftritt. 

Eine einfach reduzible Kurve kann aufgefabt werden, jenachdem 
die Schnittpunkte des Kegelschnittes mit der residualen geraden Linie 
konjugiert-komplex oder reell sind, als die Grenzlage zweier konjugiert- 
komplexen rationalen Kurven oder zweier schleifenformigen Kurven, deren 
Doppelpunkte (im allgemeinen) nicht benachbart sind. Wird die (in zwei 
reellen Punkten schneidende) gerade Linie zur Tangente des residualen 
Kegelschnittes, so zieht sich die eine der Schleifen zusammen und die 
Kurve vereinigt sich mit einer Kurve mit isoliertem Doppelpunkte (Satz 2). 
Kin Kegelschnitt und eine residuale Tangente kénnen daher aufgefabt 
werden als die Grenzlage einer (doppelt ziihlenden) Kurve mit Riickkehr- 
punkt und einer schleifenférmigen Kurve (auf deren paarem Teile sechs 
Grundpunkte liegen). 
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Was geschieht nun, wenn beim Variieren der Grundpunkte eine ein- 
fach reduzible Kurve mit zwei reellen (getrennten) Doppelpunkten passiert 
wird? Riickt einer der beiden variablen Grundpunkte (vgl. den Anfang 
dieses Paragraphen) auf eine der durch zwei der sieben festen Grund- 
punkte bestimmten geraden Linien, so riickt gleichzeitig der andere 
variable Grundpunkt auf den durch die fiinf tibrigen festen Grundpunkte 
- bestimmten Kegelschnitt. Dabei sind zwei Fille zu unterscheiden: auf dem 
Segment der geraden Linie im Innern des Kegelschnitts kénnen Grund- 
punkte in gerader Anzahl (Null eingeschlossen) oder wngerader Anzahl 
liegen. Im ersten Falle soll von Variationen 2. Gattung 1. Art ge- 
sprochen werden, im zweiten von Variationen 2. Gattung 2. Art. Sie 
unterscheiden sich wesentlich voneinander*). Die folgenden schematischen, 
aber hinsichtlich der Realitiitsverhiltnisse sowie Lage und Anzahl der 
Grund- bzw. Schnittpunkte (Satz 4) korrekten Figuren II, 1) und 2) sowie 
Ill, 1) und 2) schildern diesen Vorgang je fiir einen beliebig heraus- 
gegriffenen konkreten Fall, und zwar stellen die Figuren IJ, 1) und III, 1) 
je die beiden in Frage stehenden schleifenfoérmigen Kurven vor Passieren 
der Grenzlage dar, wihrend die Figuren II, 2) und III, 2) je eine der beiden 
Kurven vor und nach dem Durchgange verkérpern: 





i 











Fig. II. 


*) Bei Variationen 1. Art wird ein Kontinuum einteiliger, bei Variationen 2. Art 
ein Kontinuum zweiteiliger Kurven zusammengedriickt. 
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Bei Variationen 2. Gattung 1. Art (Fig. II) enthilt die eine der beiden 
beteiligten schleifenférmigen Kurven vor Passieren der Grenzlage so viele 
Grundpunkte auf ihrem paaren Teile, wie die andere nach dem Durch- 
gange. Es vertauscht sich aber andererseits, da die Kurven in der Grenz- 
lage zusammenfallen, die Reihenfolge (im Biischel), so daB hinsichlich der 
Anzahl der auf den paaren Teilen der schleifenférmigen Kurven gelegenen 
Grundpunkte die Reihenfolge dieser Kurven (in Ubereinstimmung mit 
Satz 3) ungedndert bleibt. 

Anders verhilt es sich bei Variationen 2. Gattung 2. Art. Hier liegen 
auf den paaren Teilen beider beteiligten Kurven sowohl vor, als auch 
(wiederum in Ubereinstimmung mit Satz 3) nach Passieren der Grenzlage 


1) i 2) 

















Fig. III. 


Grundpunkte je in gleicher Anzahl. Aber diese Anzahl kann sich beim 
Durchgange durch die reduzible Kurve fndern. In dem durch die 
Figuren III dargestellten Falle z. B. liegen vor Passieren der Grenzlage 
auf den paaren Teilen beider Schleifen je sechs Grundpunkte, nachher 
aber je zwei. Allgemein dndert sich bei Variationen 2. Art die Anzahl 
der Grundpunkte auf den paaren Teilen der beteiligten schleifenformigen 
Kurven um vier oder sie bleibt ungeindert, je nach dem auf den beiden 
Teilen, in welche die gerade Linie den residualen Kegelschnitt zerlegt, 
Grundpunkte in ungleicher oder gleicher Anzahl liegen. Zusammenfassend 
ergibt sich der 
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Satz 6. Auch gegeniiber Variationen 2. Gattung (1. oder 2. Art) ist 
in allgemeinen C,-Biischeln die Anzahl der schleifenfirmigen Kurven, auf 
deren paaren Teilen Grundpunkte des Biischels liegen, invariant. Variationen 
1. Art erhalten iiberdies die Verteilung der Grundpunkte auf die genannten 
Schleifen (hinsichtlich der Anzahl und Anordnung). Variationen 2. Art hin- 
gegen dindern die Verteilung. Dabei kann die (hier fiir beide jeweils be- 
. teiligten rationalen Kurven gleiche) Anzahl der Grundpunkte auf den paaren 
Teilen dieser Kurven ungedndert bleiben; sie kann aber auch, und zwar je 
um vier getindert werden. Variationen 2. Gattung 2. Art kinnen also (Satz 3) 
im C,-Biischel enthaltene Kontinua zweiteiliger Kurven, auf deren Ovalen 
zwei, vier, sechs oder acht Grundpunkte liegen, in solche verwandeln, deren 
Ovale beziiglich sechs, acht, zwei oder vier Grundpunkte tragen. 


Ii. Variationen 3. Gattung. 


Noch anders verhiilt es sich mit den Variationen 3. Gatlung. Als 
solche bezeichne ich Variationen, in deren Verlauf eine total-reduzible, d. h. 
in drei gerade Linien zerfallende Kurve des Biischels auftritt*). 

Eine derartige Kurve kann (im allgemeinen, d. h. wenn weder die 
drei geraden Linien durch einen Punkt hindurchgehen, noch zwei benach- 
barte Grundpunkte mit einem der drei (stets reellen) Schnittpunkte zusam- 
menfallen) aufgefaBt werden als die Grenzlage dreier reellen Kurven mit 
Schleife. Den Durchgang dureh diese Grenzlage kann man sich in Ver- 
bindung mit den Ausfiihrungen unter Nr. II leicht zurecht legen. Wir 
denken, wie immer, sieben der neun Grundpunkte festgehalten. Von diesen 
liegen drei auf einer geraden Linie, wihrend die iibrigen vier die Grund- 
punkte eines Kegelschnittbiischels bilden. Riickt einer der variablen Grund- 
punkte auf eine der Verbindungsgeraden der vier Grundpunkte des Kegel- 
schnittbiischels, so riickt gleichzeitig der andere variable Grundpunkt auf 
die residuale gerade Linie. Man erhilt daher fiir einen konkreten Fall das 
folgende schematische (aber wiederum hinsichtlich der Realitiitsverhiltnisse 
sowie Lage und Anzahl der Grund- bzw. Schnittpunkte (Satz 4) korrekte) 
Bild, und zwar stellt Figur [V, 1 den Kegelschnitt (welcher mit der un- 
verinderlichen residualen geraden Linie die Grenzlage zweier der drei 
schleifenformigen Kurven bildet (Nr. Il)) vor und nach Passieren der 
total-reduziblen Kurve dar, wihrend Figur IV, 2 die dritte schleifenférmige 
Kurve vor und nach dem Durchgang durch die Grenzlage verkérpert. 

Wie man hieraus entnimmt, verwandeln Variationen 3. Gattung Tripel 


*) Variationen 3. Gattung werden sich zwar bei Uberfiihrung zweier allgemeinen 
Biischel ineinander immer umgehen lassen; der Vollstindigkeit halber und zum 
besseren Verstindnis des in § 4 behandelten Beispiels sollen sie jedoch kurz be- 
sprochen werden. 
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von Schleifen, d. h. die Kurven werden hinsichlich der Anzahl der Grund- 
punkte, welche auf ihren paaren Teilen liegen, nicht nur untereinander 
ausgetauscht, sondern diese Anzahlen kénnen sich auch (nach Mafgabe 
von Satz 3 und Satz 6) aindern. In dem durch die Figuren IV verkérperten 
konkreten Fall z. B. liegen vor dem Passieren der Grenzlage auf den paaren 
Teilen der beteiligten schleifenférmigen Kurven beziiglich 2,8; 8 Grund- 








Fig. IV. 


1) 





punkte, nachher aber 4, 4; 2. 
Befindet sich auf dem 
paaren Teile einer der drei 
Schleifen vor der Variation 
kein Grundpunkt, so muB 
(Satz 2) auch nach dem Durch- 
gange durch die Grenzlage 
eine solche Kurve vorhanden 
sein, es sei denn, da die drei 
geraden Linien durch einen 
Punkt hindurehgehen. In 
diesem Falle ist die total-redu- 
zible Kurve aufzufassen (vgl. 
Nr. L undI1) als die Grenzlage 
einer (doppelt-zaihlenden) 
Kurve mit Riickkehrpunkt 
sowie zweier Kurven mit 
Schleifen (auf deren paaren 
Teilen Grundpunkte liegen). 
Satz 7. In allgemeinen 
C,-Biischeln mit neun reellen 
Grundpunkten ist die Anzahl 
der rationalen Kurven mit 
Schleife, auf deren paarem 
Teile Grundpunkte des Bii- 
schels liegen, auch gegeniiber 
den Variationen 3. Gattung 
invariant. Die Verteilung der 
Grundpunkte auf die paaren 
Teile der genannten schleifen- 
formigen Kurven dindert sich 
jedoch, und zwar nach Map- 
gabe der Sdtze 3 und 6. 


Die Hauptergebnisse der bisherigen Untersuchungen lassen sich nun- 
mehr in die folgenden beiden Siitze zusammenfassen: 
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Satz 8. Es gibt allgemeine C,-Biischel mit neun reellen Grundpunkten 
und der gleichen Anzahl und Art der reellen rationalen Kurven, in welchen 
die Grundpunkte in verschiedener Weise auf die paaren Teile der schleifen- 
formigen Kurven verteilt sind*). Derartige Biischel kimnen durch stetige 
reelle Variation der Grundpunkte nicht anders ineinander iibergefiihrt werden, 
als daB im Verlaufe des Variationsprozesses mindestens einmal eine redu- 
. sible Kurve (des Biischels) auftritt. Dabei kinnen die Grundpunkte der 
Biischel einem und demselben Zuge einer und derselben (irreduziblen) Kurve 
(3. Ordnung) angehiren. 

Satz 9. Sémtliche allgemeinen C,-Biischel mit neun reellen Grund- 
punkten enthalten gleichviele schleifenfirmige rationale Kurven, auf deren 
paarem Teile Grundpunkte des Biischels liegen. 

Um die Anzahl dieser Kurven zu bestimmen, braucht man daher nur 
ein einziges konkretes Beispiel zu untersuchen. Wie das mit Hilfe eines 
einfachen Kunstgriffes leicht ausgefiihrt werden kann, soll im nichsten 
Paragraphen gezeigt werden. 


§ 3. 
Eine besondere Art spezieller C;-Biischel. 


Wihlt man als Seiten eines Koordinatendreiecks die harmonische 
Polare (x, = 0) eines reellen Wendepunktes (2, = 0, z,=0) einer be- 
liebigen (irreduziblen) ebenen Kurve 3 Ordnung, eine gewohnliche (reelle) 
Tangente (x, = 0) durch diesen Wendepunkt sowie eine beliebige (weitere) 
durch den Wendepunkt hindurchgehende gerade Linie allgemeiner Lage 
(a, = 0), so lautet die Gleichung der Kurve: 

(1) 24*(x, — day) — e(x, — ax,)(x, — ba,)x, = 0. 


Setzt man hierin 
x, 


x. 
2 
—=>7 — = 4 
L, : fs Y, 


so kann der Gleichung (1) die Form gegeben werden: 


‘ e(x —a)(an —b)x 

(2) y= * Pao ine 

Sie stellt, wenn man « und y als rechtwinklige kartesische Koordinaten 
deutet, eine in bezug auf die X-Achse orthogonal-symmetrische Kurve dar, 
welche die Y-Achse im Koordinatenanfang beriihrt und die gerade Linie 
x =d zur (Wende-)Asymptote hat. 


Drei Punkte P,, P,, P, mit untereinander und von 0 verschiedenen 


*,| Z. B. kann das eine Biischel zwei Kurven mit Schleife besitzen, auf deren 
paarem Teile acht Grundpunkte liegen, wiihrend das andere Biischel keine derartige 
schleifenférmige Kurve enthilt (vgl. das in § 4 behandelte Beispiel). 


Mathematische Annalen. LXXIV. 22 
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Abszissen bestimmen ein und nur ein in der vier-parametrigen Schar (2) ent- 
haltenes C,-Biischel. Ein solches Biischel ist sehr spezieller Natur: simt- 
liche Kurven beriihren einander in einem Punkte + P,, haben einen und 
denselben Punkt P,, zum Wendepunkte und es gibt vier durch den Punkt 
P., hindurchgehende gerade Linien, welche je zwei weitere Grundpunkte 
des Biischels enthalten. 

Sind z,, 2, 2, die Abszissen der Punkte P,, P,, Ps; y,, Yo, ys die 
zugehérigen Ordinaten, so sind die vier Parameter a, b, d, e der Kurven- 
schar (2) mit diesen Koordinaten durch die folgenden drei Gleichungen 
verbunden: 


(3) w—) 52 2(a+d)+ab, (i= 1, 2,8). 
Setzt man hierin 
(4) ab = A, a+b=B, 


so ergibt sich 
= Ys" 4," ) 


e—|% % 4s x lap em _ we?" 


%_ — 2, %— 2x, J ©, — 2, Ly — 2, 
 — r , 
¥ o 
(%- haat ‘) d + (x,* — z,*)e — (y,*— y,*) 
(5) | =. | ae aa 
e(a, —— 2) ? 
4-88 -—9-43%-—" 


? 
ex, 


= 
Ty 





a- 24+ yR-4A, 0-2 FL VBR 
Diese Gleichungen (5) bringen unmittelbar zum Ausdruck, daB das Biischel 
[(2), (3)] projektiv auf das Asymptotenbiischel 2 = d bezogen ist: mit der 
Angabe des Wertes von d ist eine Kurve des Biischels eindeutig bestimmt. 
Ein Biischel [(2), (3)] hat nun gerade die fiir unsere Zwecke erfor- 
derliche Eigenschaft, daB man simtliche rationalen Kurven des Biischels 
leicht angeben kann. Denn alle Kurven der vier-parametrigen Schar (2) 
sind ja in bezug auf die X-Achse orthogonal-symmetrisch. Die Doppel- 
punkte der irreduziblen rationalen Kurven liegen daher notwendig auf der 
X-Achse, und die reduziblen Kurven miissen eine zur Y-Achse parallele 
Gerade, bzw. die Y-Achse selbst als Bestandteil enthalten. Diese geraden 
Linien lassen sich unmittelbar vollstindig angeben. Es gibt vier und ihre 
Gleichungen lauten: 


(6) z= 0, L= 1, LAs. 
Aber auch die irreduziblen Kurven kénnen leicht bestimmt werden. Fiir 
sie miissen ja zwei der drei Schnittpunkte mit der X-Achse zusammen- 


t=17,, 
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fallen. Es mu8 mithin entweder die Diskriminante der Gleichung fiir a 
und } verschwinden: 


(7) B44 =0, 


oder es muB einer der Werte von a bzw. b verschwinden ohne Null-Werden 
der Diskriminante, mithin 


B+VB-4A=0, B'—4A+0 
und folglich 

(8) A=0 

sein. 

Die Gleichung (7) ist in bezug auf d quadratisch. Sind ihre Wurzeln 
reell, so trennen die ihnen zugeordneten rationalen Kurven die einteiligen 
von den zweiteiligen Kurven des Biischels [(2), (3)]. Hierin liegt eine Be- 
stiitigung der friiheren Darlegungen iiber die Natur und Bedeutung der 
einfach-reduziblen Kurven (§ 2, Nr. II). Es folgt weiter, daB die Lésung 
der in bezug auf d linearen Gleichung (8), bzw. die ihr entsprechende 
rationale Kurve des Biischels [(2), (3)| doppelt zu zihlen ist. Diese Kurve 
ist die in § 2,1 genannte rationale Kurve, deren Doppelpunkt mit den 
(am Koordinatenanfang) benachbarten beiden Grundpunkten (+ P,) des 
Biischels zusammenfillt. 

Greift man zwei nicht benachbarte allgemeine Kurven eines Biischels 
{(2), (3)] heraus und dreht die eine der beiden Kurven hinreichend wenig um 
den Koordinatenanfang, so bleiben die neun Schnittpunkte der beiden 
Kurven reell, wihrend simtliche projektiven Besonderheiten eines Biischels 
[(2), (3)| mit einem Schlage zerstirt werden, ohne daB neue aufzutreten 
brauchen. Man erhilt ein allgemeines Biischel mit neun reellen Grund- 
punkten, dessen rationale Kurven hinsichtlich Realitét, Anzahl und Art, 
sowie Anzahl der auf den paaren Teilen der schleifenférmigen Kurven 
gelegenen Grundpunkte des Biischels mithin in jedem konkreten Fall (in 
welchem das Biischel [(2), (3)| ,,allgemein“ ist, d.h. nicht gerade eine 
total-reduzible Kurve oder eine Kurve mit Riickkehrpunkt bzw., was das- 
selbe besagt, einen Kegelschnitt mit residualer Tangente besitzt) leicht 
angegeben werden kénnen. Das soll im folgenden Paragraphen an einem 
Beispiel durchgefiihrt werden, welches zugleich iiber die (hinsichtlich der 
Realitit und Art der rationalen Kurven) méglichen Typen von allgemeinen 
C,-Biischeln und ihre Existenz AufschluB gibt. 
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§ 4. 


Die méglichen Typen der allgemeinen C;-Biischel mit neun reellen 
Grundpunkten hinsichtlich der Realitit und Art ihrer rationalen 


Kurven. 
Die Punkte + P,, + P,, + P,; mit den Koordinaten: 
a =1, Ze = 4, Ts = 5, 


(9) ° ‘ 
y7=9; y.*=16; y,? = 12; 


bestimmen ein Biischel [(2), (9)] von Kurven 3. Ordnung, dessen vier 
reduzible Kurven je aus einer geraden Linie und einer residualen Ellipse 
bestehen. Die Gleichungen dieser Kurven lauten: 


| a=0, yi=— i (40*— 272 — 4); 


z=1, y= —f(2—F)e 





(10) ray 
z= 4, y= — 5 (@ — =) 2; 
z= 5, y= — 5 (2— Zz. 


Die vier geraden Linien haben je mit ihrer zugehérigen Ellipse zwei ge- 
trennte reelle Punkte gemein, insbesondere schneidet die letzte, x = 5, 


ihre residuale Ellipse in zwei Punkten, deren Ordinatenquadrat = betriigt, 


mithin kleiner ist als das Ordinatenquadrat der auf der geraden Linie 
x= 5 gelegenen Grundpunkte + P, des Biischels [(2), (9)]. Es liegt da- 


. . » eS 
her sicher (Satz 2) auf der X-Achse zwischen x= 5 und x = > ein iso- 


lierter Doppelpunkt einer rationalen Kurve des Biischels. In der Tat sind 
die Wurzeln der Gleichung (7) hier reell. Man findet vermége der Glei- 
chungen (3) zuniichst: 


1 


_ — 164d + 20 
ie 15e ’ 


woraus sich weiter fiir die Wurzeln der Gleichung (i) B?—4A=0 die 
Werte ergeben: 
(12) 1235 6 Y/247*— 98 a4 

d= 


122 
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Der eine der beiden Werte ist 5,18 ..., der andere etwas gréBer als 15, 
und zwar gibt der erste Wert den Abstand der Asymptote (vom Koordi- 
natenanfang) fiir die schon erwiihnte Kurve wit isoliertem Doppelpunkte, 
wihrend der 2. Wert einer Kurve mit Schleife zugeordnet ist, auf deren 
paarem Teile acht Grundpunkte des Biischels liegen. 

Aus Gleichung (8): A = 0 ergibt sich: 
=. 

41 

Die diesem Werte zugeordnete (doppelt zihlende) irreduzible Kurve des 
Biischels [(2), (9)] hat (daher) den Koordinatenanfang zum isolierten 
Doppelpunkte. 

Greifen wir zwei nicht benachbarte allgemeine Kurven des Biischels 
heraus und drehen die eine hinreichend wenig um den Koordinatenanfang, 
so erhalten wir ein allgemeines C,-Biischel, welches (unseren friiheren 
Ausfiihrungen zufolge) 4-2 — 1+ 1=8 schleifenférmige Kurven enthiilt, 
auf deren paaren Teilen Grundpunkte des Biischels liegen, und zwar sind 
diese unter Beriicksichtigung der Reihenfolge der Kurven im Biischel 
folgendermaBen (Satz 3) auf die Schleifen verteilt: 

2,2; 4,4; 6,6; 8, 8. 
Hieraus ergibt sich in Verbindung mit Satz 9 zunichst der folgende 

Satz 10. Jedes allgemeine C,-Biischel mit neun reellen Grundpunkten 
enthdlt genau acht schleifenfirmige Kurven, auf deren paaren Teilen Grund- 
punkte des Biischels liegen. 

Da dem Biischel [(2), (9)| (auBer der doppelt zihlenden irreduziblen 
Kurve A = 0, wegen welcher man § 2, Nr.I vergleiche) nur eine Kurve 
mit isoliertem Doppelpunkte angehért, so ist damit zugleich die Existenz 
eines allgemeinen Biischels erwiesen, welches auBer den acht (angegebenen) 
schleifenférmigen Kurven des 10. Satzes zwei konjugiert komplexe rationale 
Kurven sowie eine Kurve mit isoliertem Doppelpunkte und eine schleifen- 
formige Kurve enthiilt*), auf deren paarem Teile kein Grundpunkt des 
Biischels liegt. Ein solches Biischel soll elliptisch-hyperbolisch genaunt 
werden. 

Was man bei analoger Bezeichnung unter einem doppelt elliptischen 
und doppelt hyperbolischen Biischel zu verstehen hat, ist unmittelbar klar. 
Nennt man weiter ein Biischel parabolisch, wenn es eine Kurve mit ltick- 
kehrpunkt besitzt, so sind auch die Bezeichnungen parabolisch-hyperbolisch, 
parabolisch-elliptisch und doppelt parabolisch ohne weiteres verstindlich, 


d = 


*) Diese Kurven liegen in unserem Beispiel zwischen einer rationalen Kurve, 
deren Schleife sechs Grundpunkte trigt, und einer solchen, deren Schleife acht Grund- 
punkte enthiilt. 
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und es kommt nur noch darauf an, die Fistenz solcher Biischel nachzu- 
weisen. 

Zu diesem Zwecke greifen wir zuniichst aus dem Biischel [(2), (9)] 
die zweiteilige Kurve mit der Gleichung 

‘ _ —1@+8)(«@—7zr 

(13) y= =. 
heraus, auf deren Oval acht Grundpunkte des Biischels liegen. Halten wir 
den (unendlich fernen) Grundpunkt P,, die am Koordinatenanfang benach- 
barten Punkte + P, sowie die Punkte + P, und + P, fest und variieren 


die Punkte + P, reell auf der Kurve (13), indem wir 2, etwa bis 2 = = 
wachsen lassen, so daB die gerade Linie « = > die residuale Ellipse 

f 32 
(14) y=— 3 (e-F)2 


nicht mehr in reellen Punkten schneidet, aber das Oval der Kurve (13) 
noch nicht beriihrt, so ist damit die Existenz eines doppelt elliptischen 
Biischels erwiesen. 

Auch die Existenz der iibrigen vier der genannten sechs Biischeltypen 
1aBt sich unschwer zeigen. Dabei werde ich mich auf die noch ausstehen- 
den drei nicht elliptischen Biischel beschrinken, und ich brauche wohl 
nicht hinzuzufiigen, daB sich der Existenzbeweis eines elliptisch-para- 
bolischen Biischels in ganz analoger Weise fiihren liBt, wofern ein solcher 
alsdann iiberhaupt noch erforderlich erscheinen sollte. 

Dabei gehe ich aus von der zweiteiligen Kurve des Biischels [(2), (9)], 
deren Asymptote vom Koordinatenanfang den Abstand 

41 


d=-— 


hat (vgl. (12)). Ihre Gleichung liBt sich vermége der Formeln (11) baw. 
(5) leicht aufstellen, ist jedoch, da die Gestalt der Kurve sich auf Grund 
der bisherigen Darlegungen von selbst ergibt, von untergeordnetem Inter- 
esse. Sie lautet: ' 

~ (67x2* — 770 x -+- 2188)x 
(15) fo- 5 (8a = e. 
Simtliche Grundpunkte des Biischels [(2),(9)} liegen auf dem unpaaren 
Zuge dieser Kurve (15) (welche die Gestalt eines auf der Seite liegenden 
groBen 2 hat), wahrend ihr (kleines, innerhalb der Ellipse (14) gelegenes) 
Oval von Grundpunkten frei ist. Dieses Oval soll uns nur dazu dienen, 
beim Variieren der Grundpunkte den isolierten Doppelpunkt einer ratio- 
nalen Kurve des Biischels gefangen zu halten, sodaB das Biischel bestindig 
hyperbolisch bleibt. 
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Halten wir, wie friiher, die Punkte P,, + P,, + P, und + P, fest, 
wihrend wieder x, wiichst, und zwar jetzt etwa bis die Punkte + P, auf 
der Kurve (15) in ihre zwischen «= 5 und r= = gelegenen Schnitt- 
punkte mit der Hyperbel 


(16) y= ; («— >) x 


- gelangt sind, so ist die Existenz eines doppelt-hyperbolischen Biischels be- 
reits erwiesen. Denn die Hyperbel (16) enthilt die Punkte + P, und 
+ P, und schneidet die zu ihr residuale gerade Linie z=1 in zwei 


reellen Punkten, deren Ordinatenquadrat £ betrigt, also kleiner als y,? 


ist. Das durch die Punkte P,, ?, und die SchluBlage der variierten Punkte 
P, bestimmte Biischel [(2), (3)] enthilt daher sicher eine rationale 


Kurve, deren isolierter Doppelpunkt (auf der X-Achse) zwischen x = : 


und # = 1 liegt (Satz 2). Hieraus folgt weiter, dab im Verlaufe des Varia- 
tionsprozesses die durch die Gleichung (8) A = 0 bestimmte doppelt-zih- 
lende Kurve, welche den Koordinatenanfang zum Doppelpunkte hat, schlei- 
fenférmig geworden sein muB (Satz 10), wiihrend sie urspriinglich einen 
isolerten Doppelpunkt besaB. Es hat daher im Verlaufe des Variations- 
prozesses (mindestens) einmal eine Kurve mit Iiickkehrpunkt auftreten 
miissen. In der Tat schneiden simtliche Kurven (mit Riickkehrpunkt) mit 
cen Gleichungen ; . 

o e(a—a)* 
(17) y= ae | , 


welche die Punkte P, und P, enthalten, wenn 


(18) as <d<l 
und folglich 
(18*) 0 Za<1 


ist, unsere Kurve (15) in neun reellen Punkten, womit auch die Existenz 
eines hyperbolisch-parabolischen Biischels erwiesen ist. 

Jede der Kurven [(17), (18)], soweit diese durch die Punkte P, und 
P, hindurchgehen, wird andererseits offenbar z. B. von derjenigen Neil- 
schen Parabel 
(19) y? = e(x—a), 
welche die Punkte P, und P, ebenfalls enthilt, in neun reellen Punkten 
yeschnitten. Denn fiir diese ist ersichtlich a negativ. Man findet in der Tat 


4— x pas 

(20) a= 1 ; ° 

1i—_— 48 
3 
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Da diese Neilsche Parabel keiner der genannten Kurven [(17), 18)] be- 
nachbart ist, so erhalt man durch eine hinreichend kleine Drehung einer 
derselben um einen im Endlichen gelegenen Punkt auf der Neilschen Pa- 
rabel die Grundpunkte eines allgemeinen doppelt-parabolischen Biischels usw. 

Zusammenfassend diirfen wir daher den folgenden Satz aussprechen: 

Satz 11. Es gilt hinsichtlich der Realitét und Art der rationalen Kur- 
ven sechs voneinander verschiedene allgemeine C,-Biischel mit neun reellen 
Grundpunkten. Jedes dieser Biischel enthilt genau acht schleifenfirmige Kur- 
ven, auf deren paaren Teilen Grundpunkte des Biischels liegen. Die vier 
iibrigen rationalen Kurven kinnen paarweise konjugiert-komplex oder paar- 
weise reell sein, und zwar kinnen ein oder zwei dieser Kurven eine Schleife 
besitzen, auf’ deren paarem Teile kein Grundpunkt des Biischels liegt. Jeder 
dieser Kurven ist notwendig eine Kurve mit isoliertem Doppelpunkte zuge- 
ordnet. Ist nur ein derartiges Kurvenpaar vorhanden, so kann das Biischel 
eine (doppelt-ziihlende) Kurve mit Riickkehrpunkt besitzen; ist keines vorhan- 
den, so kimnen zwei Kurven mit Riickkehrpunkt auftreten. 

Endlich wollen wir das durch Wanderung des Punktes P, auf der 
Kurve (15) variierte Biischel [(2), (9)] noch in einem Zwischenstadium 
betrachten. Ist etwa der Punkt P, auf seiner Wanderung in den zwischen 


z=5 und ¢= ; gelegenen Schnittpunkt der Kurve (15) mit der Hy- 
perbel 
(21) y= 5 (2a? + 117+ 68) 


gelangt, so daB er den Schnittpunkt von (15) mit der die Punkte P, und 
P, verbindenden geraden Linie passiert hat, aber noch nicht an den Schnitt- 
punkt von (15) mit der schon genannten Kurve mit Riickkehrpunkt 
272° 
(22) Y= 28 
herangekommen ist, so wird man (durch den wiederholt erwihnten Pro- 
zeB) zu einem allgemeinen Biischel gefiihrt, welches wie das Ausgangs- 
hiischel [(2), (9)] elliptisch-hyperbolisch ist. Aber die Grundpunkte beider 
Biischel sind in verschiedener Weise auf die paaren Teile der schleifen- 
férmigen Kurven verteilt: das sAusgangsbiischel (bzw. das aus ihm ge- 
wonnene allgemeine Biischel) enthilt u. a. zwei Schleifen, auf deren paa- 
ren Teilen je acht Grundpunkte liegen, wihrend das andere keine der- 
artige Kurve enthilt. Gleichwohl kénnen die Grundpunkte beider Biischel 
(auch nach dem Ubergange zu allgemeinen Biischeln) noch auf dem un- 
paaren Zuge der Kurve (15) liegen, womit ein Beispiel zu Satz 8 ge- 
geben ist. 
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g 5. 
Die Verteilung der Grundpunkte eines allgemeinen C,-Biischels mit 


neun reellen Grundpunkten auf die paaren Ziige der in ihm ent- 
haltenen zweiteiligen Kurven. 


Mit dem vorigen Paragraphen ist die Aufgabe erledigt, das allgemeine 
‘C,-Biischel mit neun reellen Grundpunkten hinsichtlich der Realitaét und 
Art seiner rationalen Kurven zu studieren. Hierbei hat sich u. a. ergeben, 
daB ein solches Biischel 0, 1 oder 2 Kontinua zweiteiliger Kurven ent- 
halt, auf deren Ovalen kein Grundpunkt des Biischels liegt. In diesem 
Paragraphen soll die entsprechende Untersuchung fiir die Kontinua zwei- 
teiliger Kurven durchgefiihrt werden, auf deren Ovalen 2k (k = 1, 2, 3, 4) 
Grundpunkte des Biischels liegen. 


I. Bestimmung der Maximalzahl 2 der Kontinua zweiteiliger 
Kurven, deren paare Ziige zwei, vier oder sechs Grundpunkte 
tragen. 


Jedes in einem allgemeinen C,-Biischel enthaltene Kontinuum zwei- 
teiliger Kurven, auf deren Ovalen 2k (k = 1, 2, 3,4) Grundpunkte liegen, 
ist begrenzt von zwei schleifenformigen rationalen Kurven, auf deren paaren 
Teilen je dieselben 24 Grundpunkte liegen. Aus Satz 10 folgt daher, daB 
jedes allgemeine C,-Biischel genau vier Kontinua zweiteiliger Kurven enthiilt, 
deren Ovale Grundpunkte des Biischels tragen. Das im vierten Paragraphen 
behandelte Beispiel lehrt unter Beriicksichtigung der Siitze 5 und 6, dab 
auf den paaren Ziigen der Kurven zweier dieser vier Kontinua zwei oder 
sechs Grundpunkte liegen, wihrend auf den Ovalen der Kurven der bei- 
den anderen Kontinua vier oder acht Grundpunkte gelegen sind, und zwar 
ist zwischen je zwei Kontinuis der einen Art immer ein Kontinuum der 
anderen Art vorhanden. 

Die obere Grenze fiir die Anzahl der Kontinua zweiteiliger Kurven, 
auf deren Ovalen 2k (k = 1, 2,3, 4) Grundpunkte liegen, betriigt daher 2. 
DaB die Zahl 2 fiir k = 2 und k = 3 wirklich erreicht werden kann, also 
Maximalzahl ist, zeigt etwa die Betrachtung des (doppelt-hyperbolischen) 
Kurvenbiischels {(2), (3)], welches durch die Punkte 


4 


|a—-> i=l, & =3, 


49 2 
| ty” = 3 2" = 3; ys* = 16; 


bestimmt ist. Dieses Biischel gibt nimlich zu einem allgemeinen Biischel 
Veranlassung (§ 3 und § 4), in welchem die Grundpunkte auf die paaren 
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Teile seiner zebn schleifenférmigen rationalen Kurven folgendermaBen ver 
teilt sind: 
4,4; #,0; 6,6; 4,4; 6,6; 0, «. 

Aber auch die Existenz eines Biischels mit zwei Kontinuis zweiteili- 
ger Kurven, deren Ovale nur zwei Grundpunkte tragen, li®t sich unschwer 
erweisen. Man braucht zu diesem Zwecke nur die zu dem 6. Satze (§ 2) 
filhrenden Uberlegungen vor Augen zu haben und unter Beriicksichtigung 
von Satz 3 (§ 1) die folgende (schematische) Figur V zu _betrachten: 
Sie stellt zwei einfach reduzible Kurven 
mit je zwei reellen Doppelpunkten eines 
C;-Biischels mit neun reellen getrennten 
Grundpunkten dar, welche so zu einander 
gelegen sind, daB der geradlinige Be- 
standteil jeder der beiden Kurven von 
dem residualen Kegelschnitt je ein Seg- 
ment abschneidet, auf welchem nur ein 
Grundpunkt liegt, und daB auch im Jnnern 
eines jeden der beiden Kegelschnitte auf 
der residualen geraden Linie nur je ein 
Grundpunkt gelegen ist. 

Dagegen gelingt es nicht, ein Bei- 
spiel eines C,-Biischels zu konstruieren, welches zwei Kontinua zweiteiliger 
Kurven enthilt, deren Ovale je acht Grundpunkte tragen. Hier entsteht 
daher eine neue Aufgabe*), welche darin besteht, die Nichtexistenz eines 
derartigen Biischels zu erweisen, was im folgenden geschehen soll. 





Fig. V. 


Il. Die Nichtexistenz eines C,-Biischels mit zwei Kontinuis zwei- 
teiliger Kurven, deren Ovale je acht Grundpunkte tragen. 


Die Existenz eines C,-Biischels mit einem Koutinuum zweiteiliger 
Kurven, deren Ovale acht Grundpunkte tragen, ist selbstverstiindlich. An- 
genommen nun, es gibe ein C,-Biischel mit zwei derartigen Kontinuis, so 
miiBte sich dieses aus einem Biischel mit einem solchen Kontinuum da- 
durch gewinnen lassen, daB man die Grundpunkte des Biischels auf einer 
der in ihm enthaltenen zweiteiligen Kurven, deren Ovale acht Grund- 


*) lhre Lisung gewibrt zugleich einen Einblick in die eigentiimlichen Schwierig- 
keiten topologisch-algebraischer Natur, welche, wie es scheint, einer vollstiindigen 
Aufzihlung aller mdglichen Typen von allgemeinen C,-Biischeln (hinsichtlich der 
Realitit und Art der rationalen Kurven sowie deren Reihenfolge im Biischel unter 
Beriicksichtigung der Verteilung der Grundpunkte auf die paaren Teile der schleifen- 
formigen Kurven), selbst auf Grund der Resultate dieses 5. Paragraphen, noch ent- 
gegenstehen. 
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punkte tragen, stetig und reell variiert. Bei diesem ProzeB bleibt das vor- 
handene Kontinuum zweiteiliger Kurven, auf deren Ovalen acht Grund- 
punkte liegen, erhalten. Ein zweites derartiges Kontinuum kann aber nur 
(Satz 6) aus dem (im allgemeinen Biischel immer vorhandenen) Konti- 
nuum zweiteiliger Kurven gewonnen werden, deren Ovale vier Grund- 
punkte tragen, und zwar nur dadurch, da8 (wenigstens) einmal (im Verlaufe 
des stetigen Prozesses) eine reduzible Kurve mit reellen Doppelpunkten 
auftritt. Man kann es immer so einrichten, dab diese Kurve einfach-redu- 
zibel ist. Wie aus den zu Satz 6 fiihrenden Untersuchungen hervorgeht 
(Variation 2. Gattung 2. Art), miiBten daher auf dem Segment des gerad- 
linigen Bestandteiles dieser Kurve im Innern des residualen Kegelschnittes 
drei Grundpunkte liegen, was zu einem Widerspruch fiihrt. 

Da nimlich eine gerade Linie mit dem paaren Zuge einer zweiteili- 
gen Kurve 3. Ordnung héchstens zwei Punkte gemein haben kann, so 
miiBte mindestens einer der drei Grundpunkte (im Innern des eben ge- 
nannten Kegelschnitts) Schnittpunkt der residualen geraden Linie mit dem 
unpaaren Zuge derjenigen zweiteiligen Kurve 3. Ordnung sein, auf welcher 
die Grundpunkte (stetig und reell) variiert werden. Ein unpaarer Zug 
einer algebraischen Kurve, welcher einen Punkt im Jnnern eines Kegel- 
schnitts enthiilt, schneidet diesen Kegelschnitt aber notwendig in zwei 
(reellen) Punkten. Dem unpaaren Zuge der genannten Kurve 3. Ordnung 
miiBten daher (mindestens) 2 + 1 = 3 Grundpunkte angehéren, was uns- 
rer Voraussetzung widerspricht, nach welcher auf dem paaren Zuge jener 
Kurve acht Grundpunkte liegen. q. e. d. 

Zusammenfassend kénnen wir daher den folgenden Satz aussprechen: 

Satz 12. Jedes allgemeine Biischel von ebenen Kurven 3. Ordnung ent- 
hilt genau vier Kontinua zweiteiliger Kurven, auf deren paaren Ziigen (im 
Sinne der projektiven Geometrie) Grundpunkte des Biischels liegen. Die An- 
zahl dieser Grundpunkte ist immer fiir zwei der vier Kontinua durch 4 teil- 
bar, fiir die beiden anderen nicht, und zwar liegt zwischen je zwei Konti- 
nuis der einen Art immer ein Kontinuum der anderen Art. Ein C,-Biischel 
enthalt 0, 1 oder 2 Kontinua zweiteiliger Kurven, deren Ovale je zwei 
Grundpunkte tragen (bzw., was dasselbe besagt, 2, 1 oder 0 Kontinua zwei- 
teiliger Kurven, auf deren Ovalen je sechs Grundpunkte liegen); es kann 
aber nur 0 oder 1 Kontinuum zweiteiliger Kurven besitzen, deren Ovale 
acht Grundpunkte tragen. Jedes allgemeine C,-Biischel (mit neun reellen 
Grundpunkten) enthalt daher immer (mindestens) ein Kontinuwm zweiteili- 
ger Kurven, auf deren Ovalen vier Grundpunkte liegen. 

Es liBt sich (mit Hilfe reduzibler Kurven) nachweisen, daB die sechs 
auf Grund dieses 12. Satzes noch méglichen Kombinationen fiir die Ver- 
teilung der Grundpunkte wirklich vorkommen. Insbesondere ergeben sich 
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die Existenzbeweise fiir die beiden (im 4. Paragraphen nicht enthaltenen) 


Extreme der Verteilung (gréBte und kleinste Quersumme): 
8; 6; 4; 6 


und 


4; 2; 4; 2 


auf Grund unsrer friiheren Ausfiihrungen unschwer aus den beiden fol- 


genden Figuren [VI und VII*)): 





Fig. VI. : ‘ 


Fig. VII. 





Denn aus der Existenz dreier schleifenférmigen rationalen Kurven, deren 
paare Teile 2k (k = 1, 2, 3,4) Grundpunkte tragen, folgt sicher die Exi- 
stenz zweier Kontinua zweiteiliger Kurven des Biischels, auf deren Ovalen 
2k Grundpunkte liegen. Es ist somit auch eine vollstiindige Einteilung der 
allgemeinen C,-Biischel mit neun reellen Grundpunkten nach der Verteilung**) 


der Grundpunkte auf die acht Schleifen des 10. Satzes gewonnen. 
Karlsruhe i. B.,, den 26. Okt. 1912. 
*) Zahlenbeispiel: 
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**) Hinsichtlich der Anzahl (vgl. Satz 6). 
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Einleitung. 

Die Reihe f(x), = uo(s) + u,(s) + ug(s) +--+ + u,_,(s) + R,(s). 

Der mathematische Statistiker wird in seinen experimentellen Unter- 
suchungen éfter dadurch gehindert, daB der mathematische Apparat, den 
er zum Vergleich der Theorie und Erfahrung benétigt, nur mangelhaft 
ausgebildet ist. In der Tat ist eine systematische Behandlung der in dieser 
Arbeit betrachteten Aufgaben von mathematischer Seite bisher meines 
Wissens noch nicht unternommen worden. Vornehmlich sind es zwei 
Hilfssitze, die in den Anwendungen hiufig und mit Nutzen verwandt 
werden, die aber mathematisch weder prizis formuliert noch bewiesen 
sind. Betrachtet man diese Siitze in ihrer einfachsten Form, so beziehen 
sie sich beide auf eine gegebene Funktion f(x) der ganzzahligen Ver- 
anderlichen z, wo x die sogenannte Ereigniszahl ist, d. h. die Anzahl von 
Malen bedeutet, die ein Ereignis bei einer gegebenen Grundzahl s von 
Versuchen eintritt. Der erste Hilfssatz sagt dann aus, dab die Funktion 
des Erwartungswertes durch den Erwartungswert der Funktion ersetzt 
werden kann. Bezeichnen wir den Erwartungswert durch den beigesetzten 
Index 0, so heiBt dies in Zeichen, dab f(x), durch f(z.) ersetzt werden 
kann. Der zweite Hilfssatz sagt aus, dab der mittlere Fehler einer Funk- 
tion f — wir bezeichnen ihn durch Pt(f) — durch das Produkt der 
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Ableitung f von f an der Stelle z und des mittleren Fehlers m von x 
ersetzt werden kann, also in Zeichen, dab Mt(f) durch f’(x,)m ersetzt 
werden kann, wobei f’ positiv zu nehmen ist. 

Der ebenerwihnte zweite Satz wird u. a. von Th. Wittstein*) benutzt 
und hat auch in neueren Arbeiten, so z. B. in solchen von L. von Bortkiewicz**) 
Anwendung gefunden. Er ist aber weder bewiesen noch je genau formu- 
liert worden. Beides geschieht in Nr. 14 der gegenwirtigen Arbeit. 

Der erste Hilfssatz liegt so nahe, daB man ihn fast als selbstverstiind- 
lich postuliert. Ist z. B. die Variable 2 das Quadrat Q* des Divergenz- 
koeffizienten Q, so ist der Erwartungswert von Q gleich 1. Wenn man 
nun hieraus schlieBt, wie man meistens tut, daB auch der Erwartungswert 
von @Q durch 1 ersetzt werden kann, so macht man hierbei von dem 
obengenannten ersten Hilfssatz unbewuBt Gebrauch. Setzt man niamlich 


t= Q°, f(x) = Vz, 
wo die Wurzel positiv zu nehmen ist, so wird 
a=1, f(%)= V5 =1. 
Der obenerwahnte SchluB ersetzt nun auch 


f(x)o = (V2)p 
durch 1 und nimmt dadurch in der Tat die Giiltigkeit des ersten Hilfs- 
satzes an, wonach man (Vz), durch Vz, ersetzen kann. Ubrigens hebt 
L. von Bortkiewiez die Ungenauigkeit dieses Schlusses hervor***) und 
erliiutert dieses an Beispielen. In der Diskussion der Beobachtungen der 
mathematischen Statistik aber sieht man dergleichen Ausdriicke immer 
und meist mit Recht als gleichwertig an. In Nr. 8 der gegenwirtigen 
Arbeit wird der dieser Substitution zugrunde liegende erste Hilfssatz 
(Satz 4) formuliert, und in Nr. 9—13 wird er bewiesen. Bei Formulierung 
der Giiltigkeitsbedingungen des Beweises zeigt es sich, daB weder der 
erste noch der zweite Hilfssatz fiir alle Funktionen f(x) richtig ist. In 
Nr. 28 z. B. wird gefunden, daB schon der erste Hilfssatz in dem Falle 
f(x) = e 

nicht gilt. Es zeigt sich aber, daB “zum mindesten fiir jede algebraische 
Funktion f die beiden Hilfssitze richtig sind. Da in den Anwendungen, 


*) Th. Wittstein, Das mathematische Risiko der Versicherungsgesellschaften, 
Hannover 1885, §. 48. 

**) L. von Bortkiewicz, Uber den Prizisionsgrad des Divergenzkoeffizienten, Mit- 
teilungen des Verbandes der dsterr. und ungar. Versicherungstechniker, Heft V, 
Wien 1901. — Derselbe, Der Wahrscheinlichkeitstheoretische Standpunkt im Lebens- 
versicherungswesen. (sterreichische Revue, 31. Jahrgang, Wien 1906, Nr. 24—28. 

***) Osterreichische Revue, 31. Jahrgang (1906), Nr. 25. 
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die wir hier im Auge haben, andere als algebraische Frenktionea wohl 
kaum betrachtet worden sind, so ist mit dieser Feststellung das gewiinschte 
Ziel erreicht und davon abgesehen worden, den Funktionsbereich, wie dies 
méglich wiire, noch auf die Integrale der algebraischen Funktionen, also 
auf Funktionen wie log (1+), auszudehnen. 

Dagegen zeigen die bisherigen Ausfiihrungen bereits, daB es fiir die 
Anwendungen nicht ausreicht, als unabhiingige Veriinderliche lediglich die 
Ereigniszahl zugrunde zu legen, wie wir dies zu Anfang dieser Kinleitung 
und in den ersten zwei Kapiteln dieser Arbeit der Deutlichkeit halber 
getan haben. Es ist vielmehr zuzulassen, daB die als unabhingig geltende 
Veriinderliche z wie im Falle des Divergenzkoeffizienten selbst eine Funk- 
tion der Ereigniszahlen ist, deren analytischer Ausdruck mehr oder weniger 
kompliziert sein kann. Legt man einen derart erweiterten und den An- 
wendungen angepaBten Variabilititsbereich fiir 2 zugrunde, wie er in § 2 
des dritten Kapitels eingefiihrt ist, so gewinnt der erste Hilfssatz eine 
geradezu prinzipielle Bedeutung. Um dies einzusehen, wollen wir annehmen, 
es liege pur eine einzige Reihe von ,,Versuchen* zugrunde, nicht, wie beim 
Schema des Divergenzkoeffizienten, deren mehrere, und es sei x eine ge- 
gebene Funktion der Ereigniszahl. Alsdann iibertriigt sich das in meinem 
Bericht iiber Lebensversicherung*) formulierte ,,Prinzip Il“ auf das so 
erweiterte Schema wie folgt: 

yoel # eine gegebene algebraische Funktion der Ereigniszahl und f 
eine gegebene algebraische Funktion von x. Dann kann man den beobach- 
teten Wert von f in erster Anniherung mit seinem wahrscheinlichen 
Werte /, identifizieren“. 

Hiernach soll ,in erster Anniherung“ sein 


t=, f(r) =f(x), 
und daher auch 


f(%) = fo: 


Das ist aber — abgesehen von der noch unprizisen Formulierung — 
genau der erste Hilfssatz; d. h. 

Es fiihrt die Ausdehnung des Prinzips II meines Encyclopiidieartikels, 
das nur ein seit langer Zeit geiibtes Verfahren beschreibt, auf ein Variablen- 
schema x, wie es ebenfalls seit jeher betrachtet wird, nur dann zu keinem 
Widerspruche, wenn der erste Hilfssatz richtig ist. 

Eine ganz iihnliche Rolle nun, wie der Hilfssatz beim Prinzip II, 
spielt der zweite Hilfssatz gegeniiber dem ebenfalls in meinem Encyclopiidie- 


*) Lebensversicherungsmathematik, Encyclopidie der mathematischen Wissen- 
schaften I, 2. 8. 861. 
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artikel erwihnten Postulat, wonach seit Alters her der mittlere Fehler 
Mf) von f als MaBstab der die Anniherung 


f(@) = f(2)o 
verbessernden Korrektion gilt. Dies geht im einzelnen aus den Siitzen der 
Nr. 18 des dritten Kapitels hervor. 

Mit dieser Bedeutung des mittleren Fehlers hingt aber ein weiterer 
Umstand zusammen, der in Nr. 19 dieser Arbeit behandelt wird, und wo- 
nach Stellen x, in denen f(#) singular wird, fiir die Anwendungen ohne 
Bedeutung sind, indem hier der ,Hauptwert von /“ (Nr. 19) an Stelle 
des gewohnlichen Erwartungswertes von / tritt. Auch auf diese Tatsache 
und demnach auf die Notwendigkeit der Einfiihrung des Hauptwertes wird 
man durch die Anwendungen gebracht. Werden z. B. von s lebenden 
Miittern, die in einem Jahre héchstens je ein Kind zur Welt bringen, in 
diesem Jahre m Knaben und m» Miidchen geboren, und bezeichnet w die 
Wahrscheinlichkeit einer Knabengeburt, w’ die einer Midchengeburt, so 
kann man die relative Haufigkeit einer Knabengeburt 


m: (m+n) 
betrachten, und deren Beobachtungswert mit dem theoretisch anzusetzen- 
den Wert dieses Quotienten vergleichen, indem man das durch w und w’ 
definierte Wahrscheinlichkeitsschema zugrunde legt. Ein Erwartungswert 


s! m 
» mint! (s— m —n)! w™ w'n(1 sii w—w')- —_ m+n 


m,n=0,1,- -,8 
von "- existiert dann iiberhaupt nicht, weil die Funktion 
m+n 


m : (m+n) 


an der Stelle m= 0, n=O unbestimmt wird, wohl aber der Hauptwert, 
der aus obiger Summe dadurch entsteht, daB man in ihr die Kombination 
m=Q0, n=O einfach ausliBt. Dies ist dadurch gerechtfertigt, daB die 
dieser einzelnen Kombination zukommende Wahrscheinlichkeit auch relativ 
sehr klein ist. 

Dieses Beispiel bezieht sich allerdings schon auf Funktionen zweier 
unabhingiger Veriinderlicher m und n, wiihrend wir in dieser Arbeit 
lediglich Funktionen einer einzigen Verinderlichen behandeln. 


Was nun die prizise Formulierung des ersten Hilfssatzes anlangt, so 
ist diese einfach 


f(@)o ~F@)» (8), 
was besagen soll, daB der Quotient der linken und rechten Seite der 


Aquivalenz mit unbegrenzt wachsendem s gegen den Grenzwert 1 kon- 
Mathematische Annalen. LXXIV. 23 
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vergiert. Entsprechend wird die priizise Formulierung des zweiten Hilfs- 
satzes durch die Aquivalenz 


M(f)~ | f(a) m, (3) 

gegeben. Was also in den Siitzen dieser Arbeit geboten wird, reicht fir 
die Bediirfnisse des numerischen Rechners nicht aus. Dieser wird vielmehr 
verlangen, die in Rede stehenden Quotienten bei gegebenen endlichen s 
zwischen numerisch fixierbare, méglichst enge Grenzen einzuschlieBen. An 
einigen Beispielen wird dies, und zwar im § 1 des den Anwendungen gewid- 
meten vierten Kapitels, fiir das Bernoullische Schema durchgefiihrt. Im 
iibrigen bleibt es Aufgabe des jeweilig vorliegenden Falles, von dessen 
Eigentiimlichkeiten so Nutzen zu ziehen, daB man derartige Grenzen 
erzielt. 

Mathematisch ist aber die Aufstellung der obigen Aquivalenzen und 
ihrer Giiltigkeitsbedingungen das einfachere Problem und zugleich die not- 
wendige Grundlage fiir numerische Abschiitzungen. Nur diese Grundlage 
sollte hier geschaffen werden. Dabei zeigt es sich, daB die beiden Siitze 
gar nicht davon abhiingen, ob die Wabhrscheinlichkeitsfunktion die des 
Bernoullischen, des Poissonschen oder irgend eines anderen Schemas ist. 
Nur gewisse allgemeine Eigenschaften der Momente des Wahrscheinlich- 
keitsschemas, die allgemein bekannt sind, (Nr. 15—17) werden zum Be- 
weise benutzt. Diese Eigenschaften (Nr. 8) sind entweder fiir jedes Schema 
oder, soweit dies nicht der Fall ist, jedenfalls bei dem praktisch wichtigsten 
Schema erfillt, das sich multiplikativ aus einer unbegrenzt wachsenden 
Reihe von Elementarschematen zusammensetzt (Nr. 16—17). 

Im iibrigen ist der Ausgangspunkt, auf den die Beweise der beiden 
Hilfssiitze zuriickgehen, derselbe, von dem aus man die Richtigkeit des 
zweiten Hilfssatzes' plausibel zu machen gesucht hat. Man entwickelt 
nimlich nach dem Taylorschen Satze 


(1) f(@) = (ay) + F(a) (@— a) + >t” (ae) (@—)® ++ 


und bildet auf beiden Seiten die Erwartungswerte, sodaB eine Reihe der 
Form entsteht 


(2) F(&)o = o(s) + m(s) + uy (8) +---, 


wo u,(s) den Erwartungswert des Gliedes mit der n*" Potenz in der 
Taylorschen Entwicklung bedeutet. Dabei ist aber wohl zu beachten, dab 
die Frage der Konvergenz oder Divergenz der Reihe (2) fiir die Giiltig- 
keit der beiden Hilfssiitze ganz irrelevant ist. Nennt man den Rest, der 
hinter dem Gliede u,_,(s) bleibt, R,(s), so kommt es vielmehr auf das 
Verhalten dieses Restes als Funktion von s an, bei gegebenem n. Dieses 





rn, 


aw ga as oa «2 
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Verhalten wird im zweiten Kapitel studiert, und es zeigt sich u. a. daB 
unter den dort gemachten Voraussetzungen der Quotient 
R,(s): u,_;(s) 
und ebenso die Quotienten 
u,(8):u,_1(S), M,44(8):4,_4(s) 
fiir soo den Limes 0 haben, wenn »—1 eine gerade Zahl ist (vgl. den 
Satz 5 der Nr. 8 und den Zusatz zu Satz 5 in Nr. 13). 

Da aber die Statistiker, wenn sie tiberhaupt die Reihe (2) betrachten, 
mit ihr wie mit einer konvergenten Reihe operieren, so war es von Interesse 
festzustellen, wann diese Konvergenz besteht, zumal diese Frage fiir die 
numerische Begrenzung der asymptotischen Ausdriicke der beiden Hilfs- 
sitze von Bedeutung ist. Es handelt sich dann um das Studium des 
Restes R,(s) als Funktion von m, und dieses ist im ersten Kapitel der 
Arbeit vorgenommen. Auch hier zeigt es sich, daB die formale Natur 
des Wahrscheinlichkeitsschemas bedeutungslos ist, es braucht nicht ein- 
mal die Anforderungen des zweiten Kapitels (Nr. 8) zu erfiillen. Wiahrend 
aber im zweiten Kapitel durchaus die Eigenschaften von f als Funktion 
einer reellen Verinderlichen maBgebend waren, wird im ersten Kapitel 
der Charakter von f als analytische Funktion f(z) einer komplexen 
Variablen ¢ von entscheidender Wichtigkeit. Vor allem aber ist beachtens- 
wert, daB, wenn < 

Loi 8=p 
gesetzt und p als von s unabhiingig angenommen wird, die Konvergenz- 
kriterien ganz versvhieden ausfallen, je nachdem p > . (Nr. 6) oder p< : 
(Nr. 7) ist. Die Reihe fiir den Erwartungswert von Vz konvergiert z. B. 
bestiindig fiir alle s und jedes Wahrscheinlichkeitsschema, wenn p > ; ist, 
sie divergiert dagegen fiir alle s und fiir jedes Wahrscheinlichkeitsschema, 


wenn p< >; ist. Eigentiimliche Ausnahmefiille bietet der Fall p = : dar, 
wo die Konvergenz fiir besondere Wahrscheinlichkeitsschemata und be- 
sondere Funktionen /, wie an einem Beispiele gezeigt wird, weiter reichen 
kann als im normalen Falle. 

Will man den mathematischen Inhalt der Arbeit kurz zusammen- 
fassen, so kann man sagen, daB sie im wesentlichen ein Studium der 
Reihe (2) darstellt, und daB sich unter diese Aufgabe die anderen sub- 
summieren lassen, die wir in dieser Einleitung erwahnt haben. 


23* 
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Erstes Kapitel. 
Das Restglied bei unbegrenzt wachsendem 2». 


$1. 
Konvergeuz und Divergenz der Reihe der w,,(s) bei fest gegebenem s. 


1. Voraussetzungen und Bezeichnungen. Um die Ideen zu 
fixieren, nehmen wir zuniichst an, dab x die Anzahl von Malen bedeutet, 
die ein gegebenes Ereignis EF bei einer gegebenen Anzahl s von Ver- 
suchen eintritt. Dann heiBt s die Versuchszahl, x die Ereigniszahl. Ist 
die Versuchszahl s fest gegeben, so kann @ alle ganzzahligen Werte 
0, 1,2,---,s annehmen. In diesem Sinne ist x eine Veriinderliche. 

Jedem Werte x entspreche bei gegebenem s eine bestimmte Wahr- 
scheinlichkeit 

(8, x), 
wo @ eine gegebene Funktion sei, die das Wahrscheinlichkeitsschema 
charakterisiert. Beim Bernoullischen Schema ist z. B. 


(0,2) =(*)pre-*, 
wo p die Wabrscheinlichkeit dafiir bedeutet, dab FE bei einem Versuch 


eintritt und q = 1—~p gesetzt ist. Allgemein braucht g(s,2) nur den 
zwei Bedingungen zu geniigen, daB es nicht negativ, und daB 


> 9s, x)= 1 
0 


ist. Den Erwartungswert von x, der eine Funktion von s ist, bezeichnen 
wir mit z)(s) oder kurz mit z,, sodaB 


Ly = X(8) ->: p(s, x)x 
0 


ist. Der Quotient z,(s):s liegt immer zwischen Grenzen 0 und 1. Er 
stellt den Erwartungswert der relativen Hiiufigkeit dar, mit der FE bei 
den s Versuchen eintritt. Wir bezeichnen ihn mit p(s) oder kurz mit p. 
Bei dem Bernoullischen Schema ist dieses » mit der Wahrscheinlichkeit 
identisch, dab EF bei einem Versuche eintritt und daher von s unabhiingig. 

Das n“® Moment von x, das ebenfalls eine Funktion von s ist, be- 
zeichnen wir mit c,(s) oder kurz c,: 


Cy = Cn(8) = > 9 (8, 2) (x—a)", n=0,1,2,-+-. 
0 
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Es ist daher im besonderen ¢,= 1, c, = 0 und ¢, das Quadrat des mitt- 
leren Fehlers von x. Das Moment, das aus c, entsteht, indem man z — 2, 
durch seinen absoluten Betrag ersetzt, bezeichnen wir mit 


t= 2, (8) =D? 9(s, 2) | — a) 


' Es ist daher im besonderen @, das doppelte ,durchschnittliche Risiko“, 
und es ist €,—c,, wenn der Index m gerade ist. 

Wir nehmen ein fiir allemal an, daB s mindestens 1 ist und sowohl 
@(s,0) als p(s,s) von Null verschieden sind. Dann ist auch p fiir jeden 
Wert von s von O und 1 verschieden. 

Die Funktion von 2, deren wahrscheinlichen Wert wir im folgenden 
untersuchen, bezeichnen wir mit f(z). Wir nehmen in diesem ersten Kapitel 
an, dab, wenn man x durch die komplexe Variable 2 ersetzt, f(2) eine 
analytische Funktion von z ist, die fiir reelle Werte von ¢ reell ist, und 
deren Koeffizienten von s nicht abhiingen. Wir setzen voraus, daB /(2) 
nur eine endliche Anzahl von singuliren Stellen besitzt, die*) nicht mit 
einem der Werte 0,1,2,---,s zusammenfallen. Die im Endlichen ge- 
legenen singuliiren Stellen von f(z) bezeichnen wir mit 

= 4,, G3, °° 
Der Erwartungswert f(x), von f(x) ist definiert durch 


f(@)y =>? 9(s, 2) f(a). 


2. Fragestellung. Wenn wir die Funktion f(z) fiir einen gegebenen 
Wert von x zuniichst rein formal nach dem Taylorschen Satze entwickeln, 
nach Potenzen von # — 2%, so erhalten wir 


(1) f(x) = f(%) + f (%) (@—%) + : f" (&q)(a—a)*? + °° 


(n—1) 
+ 8) (e—a,)*-" + 0,(2), 
wo f(a.) die k* Ableitung von f(x) und g,(x) das Restglied bedeutet. 
Denken wir uns diese Entwicklung mit g(s, 2) multipliziert und dann 
iiber alle s+ 1 Werte von x summiert, so erhalten wir fiir den Erwartungs- 
wert f(x), von f(x), der eine Funktion von s wird, die Reihe 


(2) f(@)g = Mo(8) + (8) + Uy (s) +--+ + u,_,(8) + B, (9). 

Dabei ist gesetzt: 

: f(a.) 

(3) u,() =~," & (8), k=0,1,--..n—1, 


*) Soweit nicht das Gegenteil ausdriicklich bemerkt ist. 
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sodaB u,(s) identisch Null ist, und 


(4) R, (8) = @a(2)o = >? 9(s, 2) 0, (2). 


Es erhebt sich nun die erste Frage, fiir welche Funktionen f und » 
man behaupten kann, dab lim R,(s) bei gegebenem s gleich Null wird, 


und die zweite Frage nach dem Bereich aller Werte von s, fiir die die 
Entwicklung 


f(@)o = Uy (s) + u,(s) + uy(s) +--+ ad inf. 


konvergiert. Die erste Frage behandeln wir in diesem § 1, die zweite 
Frage in dem folgenden § 2. 


3. Satz 1. Wenn bei geyebenem Werte von s die Entwicklung 
(1) f(@) =f (%) + fo) (@—%) + : f" (%q) (w@—a)* +--+ ad inf. 
fiir alle Werte x = 0, 1, 2, --+, s konvergiert, so ist auch die wnendliche Reihe 
(2) f(x)q = Uy (s) + u, (8) + u,(s) +--+ ad inf. 


fiir diesen Wert von s konvergent. Ist wmgekehrt die Reihe (2) fiir einen 
bestimmten Wert von s konvergent, so ist auch die Reihe (1) fiir alle Werte 
xz = 0, 1, 2y---, 8s konvergent, falls in unserem Wahrscheinlichkeitsschema der 


Erwartungswert p der relativen Héufigkeit nicht gleich = ist. 


Da s eine feste, endliche Zahl ist, so entsteht die Reihe (2) mit dem 
allgemeinen Glied 


2 f” (ay) - ~ \n 
t,(8) = >7,9(s, 2) — (w—ay) 
0 


aus der Reihe (1) mit dem allgemeinen Glied 


f (29) 


(m) 
“n! (4—2,)" 
durch Zusammenfiigen von einer endlichen Anzahl solcher Reihen (1). 
Der erste Teil der Behauptung, wonach die Konvergenz simtlicher Reihen 
(1) die von (2) nach sich zieht, ist daher selbstverstindlich. 

Um auch den zweiten Teil der Behauptung zu erweisen, bemerken 
wir zuniichst, daB 2 — z, seinen absolut gréBten Wert, der § heiBen mdge, 


, 1 , 
entweder fiir =O oder fiir s=s annimmt. Da p +> angenommen ist, 


so wird dieser Wert —€ auch nur an einer einzigen Stelle erreicht. Es 
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sei m der zugehérige Wert von ¢(s, x). Dann ist dieses m entweder gleich 
g(s,0) oder (s,s), also nach Nr. 1 nicht 0. Schreiben wir demnach 


(5) u () = 9 ) gn +>) o(s, a)! (es) (e— tt)", 
2 — oS 


so ist in der letzten Summe 2 fiir jeden Term x — 2, absolut kleiner 
als §| mit AusschluB der Gleichheit. Setzen wir nun 


(6) -f "@) ( g +2 9 2) (== ")"} 


und betrachten die Summe 


(7) > A,2", 
0 


wo z eine willkiirliche GréBe ist, so wird das allgemeine Glied A, 2" dieser 
Reihe fiir z= § mit w,(s) identisch. Nehmen wir also an, daB die Reihe 
(2) fiir den gewihlten Wert von s konvergiert, so heiBt dies, daB die 


Potenzreihe 
0 


fiir = § konvergiert. Also ist sie fiir z|< §| unbedingt konvergent. 
In dem Ausdruck (6) fiir A, hat jedes Glied der Summe & fiir n = 00 
den Limes 0. Also kann ich eine Zahl N finden, sodaB fir alle n> N 


299 (FA) |<39 


=— ToS 
wird. Dann folgt, daB fiir alle n > N 


’ (n) (n) 
|, > |2 (,) (»—+9)- a of | 


n! 
Da nun die Reihe 


> A, 2"| 


0 


fiir alle z2|< § konvergiert, so gilt Gleiches fiir die Reihe 
1 SM @) ale Sta ew 
TO Ge < DAs". 
N 7 
Setzen wir also jetzt z= x«— x, so folgt, daB die Reihe 


3 (2) (a— a)" 


) 
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fiir alle Werte « konvergiert, auBer etwa fiir den, wo « — a, gleich seinem 
absolut gréBten Werte § wird. Es konvergiert daher auch die Reihe, deren 


n* Glied durch 
> : f” (xy) . 
9 (s, x) _— n! (x— Xo) 


2— ao S 


gegeben ist. Da nun nach Voraussetzung die Reihe der u,(s) konvergiert 
und «,(s) durch den Ausdruck (5) gegeben ist, so folgt, daB auch die 
Reihe konvergiert, deren n** Glied durch 


f(a.) 
n! 


gegeben ist; d. h. die Reihe 


ye) 
f"(@,) , 
Dar (eae) 
0 


konvergiert auch fiir den Wert z, wo x— 2, seinen absolut gréBten 
Wert £ annimmt. Also folgt aus der Konvergenz der Reihe (2), daB die 
Reihe (1) fiir alle Werte z = 0, 1, 2,---,s konvergiert. Hiermit ist unser 
Satz bewiesen. 


4. Der Fall p=-> Ist p= , 8o folgt aus dem Satze 1 der vorigen 


Nummer, daB die Reihe (2) sicher dann konvergiert fiir einen gegebenen 
Wert von s, wenn die Reihe (1) fiir alle Werte x =0,1,2,---,s kon- 
vergiert. Es kiénnen aber Ausnahmefille denkbar sein, in denen die Reihe 
(2) auch noch fiir gréBere Werte von s konvergiert, fiir die (1) nicht 
mehr konvergiert. Dab solche Ausnahmefille wirklich vorkommen, werden 
wir am Ende dieser Nummer an einem Beispiele zeigen. Allgemein soll 


der Fall p = La hier nur fiir zwei extreme Wahrscheinlichkeitsschemata 


erledigt werden: 


a) ein unsymmetrisches Schema, wo zwar p = 4 aber 
p(s, 0) + (s, 8) 
ist; 
b) das symmetrische Schema, wo nicht nur p = > sondern auch 
p(s, 2) = g(s, s—2), 
fiir alle 


za=0,1,2,---,8 
ist. Man beachte, daB im ietzteren Falle aus den fiir m angegebenen Glei- 


chungen von selbst p = = folgt. Denn es wird dann 
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sp "2 (8, x)x “2 9(8, s—2) (s—z) = 4 29s 2) (a-+s—a) 
_ = > p(s , x) aa 
0 


tine 

Wir wenden uns zunichst zu dem Falle a), wo zwar p = - ist, aber 
(8, 0) + 9(s, 8) 

vorausgesetzt ist. Wir haben zu untersuchen, was aus der vorausgesetzten 

Konvergenz der Reihe (2) des Satzes 1 fiir die Reihe (1) folgt. Der dort 


befolgte Gedankengang iindert sich erst, wenn wir zu der dort aufgestellten 
Formel (5) fiir das allgemeine Glied u,(s) der Reihe (2) kommen. In 


rol = 


u,(s) =© “> p(s, 2) (a—a,)" 


wird namlich wegen y= der absolut gréBte Wert gf=—+> von £2— 
zweimal erreicht, fiir 2 = 0 und fiir ¢ = s. Wir wollen verabreden, in der 
Formel § = + : das + oder — Zeichen zu wihlen, je nachdem 


, y(s,s)>p(s,0) oder (s,s) < p(s, 0) 
ist. 
Es wird dann 


Yow x) (w— 29)" = [—(s, 8) + (—1)"9(s, O)(4E)" +>’ 9(s, 2) (@—a)". 
|&—2o <é 
Nach den — Festsetzungen ist nun die GréBe 
= (+1)"[9(s, 8) + (— 1)" 9G, 9)] 
immer positiv. Fiir et n wird 
%, == Go(°, S) + (8, 0) (n gerade), 
fiir ungerade » wird (+1)"=—+1 das Vorzeichen von (s,s) — 9(s, 0) 
haben, sodaB auch 
Pn ma vy, _ = Ly (s, 8) te 9(8, 0)] (n ungerade) 
positiv und ungleich 0 wird. Natiirlich ist y, < yy. 
Es tritt demnach an Stelle der Formel (5) der vorigen Nummer die 
folgende: 
(5a) ti,(8) — yy Oo) gn 23 (8) 12) (@ — 29) 


n! 
L—Zo 


Dabei ist « gleich 0 oder 1, je pens nm gerade oder ungerade ist. 
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Setzen wir wieder 


) 
(6a) A, = (v. +>) 9(s, 2) 7 F*)'} 
B—to\ <E 
und betrachten die Summe 
(7a) a Az”, 
0 


so schlieBt man wie in Nr. 3, daB die Reihe 
(1) f(a) = f(%) + f (a) (ea) + 4 f(a) (@—a,)* +--+ ad ink, 
unbedingt konvergiert fiir alle 
8 
L—IX_| < = 


Aus der Formel (5a) folgt daher, daB auch die Reihe konvergiert, 
deren n“* Glied durch 


v, y, E" = = |@(s, s) + (—1)" y(s, oy) 4 ~() () 


gegeben ist. Dies ist aber die Reihe 
(1a) p(s, 0) ((0) + 9(s, 8) f(s) 


{") ( , a 
-> 9s, jE) Oa) + 9(s, 8) (s—z,)"|. 


Demnach gilt: 


Satz la. Fiir einen gegebenen Wert von s und p — sei die Reihe 
(1) £0) = fee) + £0) (@— a) + 9 f"(%) (#@— a)? +--+ ad inf 


konvergent fiir alle Werte x =1,2,---,s—1. Ferner sei konvergent die 
hieraus fiir 


(1a) p(s, 9) FO) + 9s, 5) f(s) 

entstehende Reihe, die den Werten x =O und x=s entspricht. Endlich sei 
p(s, 0) + p(s, 8). 

Alsdann folgt hieraus die Konvergenz der Reihe 

(2) f(x)y = uy (s) + u,(s) + uy(s) +--+ ad inf. 


fiir den betrachteten Wert von s. Ist umgekehrt die Reihe (2) fiir diesen 
Wert von s konvergent, so gilt Gleiches fiir die Reihe fiir (1a), und es ist 
die Rethe (1) fiir alle x = 1, 2,---,s — 1 wnbedingt konvergent. 
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Ist dagegen: 
b) das Wahrscheinlichkeitsschema vollkommen symmetrisch, also 


p(s, x) _ p(s, 8 — 2) 
fiir alle 


z=0,1,2,---,8, 


so fallen in der Reihe (2) alle u,(s) mit ungeradem Index fort; denn 
es wird 


n) 
u,(8) - ¢,(8) Pte.) ’ 


cx(s) = >? 966, 2) (2—a9)" = + S295, 2) + (—1)"9(s, 2) \(@—ay)" 


gleich 0 fiir ungerade n. 


Die Konvergenz von (2) hingt daher nur noch ab von der Kon- 
vergenz der Reihe 


ee le _ - IV; 
(1b) f+ 2) = f (%») + Ee) (a —ay)* 4+ f ive (2—a)*+-+- ad inf., 


in der nur gerade Potenzen vorkommen. Es folgt direkt aus (1b): 
(2b) f(#) -»>: p(s, x) fe) a ea = uy(s) + u,(s) + u,(s) +--+ ad inf. 
0 . 


Verfolgt man jetzt wieder den Beweis von Satz 1, so sieht man, daB 
einfach an Stelle der Reihe (1) in dem Gedankengang die Reihe (1b) zu 
setzen ist, und daf sich sonst nichts findert. Hieraus folgt: 


Satz lb. Sei p= = und das Wahrscheinlichkeitsschema vollkommen 
symmetrisch; d. h. 
p(s, x) = p(s, s—2), a=0,1,2,--+,8. 
Wenn nun bei gegebenem Werte von s die Entwicklung 


“ . Iv 
(1b) f(x) + fe" = f(a) 4+ / ae (a—a,)? + f i (a—a,)* ows ad inf. 


fiir alle Werte x = 0,1, 2,-+-,s konvergiert, so ist auch die Reihe 
(2) f(@)o = Uo(S) + tty(s) + uy (s) +--+ ad inf. 
fiir diesen Wert von s konvergent. Ist wmgekehrt die Reihe (2) fiir einen 
bestimmten Wert von s konvergent, so ist auch die Reihe (1b) fiir alle Werte 
x = 0,1, 2,---, 8 honvergent. 

Der soeben aufgestellte Satz erméglichi es, das zu Anfang dieser 


Nummer erwihnte Beispiel zu konstruieren, dem man viele dhnliche 
hinzufiigen kénnte. 
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Da s einen festen, bestimmt fixierten Wert haben sollte, so wahlen 
wir s=2. Dann ist z,=—sp=1, da in dieser Nummer p = > voraus- 


gesetzt ist. Das Wahrscheinlichkeitsschema (s, 2) sei vollkommen sym- 
metrisch, also p(s, 0) = p(s, 2). Als Funktion f(z) betrachten wir 
fe) = #8 + 537 


0 


Sasyet 
sodab 


fO=— 5, f)=1, (24; 


lauter bestimmte endliche Werte sind, wie es sein soll. 

Die Reihenentwicklung von f(x) nach Potenzen von x — a, = «—1 
ist jedoch fiir =O und fiir x=2 divergent. Denn die singuliren Punkte 
von f(z) sind die Nullstellen des Ausdruckes 


= — 20+ # = (2-1-4) (e—1+4), 


also gleich 1 + : und 1 — a 


Der in der Ebene der komplexen Variablen z um den Punkt z= 1 
beschriebene Kreis mit dem Radius 1, der durch die Punkte z= 0 und 
z=2 hindurchgeht, schlieBt also die beiden singuliiren Stellen von f(z) 
in seinem Innern ein. Also divergiert die Entwicklung von f(z) nach 
Potenzen von z—1 sowohl fiir z=0 als = 2. Trotzdem konvergiert 
die Reihe 

f(%q) = Uo (8) + uy (s) +--+ ad inf. 
fiir den Wert s=2; denn es wird der Erwartungswert von f(x) gleich 
dem von 


fe)+fe—2)_ os 


also 
F(a) = (a*)y = 9" + C2, 
wo ¢, das zweite Moment unseres Wahrscheinlichkeitsschemas ist. Die 


u-Reihe besteht also iiberhaupt nur aus einer endlichen Anzahl von 
Gliedern. 


§ 2. 
Konvergenzbereich der Reihe der «,,(s) bei verinderlichem s. 


5. Eine neue Voraussetzung. Wir fiihren in diesem Paragraphen 
die weitere Annahme ein, daB die Zahl p, wie beim Bernoullischen Schema, 
eine feste von s unabhingige Zahl ist. Was neu zu den bisherigen Be- 
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trachtungen hinzukommt, ist der Umstand, daB der Mittelpunkt x, des 
Konvergenzkreises der Reihe (1) mit s selbst veriinderlich ist. Wir be- 
trachten zuniichst den Fall: 


6. Es sei p zwischen +: und 1 enthalten. Wir schlieBen zu- 


niichst die Méglichkeit p= ; aus. Alsdann erreicht bei gegebenem s 


die Differenz « — 2, ihren absolut gréBten Wert — x, = — sp fiir x=0, 
wihrend fiir «=s die Differenz 2— xz, einen absolut kleineren Wert, 
nimlich sq annimmt, wo q = 1—~p gesetzt ist. Beschreibt man also in 
der Ebene der komplexen Variabeln 2 (Fig. 1) bei dem betrachteten Werte 
von s um z,=sp als Mittelpunkt einen 
Kreis R’ mit dem Radius 2, = sp, so geht 
dieser durch den Punkt «=O hindurch, 
wihrend die iibrigen Werte von 2, nim- 
lich 2 = 1, 2,---, s durch Punkte im Inneren 
des Kreises % gegeben sind. 
Es seien nun in dieser Ebene 





G,, Gy, °° 
die singuliren Punkte der analytischen Funk- 
tion f(z), und es sei fiir einen bestimmten 
von ihnen, etwa a,, 





Fig. 1. 


A, = Ayy + Ayyt 

gesetzt, wo d,, und a,, reell sind, und i die Y—1 bedeutet. Es wird 
nun die zu einem bestimmten Werte s gehérige Reihe 
(2) f(2)y = Uy (8) + 4, (8) + Uy(s) +--+ ad inf. 
nach den Untersuchungen von § 1 konvergieren, wenn alle singuliren 
Punkte a, auBerhalb des zu dem betrachteten Werte von s gehérigen 
Kreises St’ liegen, d. h., wenn fiir alle Werte von k 

s*p* < (Go — 8p)* + Gi, 
ist. Gibt es dagegen singuliire Punkte a, im Inneren von St’, sodaB 

s*p* > (dy — sp)’ + a, 
ist, so ist fiir den betrachteten Wert von s die Reihe (2) divergent. Liegen 
endlich singulire Punkte a, auf der Peripherie, aber keiner innerhalb &, 


so ist die Reihe (2) fiir den betrachteten Wert von s konvergent oder 
divergent, je nachdem die Reihe 


(1) (2) = Fae) + £ (a) (@—me) + 5 F(a) (@— ay)? + +++ ad inf. 


an der Stelle « = 0 konvergiert oder divergiert. 
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Es ist nun 


PE (ou— on + ot, 
je nachdem 


2a, Sp = aig + ai, 


ist. Fir a,,< 0, d.h. fiir die singularen Werte a,, deren reeller Teil 
negativ ist, wird die Bedingung der Konvergenz daher von selbst erfiillt, 
welches auch der Wert von s sein mége. Das Gleiche gilt fiir diejenigen 
singuliren Punkte a,, fiir die etwa die Zahl a, rein imaginir ausfallt, 
sodaB a,,=—0, aber a,, +0 ist. Ist a,,—a,, = 0, so gehért der Null- 
punkt zu den singuliiren Punkten, und die Reihe (2) ist daher in diesem 
Falle konvergent oder divergent, je nachdem die Reihe (1) fiir «= 0 
konvergiert oder divergiert. 

Wir nehmen daher an, daB die Reihe (1) fiir = 0 konvergiert. Es 
bleiben dann nur noch diejenigen singuliren Punkte a, zu betrachten, 
deren reeller Teil positiv ist. Fiir diese liefert die Konvergenzbedingung 


(8) 2 Ayo SP < Aig + A, 

eine wirkliche Beschrinkung von s. Setzt man fiir sie 
at. + aj 

9) b, - ‘Lap? 


so werden die b, reelle, positive von Null verschiedene Zahlen. Ist b die 
kleinste von ihnen, so wird die Reihe (2) konvergent fiir alle s <b, 
divergent fiir alle s > b. 

Wie aus der Figur 1 hervorgeht, lassen sich die zu den singuliren 
Punkten a, mit positivem reellen Teil gehérigen reellen Stellen b, geo- 
metrisch leicht konstruieren. Bezeichnet man nimlich die Entfernung von 
a, vom Nullpunkte O mit r, und mit «, den Winkel, den Oa, mit der 
positiven Richtung der reellen Achse bildet, so ist 

Gig t Gis =Ti, Ayo = 7, COS & 
und daher nach (9) 
ph = ; r, 2 COS G,. 

Traigt man also den Winkel «, an Oa, im Punkte a, nach der posi- 
tiven Seite der reellen Achse zu an, so schneidet der freie Schenkel des 
angetragenen Winkels die reelle Achse in einem Punkte pb,, dessen Ent- 


fernung vom Nullpunkte gleich dem Produkte pb, ist. 
Es gilt demnach: 


Satz 2. Um im Falle ; <p<1, wo die Grenzen ausgeschlossen seien, 
den Konvergenzbereich der Reihe 
(2) f(t) = p(s) + m4, (8) + ug(s) +--+ ad ink. 
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zu bestimmen, untersuche man zundchst, ob die Reihe 
(1) £(@) = F(%) + F (%) (@— 4) + 3 f"(%o) (w@—a9)? +--+ ad inf. 


fiir x =O konvergiert oder divergiert. Fiir die Werte s, fiir welche diese 
Reihe an der Stelle x =O divergiert, ist auch die Reihe (2) divergent. Fiir 
die Werte s dagegen, wo die Reihe (1) fiir x = 0 konvergiert, gilt folgendes 
Kriterium. 

Man sondere unter den singuldren Punkten von f(z) im Bereiche der 
komplexen Variabeln z diejenigen a, aus, 


A, = Ayy + Ay, 
deren reeller Teil a,, positiv und von Null verschieden ist und berechne die 
zu thnen gehirigen reellen positiven Zahlen b, aus der Gleichung 
(9) b, = (a2, + a2,): 2a,op. 

Ist b die Kkleinste dieser Zahlen, so konvergiert die Reihe (2) fiir alle 
Zahlen s des Variabilititsbereiches von s, d. h. fiir alle die ganzen positiven 
s, die b nicht tibersteigen. Sie divergiert dagegen fiir alle Werte s, die b 
iibersteigen. 

Ist p= a so ist der Konvergenzbereich der Reihe (2) mindestens so 


groB wie der eben fiir p> . angegebene. Er kann aber fiir besondere 
Wahrscheinlichkeitsschemata eventuell noch weiter sein. 

Als Zusatz heben wir besonders hervor den aus Satz 2 folgenden 

Satz 2a. Im Falle - <p<1 ist die Reithe (2) bestindig konvergent, 
fiir alle ganzen positiven s, einmal dann, wenn f(z) tiberhaupt keine singu- 
liiren Stellen im Endlichen hat, sodann aber auch dann, wenn die Reihe (1) 
fiir x = 0 konvergiert, und wenn die reellen Teile aller vom Nulipunkte ver- 
schiedenen singuliiren Stellen a, stimtlich Pleiner oder gleich Null sind. Sind 
diese Bedingungen nicht erfiillt, so ist die Reihe (2) nicht bestindig konver- 
gent, falls p von ~ verschieden ist. 


» , : 1 
i. Es sei p zwischen 0 und = 


enthalten. 


1 ' . 
verschieden ist. Dann 


Wir nehmen an, da p von = 
erreicht bei gegebenem s die Differenz 2 — 2, ihren 
absolut gréBten Wert s — 2, = sq fiir =—s, wihrend 
fiir alle anderen Werte von z die Differenz x— 2, 
absolut kleiner bleibt als sg. Beschreibt man also 
(Fig. 2) bei dem betrachteten Werte von s um 
= sp als Mittelpunkt einen Kreis &’ mit dem 
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Radius s — x, = sq, so geht dieser durch den Punkt x =s hindurch und 
schneidet die reelle Achse in einem zweiten Punkte, dessen Abszisse negativ 
ist. Jetzt liegt also der Punkt O und iiberhaupt liegen alle Punkte 
x =0,1,2,---,s—1 im Inneren des Kreises &’. 

Die singuliren Punkte a, der Funktion f(z) liegen alle auBerhalb &’, 
wenn fiir den betrachteten Wert von s 


s°q? < (ay) — sp)? + a2, 


ist fiir alle Werte von i. In diesem Falle ist also die Reihe (2) fiir den 
fraglichen Wert s konvergent. Gibt es dagegen singuliire Punkte a,, fiir die 
#¢ > (a,.—sp)? + a2, 
ist, so liegen diese im Inneren von §’, und die Reihe (2) ist daher fiir 
den fixierten Wert von s divergent. Gibt es endlich singuliire Punkte a,, 
fiir die . 
s*q? = (ajo— sp)? + aj, 
ist, wihrend alle iibrigen singuliren Punkte auBerhalb von &’ liegen, so 


ist die Reihe (2) konvergent oder divergent fiir den betrachteten Wert 
von s, je nachdem die Reihe 


(1) f(a) = f(a) + F(a) (way) + 5 (ao) (w@—ay)® + +++ ad inf. 


fiir «= s konvergiert oder divergiert. 
Die Konvergenzbedingung 
(8’) sq” < (Ayo — 8p)” + ai, 
liefert dieses Mal 
$*(q—p) + 2pajos < aj, + aj, 


wo q>>p ist. Es muB demnach sein: 


pa, \? 2 2 p* a, 
(q—p) (s+ Pu) < Gig t +; =—_ 


Dieses Mal gibt jeder der singuliren Punkte a, eine Beschriinkung 

fir s. Setzen wir 

, PAo\* , Mo +a, Pay 
(%) , = V (Ps) t mae ~ q—p? 
wo die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist, so wird wieder jedes der b, 
eine positive Zahl, die von Null verschieden ist, da der Nullpunkt nicht 
za den singuliren Punkten gehéren darf. Bezeichnet wieder b die kleinste 
dieser Zahlen b,, so wird die Reihe (2) konvergent fiir alle s <b, diver- 
gent fiir alle s>b. Ist s=b, so ist die Reihe (2) konvergent oder 
divergent, je nachdem die Reihe (1) fiir s—«2=b konvergiert oder 
divergiert. 
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Die geomttrische Konstruktion der b, aus den a, ist aus Figur 2 
ersichtlich. Offenbar wird fiir den Wert b,: 


(b, — pb,)® = gb} = (ayo — phy)? + ai, 
denn so ist, wie z. B. die Relation (8’) zeigt, die Zahl b, definiert. Markiert 
man also auf der reellen Achse die in der Figur mit pb, und b, be- 
zeichneten Punkte, deren Abszissen pb, und b, sind, so liegt nach der 
letzten Gleichung der Punkt b, auf einem Kreise §, der um pb, als Mittel- 


punkt durch den Punkt a, gelegt ist. Der Radius dieses Kreises ist gleich 
b,—pb,=q,. Also ist auch der Abstand der Punkte a, und pb, gleich qb,: 


a, pb, = qh,. 


Andererseits ist der Abstand von O und pb, gleich pb,. Also verhalten 
sich in dem Dreieck (O, a,, pb,) die Seiten O- pb, und a, ph, wie 
p:q. Teilt man daher die Strecke Oa, innen und auBen in den Punkten 
e, und e,’ im Verhiiltnis von p:q, sodab 


, , 
Oe, : e,4, =e, O:e,a,=p:4q, 


so schneidet der Kreis Z iiber ¢,¢,’ als Durchmesser die positive Richtung 
der reellen Achse im Punkte pb,. Hiermit ist die gewiinschte geometrische 
Konstruktion der GréBe pb, gewonnen. 


Das Ergebnis unserer Uberlegungen fassen wir zusammen in dem: 


Satz 3. Um im Falle 0< p< : (mit AusschluB der Grenzen) den 
Konvergenzbereich der Reihe 


(2) f (2) = Uo(s) + u,(s) + uy(s) +--+ ad inf. 

zu bestimmen, sehe man zuniichst zu, ob zu den singuliiren Punkten der 
analytischen Funktion f(z) auch der Nulipunkt gehirt. Ist dies der Fall, so 
ist die Reihe (2) fiir jeden Wert von s divergent. Gehidrt aber der Nullpunkt 


nicht zu den singuliéren Punkten a, von f(z), so bestimme man fiir jeden 
Punkt a, eine zugehirige reelle positive Zahl b, durch die Formel 


, Ey /(Pa%o\* , ay + ai, _ P%o 
(9) b= V (Es) + q—P q—P 
und bezeichne mit b die kleinste dieser Zahlen. Alsdann konvergiert die 
Reihe (2) fiir alle s<b, sie divergiert fir s>b. Ist s=b, so ist die 
Reihe (2) konvergent oder divergent, je nachdem die Reihe 
. , 1 wt 2 
(1) f(&) = (2) + fF (&) (@— 2%) + 5 F(%o) (@— Mp)? + °° 


fiir s = x2 =b konvergiert oder divergiert. 
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Als Zusatz heben wir besonders hervor den aus Satz 3 folgenden: 
Satz 3a. Im Falle O< p< ; ist die Reihe (2) dann und nur dann 


bestiindig, fiir alle ganzen positiven s, konvergent, wenn f(z) iiberhaupt keine 
singuliren Stellen im Endlichen hat. 


Zweites Kapitel. 
Das Restglied bei unbegrenzt wachsendem s. 


§ 1. 
Der erste Hilfssatz und seine Erweiterung. 


8. Die Forderungen %—®D. Wir beschriinken die Betrachtungen 
auf reelle Verianderliche z und auf solche reelle Funktionen f(z), deren 
Koeffizienten von s nicht abhiingen, und die fiir alle ganzen positiven 
Werte von ¢ und fiir z=0 bestimmte endliche Werte haben. Noch 
spezieller werden wir nur solche Funktionen f(z) betrachten, die entweder 
algebraische Funktionen von z sind oder sich in einer von s unabhiingigen 
Weise aus einer endlichen Anzahl von Stiicken algebraischer Funktionen 
zusammensetzen. Dabei betrachten wir nur reelle positive Werte von 2, 
sowie den Wert z= 0, und nehmen an, daB in jedem Stiicke ein bestimmter 
Zweig der algebraischen Funktion herausgegriffen ist und demnach f(z) 
als eindeutige Funktion von z definiert ist. Kine solehe Funktion erfiillt 
die Forderung: 

Forderung Y. Es gibt eine positive Zahl b, die von s unabhiingig 
ist, der Art, daB fiir alle ganzen positiven Werte x, die der Bedingung 
O0<a<b geniigen, f(z) endlich ist, und daf fiir alle reellen Werte z>b 
eine Reihenentwicklung der Form gilt: 


(2) f(z) = Ca¥ {1+ g,27'" + g.2727 7 +---}, 
wo r ganz und positiv, y rational und die Zallen C, y,17,9,, J2,- ++ séimt- 


lich reelle, von s unabhiingige Zahlen sind, unter denen C von 0 ver- 
schieden ist. 

Die Annahme der Nr. 5, daB p(s) von s unabhingig sei, lassen wir 
fallen. Dafiir unterwerfen wir das Wahrscheinlichkeitsschema g(s, x) folgen- 
den Bedingungen: 

Forderung 8. Fiir unbegrenzt wachsende s soll sein erstens: 


(B,) lim z,(s):s =p +0, 


wo %(s) den wahrscheinlichen Wert von x bedeutet. Zweitens soll es einen 
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von s unabhingigen, von 0 wnd 1 verschiedenen, positiven echten Bruch @ 
geben, sodaB fiir jedes von s unabhiingige 4 


(B,) lim an 9(s, )s* = 0 


sue 2rcF xX 
ist. 
Das Wahrscheinlichkeitsschema soll ferner erfiillen die 


Forderung ©,. Fiir einen gegebenen Wert von n sei 


(G,) lim @,,, ,(s) : 8€,(s) = 0. 


Die Forderung ©, repriisentiert, dem Index » entsprechend, unend- 
lich viele verschiedene Forderungen 


G,, G,, G,, oe 


unter denen durch die jeweilige Wahl von » eine bestimmte herausgegriffen 
wird. Sind sie alle erfillt, so werden wir sagen, die Forderung © sei 
erfillt. Ubrigens werden wir spiiter (Satz 9 der Nr. 15) beweisen, daB 
fiir jedes Wahrscheinlichkeitsschema und jeden Wert von s 


€,Og2€, Ogi Oye s Cet bce: 

ist. Also folgt: 

Ist &,, erfiillt, so gilt Gleiches von ©, ©,,---, ©,_;- 

Ferner werden wir Gebrauch machen von der 

Forderung D,. Wenn bei gegebenem n in dem Ausdruck €,(s) der 
Variabeln s alle Werte 1, 2,3,--- ad inf. erteilt werden, so soll die untere 
Grenze dieser Wertereihe nicht Null sein. 

Wenn die Forderung ®D, fiir ein bestimmtes n erfiillt ist, so sind 
auch alle Forderungen D,,,, D,,,,--- erfiillt. Wie wir nimlich spiiter 
zeigen werden, ist (Satz 10 der Nr. 15) fiir jedes Wahrscheinlichkeits- 


schema 
n n+l 


Cac Ce » 
also die untere Grenze von @,,,(s) nicht Null, wenn die von @,(s) nicht 
Null ist. Die Forderung D, umfaBt daher alle Forderungen D, und wird 
daher kurz mit D bezeichnet werden; sie besagt, dab die untere Grenze 
von €,(s) nicht Null sein soll. 

Wir wollen ferner verabreden, daB, wenn uw und v zwei Funktionen 
von s sind, wir « und v dquivalent nach s nennen und 
u~ >, (8) 

schreiben, wenn 

limu:v=1 


ist. Wir wollen diese Bezeichnung auch dann beibehalten, wenn eine der 


24° 
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beiden Funktionen « und v einer Konstanten identisch gleich ist, nur soll 
diese Konstante weder 0 noch oo sein. 

Alsdann kénnen wir den ersten Hilfssatz wie folgt aussprechen: 

Satz 4(Erster Hilfssatz). Erfiillt die Funktion f(z) die Forderung XU 
und das Wahrscheinlichkeitsschema o(s,x) die Forderungen 8 und ©,, so 
ist immer der Erwartungswert der Funktion f(x) dquivalent dem Werte f(a»), 
den die Funktion f(x) fiir den Erwartungswert x, von x annimmt; d. h. 
in Zeichen 

f(2)o ~ F(%), (8). 

Statt diesen Satz direkt zu beweisen, werden wir gleich folgende 
Erweiterung desselben beweisen, die an die Entwicklungen der Nr. 1 und 2 
ankniipft: 

Satz 5 (Erweiterung des ersten Hilfssatzes). Es sei bei ge- 
gebenem n 


(2) f( 2) = Uo (8) + m (8) +++ + u,_1(8) + B,C), 
wo 
f(@ ) 
(3) u,(s) = Ey &e(S) 
gesetzt ist, und analog sei 
p(k) ) 
(3a) u,(s) = “Y” @,(s). 


Das Wahrscheinlichkeitsschema erfiille die Forderungen 8, ©,_, und D,_, 
dieser Nummer, die Funktion f(z) erfiille die Forderung U. Alsdann ist 


(11) lim R,(s):#,_,(s) = 0. 


DaB dieser Satz eine Verallgemeinerung des Satzes 4 ist, ergibt sich 
ohne weiteres, wenn man beachtet, dab fiir n = 1 
R, (8) = f(@)o — F(%o), Hy (8) = Uo (8) = F(a) 
ist, die Behauptung (11) des Satzes 5 also in lim{/(x),:f(#))} = 1 tiber- 


geht. Entsprechend geht die Forderung ©, _, in ©, iiber. Dagegen fillt 
die Notwendigkeit der Forderung D,_, im Spezialfalle des Satzes 4 fort, 
wie besonders nachgewiesen werden wird. 

Um den Satz 5 zu beweisen, ziehen wir zuniichst aus unseren Voraus- 
setzungen: 

9. Vorliufige Folgerungen. Da nach der Forderung (%) 

Ly ~ sp, (8) 
ist, so bleibt von einem hinreichend groben Werte von s an @x, gréBer 
als b. Wir denken uns einen solehen Wert von s festgehalten, fiir den 
diese Bedingung erfiillt ist, und teilen das Intervall 
z=0,1,2,--+8 
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in folgende drei Teile. Es bezeichne: 
| I die Gesamtheit der Werte z, fir die O<2<b, 
(12) Ul ” ” ” ” z, ” ” b < x < FL, 
lin ” ”? ” ” &, ” »” FZ, < x < s 


ist. Dementsprechend zerlegen wir die Summe 


(13) Soe z)0,(2):%,_,(s)—= > + >'+ >, 
0 I II paei 


wo alle drei Summen rechter Hand itiber den auf der linken Seite hin- 
geschriebenen Ausdruck zu erstrecken sind. Dabei bedeutet 9,(#) das in 
Gleichung (1) der Nr. 2 definierte Restglied: 


— 
er) @e) 


(1) (2) = fla) + (ae) (@— ay) + + 4 BP ag)" + 0,(2). 


Aus (%,) folgt ferner, daB fiir unbegrenzt wachsende s 


(%,’) lim y g(s, x) a, = 0 
I 

und 

(B,”) lim > y(s, 2) xy’ = 0 
rr 


ist fiir jeden Wert von A. 

Aus der Gleichung (%) der Forderung A, die wir so ausdriicken 
wollen, daB f(z) fiir alle z>b sich wie eine algebraische Funktion ver- 
halt, folgt, da® auch alle Ableitungen von f(z) sich fiir z>b wie alge- 
braische Funktionen verhalten. Genauer kiénnen wir sagen, daB 


f® (2) 


(14) _ Cy (Lt ge + ge +e}, CeO. 


Aus dem ProzeB der Differentiation folgt dabei 
(15) N1—-%S1, 
und das GréBerzeichen kann an Stelle des Gleichheitszeichens nur dann 
auftreten, wenn y,_, = 0 ist. 

Auch jede rationale Funktion Ri von z, f(z), f’(z), ++, f®- (2) ver- 
halt sich wie eine algebraische Funktion fiir alle z >, sodaB wir setzen 
kénnen : 

(16) R(z, (, f° @,-- f°" 9@) = De (14+ dye'!" +. dyz-?2'" + +}, 2b. 
Der Form nach bleibt fiir hinreichend groBe z diese Entwicklung bestehen, 


wenn wir fiir 
4,f,f; soe fPr® 


auf der linken Seite die absoluten Betrige dieser GréBen setzen. 
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Dies vorausgeschickt, untersuchen wir den Ausdruck (13) der Reihe 
nach in den drei Intervallen I, II, III. Da 


f"-Yae ) 


ti, _,(8) — ——ae é,-1(8) 


ist, kénnen wir dabei uns zuniichst an den Ausdruck 


i ,, (©) (m—1)! 
> p(s, Z) f°- Dw) 


halten. Dabei sei s so groB gewihlt, dab f"~*(a,) sein Zeichen mit 
wachsendem z, nicht mehr wechselt. 

10. Das Intervall I. Hier ist nach (12) 

0<r<b 
und daher 
|a— 2%), SX. 

Ist M der gréBte Wert von f(x) im Intervalle I, so ist nach Glei- 

chung (1) der Nr. 2 fiir alle x dieses Intervalles 


en()(m—1)!| —  M(n—1)! (m—1)!) FP a) 
ee: Sige tae eae 
Die rechte Seite ist eine rationale Funktion der absoluten Betriige von 


Xo, f (Xp), F(X)» ** + f"~ (a). 
Nach Gleichung (16) gilt daher fiir hinreichend groBe s eine Relation der 
Form 


x) (n—1)! ; , 
= ‘ <Daxe{1 + day!” + dyzy*'" +---}, 
wo die GréBen D, d,, d,, --- nicht negativ sind. Die geschweifte Klammer 


rechter Hand nimmt ihren griBien Wert fiir das kleinste s an, von dem 
wir ausgehen. Das Produkt von PD und diesem gréBten Werte der ge- 
schweiften Klammer werde mit J, bezeichnet. Dann ist fiir alle z des 


Intervalles I 


@, (x) (n—1)! 
da=Bs. . 
f"~" a.) 


< Lx. 


Hieraus folgt aber: 
@ @, (x) (m—1)! 5 
> p(s, 2) —— <L > p(s, 2) x. 


Nach (%,') hat die Summe rechter Hand fiir s = co den Grenzwert 0. 
Also ist auch 


17 li ») Qni@) (@—1)! 


Wir benutzen jetzt die in Satz 5 gemachte Annahme D,_,, nach der @,_,(s) 
bei unbegrenzt wachsendem s eine von Null verschiedene untere Grenze 
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haben soll. Wir kénnen darnach die Gleichung (17) hinter dem Limes- 
zeichen durch @,_,(s) dividieren und erhalten dann 


os 4 @, (@) ~— 


Ist, wie in Satz 4 vorausgesetzt wurde, n»—1, so geht €,_,(s) in @(s)=1 
liber, was von s unabhiingig und von Null verschieden ist. Fiir den 
speziellen Fall des Satzes 4 fiillt daher die Forderung D,_, in der Tat 
fort, wie oben behauptet wurde. 

11. Das Intervall Il. Hier ist nach (12) 

bir<cty, 
und daher 
|\a—2y|< ay —b< a. 

Fiir das Restglied 9,(z) der Formel (1) liBt sich jetzt wegen der 
Annahme & der Nr. 8 die Lagrangesche Darstellung benutzen, aus der 
sich ergibt: 


(18) (m—1)!@,(z) _ (n—1)! f(a) (@—a5)" 
fo-"(a,) nt (°— 9 (a,) 


Hierbei liegt 2, zwischen x und 2, es ist also 
b<1%y< 4%, 
und es wird nach Formel (14) der Nr. 9 
fe) i alt —1\r -2\r 
n! = C25" (1494125 + Ins 1 oo}, C, +0. 

Ersetzt man in der geschweiften Klammer rechter Hand 2, durch b 
und die g,,, 9,2,*** durch ihre absoluten Betriige, so wird diese Klammer 
vergréBert; bezeichnet man das Produkt von |C,| und dem so fiir die 
geschweifte Klammer sich ergebenden Werte mit L,, so wird daher 


(n)/,, 
/ (4) < Las, 
nm! | 

Da nach (14) auch 

/ “—)(a) , y ; 1 2 \ ’ 

(n—1)! = C,_1%"—"* {14+ 9.11% "+ GIn-1,2% "peest, C,-1 +0 
ist, so folgt demnach aus (15): 
19 | (n—1)! @, (x) L,, xin (wn—1)!C,_ ,agn—1 
( : ) ; . ms . = - _ 

/ f"-(@,) | : 2%e-1—" f* (a) ? 


und es wird 


(n—1)/,, \ 
(20) Se i. SY 
s=@ (m—1)!C,_ ajn-1 
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Ist nun erstens y, >0, so wird zn < zp, also 


. - ees / -,+" 
ain 4 ain a we < Zo" n 


und daher nach (19) 


(m—1)!¢, (2) Le et? @—10,_a-* 
f-"@) | ~“G-1 * fe~m,) 


Ist aber sweitens y, <0, so wird 2" <b’ und daher 


(n— 1)! @, (2) L, b¥n —_ | (w—1)! C._,ate-3 
|- — . -z a—1. | = 
| £#-%@,) i. | f°" %@) 


In beiden Fiillen besteht also eine Ungleichung der Form 


4 (m—-1)! @, (x) | . (n—1)! C 1 rin - 1 
19 ) bad D - a’ . a— 
( el (a) < 0 alia D(x, ) 
wo D von Null verschieden und 1 eine rationale Zahl ist. Dies gilt fiir 


alle « des Intervalles Il. Mithin wird 


, (n—1)! 0, (@) i (n—1)!C,_ ain-1 | 
> 9s, ———s < > p(s, x)ai-D- ta staat D 
T fr" (@o) nm 


f°-(@,) | 


? 


Von den drei durch Multiplikationspunkte getrennten Faktoren der 
rechten Seite hat fiir s = oo der letzte nach (20) den Limes 1, der zweite 
den konstanten Wert D, der erste nach der Relation (®,”) der Nr. 9 
den Limes 0. Also wird 


(n—1 

lim >> p(s, 2) je 7 = 0, 
und hieraus folgt nach Division durch é,_ 74 
(13”) lim >) #(6 £) = 


12. Das Intervall Il. Hier ist nach (12) fiir alle x des Intervalles 
und fiir das 2, der Formel (18): 


13) 


@z,< 738, G1,<4,< 8. 
AuBer der Formel (18) bleibt die Relation bestehen (vgl. Nr. 11): 


(n) 
im < L,xj". 
Es folgt daher aus (18): 
(n—1)! e, (@) L,2;" , | (m—1)!C,_, aq” : 


f*- e) | C,_ ae | f*— (a) 
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Je nachdem nun (a) y, >0 oder (b) y, < 0 ist, wird 


(a) 2,"<s", oder (b) 2/"< (#2). 
Es wird daher im Falle (a) : 





(a) | le— af" | har Tn a | ez)" — Cu -380h 
(@%) | sans ~%m | C,_,pan-t| | \% f (%») 
und im Falle (b) 
(m—1)!¢,(2)| — |ew—a,(" | L, @p™ | | pa,\%~%e-1(n—1)10,_,a5"-*| 
( ) | f"- (a) gem te C,_.pe " (=) f"-D(@,) 


Nach Multiplikation mit 
(8, 2):2,_4(s) 


und Summation iiber alle x des Intervalles II] folgt daher, wenn man noch 
beachtet, daB nach (15) 





: text Ju =1 
ist, im Falle (a) 

‘ere €, (8) L, sp ’n- “(@w—1)!C 1%" | 
(a) Do ) ee ae (2) ee 
im Falle (b) 

@ (az x) é (s) L (@p)"" | 2 ¥n-™n-1 (n—1)!C 1% "~*| 

b n _ an " - ‘ 0 n : g 

( ) D962) 5, - 1(8) 8€, _; (8) C,_.p* (53) f*-(a,) 





Durch die zwei Multiplikationspunkte ist die rechte Seite in (a) und 
(b) wieder in drei Faktoren zerlegt, von denen der dritte nach (20) fiir 
$= oo den Limes 1 hat, der zweite von s unabhingig ist und der erste 
nach Annahme ©, _, der Nr. 8 den Limes Null hat. Also hat auch die 
linke Seite den Grenzwert 0; d. h., es ist 


ae : . @, (2) 
(13”") lim @ p(s, 2) =a 0. 
13. SchluB des Beweises. Durch Addition von (13’), (13”), (13’”) 
folgt 
, : @, (#) 
in Soin = 


Das ist nach Gleichung (4) der Nr. 2 die Behauptung des Satzes 5: 
lim R,(s): %@,_,(s) = 














370 G. Bontmany. 


Also ist der Satz 5 und damit auch der in Satz 4 ausgesprochene Hilfs- 
satz bewiesen. 

Dem Satz 5 selbst fiigen wir.noch einige kurze Bemerkungen hinzu. 
Betrachtet man in der Reihenentwicklung (2) das Verhiiltnis irgend eines 
Gliedes u,(s) zu dem Gliede #%,_,(s), so wird dies nach (3) und (3a) des 
Satzes 5 (Nr. 8) 

re (ate) c, (8) 
kf ®- (a) 440 


Nach Gleichung (14) der Nr. 9 wird aber 


“eq DD . 
kf°- 9) ale % 


(21) u,(s): %,_,(s) = 


{1 +hay' ”"+h.ay*'"+---}, wo D+0. 
Hier ist y,_, — y, mindestens 1. Hieraus folgt aber: 


—)* : f”(a,) xi — tie! 
(22) mm F-00) "2: 


Andererseits ist nach der Annahme ©, , und den zu ihr in Nr. 8 
gemachten Bemerkungen 


c 
lim | “| < lim —*~ < lim Z, : sé 


a-1l _ 0 
=e k-1 s=o k-1 s=0 
und daher auch 
c, (8) e, (8) 
‘ k . k\ 
lim —-_ = lim —=—_.. = 0 
saxo % %—1(8) sxe %q&—1\8) 


Endlich ist wegen y,_, — 7, >1 auch 
(23) —_ a iene tt 
ome zg’ * *G,_1@) see at? “*8,_1) 
Also folgt aus (21), (22), (23): 
lim «#,(s) : %,_,(s) = lim @,(s) : #,_,(s) = 9. 
Es gilt also der 


Zusatz zu Satz 5. In der Gleichwng (2) des Satzes 5 ist nicht nur 
lim R,(s) : @,_,(s) = 0, 


sondern es ist auch fiir jedes Glied u,(s) dieser Entwicklung und die ent- 
sprechenden ii,(s) 


lim u,(s) : %@,_,(s) = lim &,(s) : @,_,(s) = 0. 


Dabei fallen ti,_, und u,_, zusammen, wenn der Index k —1 gerade ist. 
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§ 2. 
Der zweite Hilfssatz. 


14. Formulierung des Satzes. Als zweiten Hilfssatz bezeichnen 
wir den 

Satz 6 (Zweiter Hilfssatz). Erfiillt die Funktion f(z) die Forderung & 
und das Wahrscheinlichkeitsschema g(s,x) die Forderungen 8, ©, und D, 
der Nr. 8, so ist der miitlere Fehler I(f) der Funktion f dquivalent dem 
Produkte aus dem absoluten Werte der Ableitung f' an der Stelle x, und dem 
Werte m des mitileren Fehlers von x; d. h. es ist 


Mf) ~ | f(t) \m, (8). 

Dieser Satz lift sich aus dem Satz 5 des vorigen Paragraphen ab- 
leiten. Wir gehen dabei folgendermaBen vorwirts: 

Zuvérderst bemerken wir, dab, wenn der Satz 6 fiir eine bestimmte 
Funktion f(z) bewiesen ist, er auch fiir jede Funktion C + f(z) gilt, wo 
C eine willkiirliche Konstante bezeichnet. Denn einmal ist nach bekannten 
Siatzen 

M(C+f) = MP), 
und sodann ist die Ableitung von C + /(x,) nach x, gleich der von f(a») 
nach 2). Also folgt aus 


Mf) ~ | f(x») | ~m 


M(C+ Hf) ~ |\(C+fla))' |-m. 
Da nun nach (14) fir alle z>b (vgl. Nr. 9) 


auch 


k) 
(14) FO — Osh toe" r+}, C, + 0, k = 0, 1,2 


ist, so kénnen wir annehmen, daB y, von Null verschieden ist. Denn 
sonst lieBe sich die Funktion f(z) — C, statt f(z) betrachten, in der der 
Exponent der héchsten Potenz von z sicher von Null verschieden ist. 
Aus dem zur Relation (15) in Nr. 9 Bemerkten ergibt sich daher, daB 


%—-nwnr=1, A-nw21 
ist. Es folgt also fiir 1@F®) gine Entwicklung der Form 


f'(e)? 
ge Cg Egy etl te}, O40, 


die fiir alle z>b gilt, und wo 
Y= %ot+ V2 — 27, = (%o— M1) — (41 — 72) 


ist. 
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Da nun 7, — 72 > 7% — 7; ist, so ist y’ nicht positiv. Es gibt daher 
eine positive Konstante K, sodaf fiir alle z>b 
f(z) f' (2): f' (2h|< K 
und daher auch immer von einem bestimmten s an: 
(24) | f(@o) f" (0) = f'(%)?| << K 
ist. 
Dies vorausgeschickt, setzen wir in dem Satz 5 der Nr. 8 und in 


dem Zusatz zu Satz 5 der Nr. 13, » = 3 und beachten, daB u,(s) identisch 
verschwindet. Es folgt dann, daB in der Entwicklung 


(25) f(t)9 = f(t) + > f (e)ee + By 
die Relationen bestehen 
(26) lim R,: +f’ (a)¢ = 0, 
~ ‘s 1 ° . ' is : 
(27) lim -y f” (#0) ¢: f(%o) = lim 2 = lim = ; st 


und daher auch 
(28) lim - + — 0 


s=0 f(%o) 


Wir erheben nun die Gleichung (25) ins Quadrat und finden 
(25a) (f(@)o}* = F(%0)? + Fo) fF" oes + Fy’, 
wo 
(29) Ry =f" (a)*e,? +2 (f(a) + +f’ oa + > By} RB 
ist. Es wird daher 


RF _e tt "my 1 f’’ (a)¢, R,\ 2&8, 
SPR st tas t+ Te Te 
=f” “we 


Mit Riicksicht auf (26), (27) und (28) folgt daher 
(26a) lim 


on ofS) f "(ele 
Aus denselben Relationen ergibt sich weiter 
, vy f(®o) f"(%o) ey 
ities a Ay " 
und daher auch 


(28a) lim 7G, fa a 
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Der Gleichung (25a) stellen wir nun die Relation gegeniiber, die 
aus (25) folgt, wenn man dort f(z) durch f(z)* ersetzt, das gleichzeitig 
mit f(¢) die Forderung & erfiillt. Da die zweite Ableitung von f(z)? 
gleich 2f(2)f”’ (2) + 2f’(z)* ist, so folgt: 

(25b) {£(@)*} 9 = F(a) + (Fo) Ff" Ho) + f° (%0)*} % + Bs”, 


wo 


(26b) lim Ry” : {f(%) f" (%) + fF (%)*} @= 9, 
sowie se) 

(27b) lim {f(%) f°" (2) + f (ao)*} ¢ = F(a)? = 0 
und _ 

(28b) lim R,” : f(x)? = 0 

ist. “te 


Durch Subtraktion von (25a) von der Gleichung (25b) folgt daher, da 
(f(%)*}o— {Fo} * 
das Quadrat M*(f) des mittleren Fehlers Mt(f) von f darstellt: 


(250) M*(f) =f" (a)*ey + Ry”. 
Dabei ist 
(29a) Rh,” = R,” — R,’. 
Es ergibt sich mithin: 
(29b) R,”” _ ff’ +f? R,” ff" R,’ 


fee ff Ff" +f), f* ff'%’ 
wo der Einfachheit halber auf der rechten Seite immer 
Lf, f° statt f(%), f'(%), F° (%) 
geschrieben ist. Nach den im Eingange dieses Beweises gemachten Be- 
merkungen kann man nun f immer so annehmen, daB von einem be- 
stimmten s an ff’:/f’* absolut kleiner als eine endliche positive Zahl 
bleibt, die in der Relation (24) mit K bezeichnet ist. Gleiches gilt daher 
von (ff’+f'*):f'%, das von einem bestimmten s an absolut kleiner als 
1+ XK bleibt. Da nun nach (2a) und (26b) 
lim Rf”: (ff" +f") ¢ = 0 


lim R,’ : ff" ¢ =0 
ist, so hat bei unbegrenzt wachsendem s die rechte Seite von (29b) den 
Grenzwert 0, und es folgt daher, daB in (25c) 
(29¢) lim F,’": f'(a eq. = 0 


und 


ist. Damit ist aber bewiesen, daB 


M?(f) ~ Ff (%o)*es, (8) 
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ist. Bezeichnet m den mittleren Fehler von x, so ist 
(30) Cs = m* 
und mithin 


M(f) ~ fF (x)*?m*, (8) 


M(f) ~ |f'(x)|\m, (8), 
wie der zweite Hilfssatz behauptet. 

Die Voraussetzungen fiir das Wahrscheinlichkeitsschema, die bei 
diesem Beweise gemacht sind, ergeben sich aus denen des Satzes 5 der 
Nr. 8, indem man dort » = 3 setzt. Es muB also einmal die Forderung 8, 
sodann die Forderung ©, und endlich die Forderung ®, erfiillt sein, 
d. h., es muB sein: 


und daher auch 


(B,) lima:s=—p+0, 


(B,) lim o(s, 2)s* = 0 

(C,) lim é, : se, = 0, 
und endlich besagt D,, daB die untere Grenze der Werte ¢,(s) fiir 
s = 1, 2,3,--- ad inf. von Null verschieden sein soll. 


§ 3. 


Diskussion der dem Wahrscheinlichkeitsschema auferlegten 
Bedingungen. 


15. Eigenschaften der Momente @,, die fiir jedes Wahr- 
scheinlichkeitsschema bestehen. Zuniichst gilt der 

Satz 7. Sind f(x) und g(x) irgend zwei Funktionen von x der Art, 
daB f(y) — f(a) und g(y) — g(a) immer das gleiche Zeichen haben, welches 
auch die Werte x,y in dem Variabilititsbereich O< x<s, Ol y<s sein 
mégen, so ist der Erwartungswert des Produktes f(x) g(x) immer grifer als 
das Produkt der Erwartungswerte von f(x) und g(a); d.h. in Zeichen, es 
ist immer 

(f° 90 > fo 9: 
In der Tat wird 
fo = 90 = > 9($, 2) 9s, 9) - F(z) 9(y); 
*y 

wo die Variabeln x und y unabhingig voneinander alle Werte von 
0,1, 2,--- bis s durchlaufen. 
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Dagegen wird 
(f-9)o =>) 9(s, 2) f(z) 9(2), 


1 ->’ 9(s, y) 


(f- Do => ¥(8, 2) 9(s,¥) F(a) 9(2). 


%,y 


oder, wenn man mit 


multipliziert, 


Also folgt durch Subtraktion: 


(f- Do — foo =>, ¥(8, 2) (5, 9) fx) 9(z) —9(y)} 
ny 
und durch Vertauschung der Variabeln x und y: 


(F-9)0 — fo 90 = — >, ¥(5, x) 9(s, vf) {9(z) —9(y)}. 
zy 
Addiert man die beiden letzten Gleichungen und dividiert durch 2, 
so ergibt sich daher 


(f- Do — fda = >, VCS 2) 9(5, y){F(@) — Fly) {9(@) —9(y)}- 


Da nun nach Voraussetzung f(x) — f(y) immer dasselbe Zeichen hat 
wie g(x) — g(y), so ist die rechte Seite immer positiv und damit der Satz 
bewiesen. 

Man beachte, daB hier nicht die Voraussetzung gemacht ist, dab f(a) 
und g(x) von s unabhingig sind. 

Der Satz 7 gilt auch fiir ein Produkt von beliebig vielen Funktionen 
f(x), g(a), h(a), ---. Nimmt man diese alle einander gleich, so folgt 
weiter: 

Satz Ta. Ist n irgend eine ganze positive Zahl und f(x) irgend eine 
Funktion von x, so ist immer die n” Potenz des Erwartungswertes von f(x) 
kleiner als der Erwartungswert der n*" Potenz von f(x); d. h. in Zeichen, 


es ist 
(fo)" << (F")o- 
Es seien nun h, «, 6 irgendwelche ganze positive Zahlen, und es 


werde in Satz 7 statt des urspriinglichen Wahrscheinlichkeitsschemas (s, 7) 
zugrunde gelegt die Funktion 


@ (8, 2) —4 h 
é |a— ay |". 














376 G. Boutmann. 


Ferner werde in Satz 7 gesetzt: 
f(z)=|z—-%'*, g(%) =|z—-2,%. 
Dann ist: 
f(x) g(x) = |x — x, \**?. 
Die Funktionen f(z) und g(z) erfiillen die Voraussetzung des Satzes 7 
und es wird 


~ 


fo = Enga? Ens 
Io = Ong 2 Ons 
(f9)o = Creatp 2 €,. 
Also ergibt sich aus Satz 7 der 
Satz 8. Bei jedem Wahrscheinlichkeitsschema p(s, x) ist 
Cheats :€, > 3 Att 


Cc; 


Setzt man im besonderen h =n, « = B = 1, so folgt 
Cn+2 : C, > (E,4: :é,)*, 
oder auch 
Cn +2 ; Cn+i > Cn41 > Cy. 
Also folgt, wenn man der Reihe nach » = 0, 1, 2,--- setzt: 
Satz 9. Bei jedem Wahrscheinlichkeitsschema ist: 
Cy SN Og i ly Seyi Og Cet Oye. 
Aus diesem Satz ergeben sich die Bemerkungen, die in Nr. 8 hin- 
sichtlich der Forderung ©, gemacht wurden. Ferner folgt aus ihm: 
Satz 10. Es gilt fiir jedes ganze positive n, das von Null verschieden 
ist, die Relation 


n n+1 


C41 > 

Denn nach Satz 9 ist fiir jedes n > 1 
Conn 2 Oy > gay 2 Egy k=0,1,2,---,n—1. 

Durch Multiplikation folgt 

(Cos : é,)" > Cn 
oder 

ed 
wie der Satz 10 behauptet. 

Aus dem Satz 10 folgen die Bemerkungen, die in Nr. 8 hinsichtlich 
der Forderung D, gemacht wurden. 

Im iibrigen gelten die Bedingungen 8, ©, D der Nr. & keineswegs 
fiir jedes Wahrscheinlichkeitsschema. Sie sind aber samtlich fiir das in 
der Theorie und in den Anwendungen am hiufigsten auftretende sehr all- 
gemeine Schema erfiillt, daB sich multiplikativ aus einer mit s unbegrenzt 
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wachsenden Zahl von Elementarschematen zusammensetzt, wenigstens wenn 
einige wenige Beschrankungen beobachtet werden, die in der Natur der 
Sache liegen. 

Wir werden daher in den folgenden Nummern dieses Paragraphen 
das in der angegebenen Weise zusammengesetzte Schema betrachten, und 
dabei Riicksicht nehmen auf die Verallgemeinerung des Variabilitits- 
bereiches von 2, die im folgenden dritten Kapitel vorgenommen wird. 
Hiernach durchliuft x nicht mehr ganze positive Werte, sondern eine 
beliebige diskrete Reihe von solchen, deren Anzahl bei gegebenem s 
immer endlich ist, aber mit wachsendem s unendlich groB wird. Wir 
betrachten zuniichst: 

16. Das aus lauter identischen Elementarschematen zusam- 
mengesetzte Schema. Die Variable x des Elementarschemas mége r+ 1 
verschiedene Werte annehmen, deren kleinster a, deren gréBter b ist. 
Naturgemi8 werden wir voraussetzen, daB weder die Wahrscheinlichkeit 
von a, noch die von b gleich © ist, und daB r mindestens gleich 1 ist. 

Wir betrachten 6 Schemata, deren jedes mit dem genannten Elementar- 
schema identisch ist, und setzen im k*" Elementarschema die Variable 

=t— a. 
Der Erwartungswert von x, im k*" Elementarschema ist dann 


(2,)o= (b—4)p, 
wo p ein von 0 und 1 verschiedener positiver echter Bruch. Die Wahr- 
scheinlichkeit, die einem bestimmten Werte x, im k*" Elementarschema 
entspricht, soll nach Voraussetzung eine von k unabhingige Funktion » 
von 2, sein, also gleich g(x,). Das x“ Moment des Elementarschemas 
bezeichnen wir mit y,. Es ist also 

%=1, 1=9, 
und y, ist eine positive von Null verschiedene Zahl. Die zum Elementar- 
schema gehdérige ,erzeugende Funktion“ bezeichnen wir mit Z = Z(z), 
wo g eine unbestimmte Variable ist; d.h. wir setzen 


(31) Z(z) -> (2,) eee)? 4 145, +9505, +--+ ad inf. 


Die Variable des Gesamtschemas sei 
G—%4+4%,+°--+2,° 
Sie variiert zwischen 0 und s, wo 
(32) = 6(b—a) 
gesetzt ist. Der wahrscheinliche Wert von z ist das o-fache des wahr- 
scheinlichen Wertes von 2,, d. h., es ist 
(33) Ly = 6(b—a)p = sp. 
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Da das Gesamtschema sich multiplikativ aus den 6 Elementarschematen 
zusammensetzen soll, so soll seine Wahrscheinlichkeitsfunktion (s, x) und 
seine erzeugende Funktion definiert sein durch 


(34) S' 9(s, 2)¢*- #0" = Z°=1+44(8)- 5 + (8) GF +++: ad ink, 


wo die Funktion Z von ¢ die durch Gleichung (31) definierte sein soll. 
Es bezeichnet hiernach c,(s) das »® Moment des Gesamtschemas. Im 
besonderen wird 
(35) C8) =O-7., 65(8) = O- 7s 
und iibrigens auch 
¢)(s)=1, ¢,(s)=0. 

Aus Gleichung (32) folgt zuniichst, daB bei unbegrenzt wachsender 
Zahl o der Elementarschemata auch s bestiindig und unbegrenzt wiichst. 
Andererseits ist nach (33) der Quotient 


Loi S=p 
von 6 und s ganz unabbingig, also sein Grenzwert fiir s = co ebenfalls p, 
eine von 0 und 1 verschiedene feste Zahl. Die Bedingung (%,) der Nr. 8 
ist mithin erfiillt. 
Wir betrachten jetzt das Moment 


é,(s) = >? p(s, 2) |z@—a9l, 


wo x in der Summation den Variabilitiitsbereich des Gesamtschemas 
durchliuft. Fiir alle diese « ist 2—a,' <s und daher |x— |: kleiner 
als 1. Also folgt 


é,(8) > — >? 9(s, 2) (e—m)? = | G(s). 
0 


Da nun nach (32) 
s = 6(b—a) 
ist, so ergibt sich aus (35): 
€,(8) > v2: (b—@). 

Da nun 7, nicht Null ist, so ist, wenn o alle Werte von 1,2,3,--- ad inf. 
durchliuft und s die zugehérige durch 6 (b— a) = s gegebene Wertereihe, 
die untere Grenze der Werte @,(s) nicht Null; d. h. unser Gesamtschema 
erfiillt die Forderung D der Nr. 8. 

Um auch die Forderung © der Nr. 8 zu untersuchen, nehmen wir in 
Gleichung (31) die Logarithmen und finden 
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= :” 
log Z = fat: ni? 
3 


fu=Ve fa=7s 
ist. Mithin ergibt sich fiir die h** Potenz von log Z: 


wo 


(36) (og 2) = SH, 
2h 
wo 


(2h)! (2h+1)! h yy 


(37) hear = “gh v3» hoarsia= a 3? 7s 


wird. Durch Einsetzen in (34) ergibt sich also 
P INI. 2" ol ~ z 
a0 = Sani oO i 
0 


2h 0 
und mithin 


[*] 
24 gh 
(38) ¢, (8) -S! far hi? = 
1 
Hieraus folgt aber 


i 
to 
aS 


C,,(8) fF 2n)! 
P ° “en? _ lanyn _ (2m)! 2 
(39) lim o” — n! — 2" n! Vs 
und 
Santi) fanttyn (2m)! 
(40) lim oc” ss = 3-2". (n—1)! 72 v9 


und daher auch 


41 lim +3" (n+ 1 
(41) lim “Se — (Qn Ir. 

Es hat demnach der Quotient ¢,, ,.(s): s¢,,,(s) fiir s = co einen, be- 
stimmten endlichen von Null verschiedenen Limes. 

Aus dem Satz 9 der vorigen Nummer folgt nun 


¢ é c 
Qn _ “an41 en+2 
(42) = sal 7 =e < 2 : 
“on-1 Con Con +1 
und daher auch 


“ \3 . / 
“en4+1 Con +2 2u41 Con+2 
c aie ..* ehh 
2n ga 2 2 


26° 
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Hieraus folgt aber wegen s = 6(b—a) mit Riicksicht auf (41) 
en So as a VP 0. 


Wegen (42) ist daher auch 


lim G2 &,-,°8= 9, 


und folglich ist beim Schema wiederholter identischer Elementarschemata 
die Bedingung 


(©,_,) limé,:@,_,-s=0 


fiir jeden Wert von m, also auch die Bedingung © der Nr. 8 erfiillt. 
Um endlich zu zeigen, daB bei dem hier betrachteten Schema auch 
die Bedingung (%,) der Nr. 8 erfiillt ist, beachten wir, daB 


txq(8) = >? 9 (6,2) (2—a)"* > >) 9(8, 2) (2—a,)** > (1-0) 23" >" 9(s, 2) 
0 


rea, z< Fa, 


ist fiir jeden positiven echten Bruch # Wegen 2, = sp folgt hieraus 


gt g(s ay< €y, (8) P 
' ? (1i—@)** 2" n+l 


] § 
rx 
Aus (39) folgt aber 
Be ee? OU tee + 2 0, 
s=0 s" 2" n! (b—a)" s=2 8 


und es ist daher auch fiir jeden Wert von n> 1: 
lim o> p(s, xz) = 0, 


r< Fx, 
in Ubereinstimmung mit (Q,). 

Es folgt also: 

Satz 11. Bei dem aus lauter identischen Elementarschematen multipli- 
kativ zusammengesetzten Schema sind stimtliche Vorderungen 8, ©, D der 
Nr. 8 erfiilit. 

Offenbar ist in dem genannten Schema das des Bernoullischen Theorems 
als besonderer Fall enthalten. Man hat nur a = 0, b) = 1, 6 = s zu setzen. 
Wir behandeln jetzt einen allgemeineren Fall, der das Poissonsche Schema 
als speziellen Fall einbegreift. 

17. Das aus voneinander verschiedenen Elementarschematen 
zusammengesetzte Schema. Wir betrachten eine unendliche Reihe 
von Wahrscheinlichkeitsfunktionen ,, k = 1,2,3,--- ad inf. in deren k*** 
die Variable x eine endliche Anzahl verschiedener Zahlen von a, bis b, 
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durchliuft. Es werde b,—a,=—e, gesetzt. Es sei z,=—y—a,. Sowohl 
fiir ¢ =a, als fir =}, sei p, +0. Dann wird dhnlich wie in Nr. 16 


é; 
>. P,(X,)X, = (Jo = Pe 
n) 


wo p, ein von 0 und 1 verschiedener positiver echter Bruch ist. Die 
Momente des k*" Elementarschemas 


e% 
Vin — > Py (X,) (Lp — Pe)", n=0,1,2,--+, 
0 


werden aus der zu diesem Schema gehérigen Reihenentwicklung der k**" 
erzeugenden Funktion 7, abgelesen: 


‘ 
2.=— e z . ag 
(31a) 4,—= >i one ee) =14 9° 5; + Ms'gitet 
0 


sodaB im besonderen 


y to=1, %1=9, M2 >O 
wird. 


Wir wollen nun annehmen, daB die simtlichen unendlich vielen 

Momente 

Yiny Yanr Yon *** ad inf, 
die zu einem gegebenen Exponenten m gehéren, zwischen zwei endlichen 
festen Zahlen enthalten sind, von denen A, die untere, B, die obere 
Grenze ist.*) Ist m gerade, so sind diese Zahlen positiv und von Null ver- 
schieden. Wir wollen noch voraussetzen, dab die untere Grenze A, der 
Werte 7,, von Null verschieden ist. 

Da aus Satz 7a der Nr. 15 fiir f(x) = (x— a) folgt, daB bei jedem 
Wahrscheinlichkeitsschema ¢,, > cy ist, so ist auch 7,,, > yj,, und es 
sind daher iiberhaupt alle A, mit geradem Index » von Null verschieden. 

Wir bilden nun durch Multiplikation der ersten o Elementarschemata 
ein Gesamtschema und lassen dann o iiber alle Grenzen wachsen. Das 
fragliche Gesamtschema ist durch die erzeugende Funktion charakterisiert: 


r ,, G oO = z = P 
(34a) 4,2, Pee Z,= Z= n€,(8)- : om > (log Zz) — 
0 0 


wo die Funktion Z von o abhiingt und als das geometrische Mittel von 
Z,,2,,°-+,Z, Aefiniert ist. Die GréBe s ist gegeben durch 


S=G+&+---+e,—b,—a,+b,—a,+---+b,—4a,. 


*) Diese Bedingungen sind erfiillt, wenn siimtliche ¢, kleiner als eine feste 
Zahl ¢ bleiben. 
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Ist, wie wir annehmen wollen, die untere Grenze der Zahlez e,, e,,--- ad inf. 
nicht Null, so wichst s unbegrenzt mit unbegrenzt wachs:ndem o. 
Geht man nun in (31a) zu den Logarithmen tiber, so wird 


(36’) log Z, = >*F,(h)- 5, 
wo , 
hA=—nw, hh) =r 


wird, wahrend allgemein /,(/) eine ganze rationale Funktion von 


Vass Vesr °° *> Vin 


darstellt. Es bleiben daher bei einem gegebenen Index m die unendlich 
vielen Werte 
f,(1), f,(2), -++ ad inf. 


simtlich zwischen zwei festen endlichen Zahlen. Im besonderen bleiben 
die Werte dieser Reihe fiir »—2 zwischen A, und B, und fiir n =3 
zwischen A, und B,. 

LaBt man in (36’) k von 1 bis o gehen, addiert die so entstehenden 
6 Gleichungen und dividiert durch 6, so erhilt man, da log Z als das 
arithmetische Mittel von log Z,, log Z,, ---, log Z, definiert war, 


oo 
) 


log 2 = Shas 5, 


wo f,, das arithmetische Mittel von 


f,(1), f,(2), ous f,(4) 
ist und daher noch von 6 abhiingt. Es folgt aber aus dem Obigen, dab 
auch bei unbegrenzt wachsendem o, /,, bei gegebenem » zwischen zwei 
festen endlichen Zahlen bleibt, die von 6 unabhiingig sind, und daB diese 
Zahlen im besonderen fiir » = 2 gleich A, und B,, fiir n =3 gleich A, 
und B, sind. Es ergibt sich daher wie in der vorigen Nummer fiir jedes h: 


(36a) (log Z)' = S#f,, 5, h=1,2,--,, 
2h 
wo 
- 2h)! 2h+1)! h 
(37a) hia Se 2 | IO = ¥ ffs 


wird. Ubrigens ist 


6 


2. Po Nis t+ Yn + + Vo hes — 713 +s to +405 é 
¢ ’ 





AsolC tl rh 
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Allgemein wird f,,, das noch von o abhiingt, eine ganze rationale 
Funktion von , 
fa fsx ** +s n—2h+2,1° 
Fiir ein gegebenes Wertepaar »,h haben also die unendlich vielen 
Zahlen f,,, die den Werten o = 1, 2,3,--- ad. inf. entsprechen, eine end- 
liche obere und eine endliche untere Grenze. Im besonderen wird fiir die 
unteren Grenzen von /f;,, und f,,,,, 


lim inf.f.,, = 

+? (Qh+41)! h 4, 

lim inf. frrsinH - Ss Ai-'* A, 
und fiir die oberen Grenzen von f,,, und fy, ,,, 

, (2h)! 

lim sup. fens < = B}, 


(2h+1)! h a 
lim sup. fray1,1S oe B~*B;. 


Da nun wie vorher 


L 
(38) ¢,(8) 8 fori 


1 
wird, so folgt 


wo 2 








(39a) lim sup. “tal 4 oo B: 
und 
(39b) lim inf,” > 2"! 4. 
o 6 n. - 
ungleich Null. Mithin wird 
(41a) lim sup. 2+?" < (094.1) 2 
oO Cy, (8)6 _— z Ag 


endlich, und hieraus, so wie aus (39a) schlieBt man wie in der vorigen 
Nummer, daB die Bedingung (€), die Bedingung (B,) und die Forderung D 
alle drei unter den gemachten Voraussetzungen erfiillt sind. 
Was endlich die Bedingung (%,) anlangt, so findet man analog wie 
in der vorigen Nummer, wenn gesetzt wird 
G=i,+%+°°° +2, 
als Erwartungswert z, von « im Gesamtschema 
Uy = (b,—4,) py + (b,—ay) p, + ++ + (0,—45) Dy: 
Es wird also wegen b, — a, =e, und e, +¢,+---+e,=8 
— 1 + Pp, +---+ C5Po 


ZX: Ss cee ae 
° Qe te 
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Wenn daher dieser Ausdruck mit unbegrenzt wachsendem o gegen 
einen von Null verschiedenen Grenzwert p konvergiert, wenn also 


° ep, + 6p. +++ + 5D, 
ian Sor. anleed da 


erfiillt ist, so ist die Bedingung (%,) befriedigt. Es gilt also der 

Satz 12. Es sind die Bedingungen 8 —D der Nr. 8 und damit die 
Voraussetzungen des ersten und zweiten Hilfssatzes (Satz 4 und 6) sowie 
die des erweiterten ersten Hilfssatzes (Satz 5) hinsichtlich des Wahrscheinlich- 
keitsschemas immer dann erfiillt, wenn dieses sich aus einer unendlichen 
Reihe unabhdngiger Elementar-Wakhrscheinlichkeitsschemata 


9(2), 92(2), P32), ++ ad inf. 
susammensetzt, die folgenden Anforderungen geniigen: 

Es sei bei dem k* Elementarschema, 9,(x,), die Differenz b, — a, der 
Extremwerte der Variabeln x,, fiir die , nicht Null sei, gleich e,, die thm 
entsprechende relative Hiiufigkeit erwartungsgemap gleich p,, endlich sei 7,,, 
das n® Moment dieses Elementarschemas. Dann soll erstens die untere 
Grenze der Zahlen e, nicht Null sein, zweitens die unendliche Reihe der 
Zahlen 

Vin» Yenr Your °° 24 inf. 
fiir jedes n eine endliche untere Grenze A, und eine endliche obere Grenze B, 
haben.*) Drittens soll A, von Null verschieden sein. Endlich soll viertens 
der Quotient 
w= 121 + P+ +++ + e5Po 
Qta+---+6, 


mit unbegrenzt wachsendem 6 gegen einen bestimmten, von Null verschiedenen 
Grenewert p konvergieren. 


Hq: 8 


Drittes Kapitel. 
Verallgemeinerungen. 


§ 1. 
Der Hauptwert. 


18. Ein Satz von Tchebychef. Es mégen fiir das Wahrscheinlich- 
keitsschema und die Funktion f(z), die wir betrachten, die Bedingungen 
des zweiten Kapitels erfiillt sein. Die fundamentale Rolle, die fiir statistische 
Beobachtungen der Erwartungswert f, von f und sein mittlerer Fehler 


*) Diese Bedingung ist erfiillt, wenn die obere Grenze der Zahlen e, bei um- 
grenzt wachsendem k nicht unendlich ist. 
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M(f) spielen, beruht bekanntlich auf folgendem von Tchebychef aufge- 
stellten Satze (bzw. auf dem darans folgenden Satze 15): 

Satz 13. Es sei v irgend eine positive Zahl, die gréfer als 1 ist, und 
es sei W, die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB irgend ein fiir f beobachteter 
Wert f* von seinem Erwartungswerte f, um weniger als das v-fache des 
mittleren Fehlers It(f) von f abweicht, d. h. dafiir, dap 

If —fol<v- Mf) 
ist. Alsdann ist W, grifer als 1 — a 

Bilden wir nun die Reihenentwicklung 
(2) fo = Mo(8) + (8) + tty (8) +--+, 
so folgt aus Gleichung (27) der Nr. 14 


1 
¥ (X_) Cs 
+ Uy (8) oo 
en a ie 


Nun hatten wir aber in Nr. 14 weiter gefunden 
(27b) lim (f(a) f°" (%o) + f° (ao)? } Ce = f(a%q)* = 0. 
Also folgt 
lim f° (a9)*¢q : f(%)* = 0 
und wegen ¢, = m* 


(43) lim f’(a)m : f(a) = 0. 
Da aber nach dem ersten Hilfssatze 


fo = F(@)o ~ Fo); (8) 


und nach dem zweiten Hilfssatze 
Mf) ~ |f (x) \m 
MA _ yy MP) fe) fF a)m 
lim <7 lim Fae” hk Te 
Es folgt also der wichtige 


Satz 14. Unter den Voraussetzungen U, B und ©, der Nr. 8 des 
zweiten Kapitels ist immer 


(44) lim Mf) : fy = 0. 


ist, so folgt 
=1-1-0=0. 


Hieraus folgt aber der weitere Satz, der von Tchebychef bereits fiir 
das Schema der wiederholten Versuche abgeleitet, hier aber allgemeiner 
bewiesen ist: 
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Satz 15. Es seien die Voraussetzungen UA, B und © der Nr. 8 des 
zweiten Kapitels erfiillt, « eine beliebig klein vorgeschriebene positive Zahl, 
f' ein fiir f beobachteter Wert, f, der Erwartungswert von f, und W die 
Wahrscheinlichkeit dafiir, dap 

fi 


f_1\<e 


ist. Alsdann konvergiert W mit unbegrenzt wachsender Grundzahl s gegen 1. 
In der Tat ist nach Satz 13 die Wahrscheinlichkeit dafiir, dab 


fi 


f_ Mf) 
Zr *\<e 


fo 
ist, gréBer als 1—<. Diese Wahrscheinlichkeit geht aber in W iiber, 
wenn man setzt 


Mf) 
oy we 
Dann wird aber 
1_ RPA, 
v ef, 


Halt man ¢ fest und li®t s unbegrenzt wachsen, so konvergiert die 
rechte Seite nach Satz 14 gegen Null. Also gilt Gleiches von 1:¥, und 


1 — ai konvergiert gegen 1. Hiermit ist der Satz bewiesen. 


19. Der Hauptwert. Der Satz 15 der vorigen Nummer bedingt die 
entscheidende Rolle, die der Erwartungswert bei den statistischen An- 
wendungen spielt. Hierauf beruht es aber, daB fiir die Anwendungen der 
Siitze des zweiten Kapitels die singuliren Stellen, die die Funktion f(z) 
fiir einzelne Werte x des Variabilitiitsbereichs im Endlichen haben mag, 
ohne Bedeutung sind, und daB nur der stiickweis algebraische Charakter 
von f(x) und seine Unabhiingigkeit von s, wie sie im zweiten Kapitel 
vorausgesetzt wurden, wesentliche Voraussetzungen sind. 

Hat nimlich die Funktion f(z) in dem Bereiche 0 < z <b singulire 
Stellen, die dem Variabilitiitsbereich von x angehéren, wihrend fiir alle 
2 >b die Reihenentwicklung der Forderung & (Nr. 8) gilt, so hat, wenn s 
bereits gréBer als b ist, der Erwartungswert 


f(x) = >? 9(s, 2) f(z) 


iiberhaupt keine Bedeutung. An seine Stelle tritt aber dann der ,,Haupt- 
wert“ von f(x), der dadurch definiert ist, daB in der Gleichung 


(45) F. — > 91s, 2) f(2) 
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in der Summation 2” einfach alle singuliiren Stellen des Variabilitiits- 
bereiches fortgelassen werden. An Stelle der Funktion f(z) kann man dann 
die Funktion f(x) betrachten, die an den singuliiren Stellen des Varia- 
bilitaitsbereiches Null, im iibrigen aber mit f(z) identisch ist. Es ist dann 
der Hauptwert f, von f der Erwartungswert von /. 

So hat es z. B. beim Bernoullischen Schema keinen Sinn, nach dem 
Erwartungswert von 1:2 zu fragen, dagegen ist der ,Hauptwert“ von 


1:2 definiert durch 
=) 
1 


und kann nach bekannten Methoden mit beliebiger Genauigkeit berechnet 
werden. 

Fiir den Hauptwert f, von f gilt nun ganz entsprechend dem Satz 15: 

Satz 15’. Die Funktion f(z) mige in dem Bereiche 0<2<b singuldre 
Stellen besitzen, die dem Variabilitiétsbereich von x angehiren, im iibrigen 
aber scien alle Voraussetzungen des zweiten Kapitels erfiillt. Es sei & eine 
beliebig klein vorgeschriebene, positive Zahl, f! ein fiir f beobachteter Wert, 
f, der Hauptwert von f, und W die Wahrscheinlichkeit, dap 


fi 
ist. Alsdann konvergiert W mit unbegrenzt wachsender Grundzahl s gegen 1. 

Beweis. Zunichst erfiillt die Funktion f(x) sdimtliche Voraussetzungen 
des zweiten Kapitels. Fiir sie gilt also der Satz 15. Ist also W die Wahr- 
scheinlichkeit, daB 
(46) —_ | <é 
ist, so konvergiert W mit unbegrenzt wachsendem s gegen 1. 

Es ist nun die Bedingung (46) jedenfalls fiir die singuliiren Stellen 
des Variabilitiitsbereiches von x nicht erfiillt. Denn da f(x) eine ein- 
deutig gemachte, reelle Funktion einer einzigen reellen Verinderlichen x 
ist, so kommen fiir sie als Singularititen nur solche Stellen in Betracht, 
wo f(x) unendlich wird. Ist aber f' einem solchen Werte gleich, so ist 
die linke Seite von (46) unendlich gro®B und daher (46) nicht erfiillt. 
Die Bedingung (46) ist dagegen, da fiir diese Stellen immer 


\£-1/=|0-1|=1 
| fo 


wird, entweder fiir alle diese singularen Stellen gleichzeitig erfiillt, wenn 
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nimlich das willkiirlich wihlbare ¢ gréBer als 1 genommen wurde, oder 
fiir keine von ihnen, wenn niamlich ¢ kleiner als 1 gewahlt war. Ist 
also W’ die Wabhrscheinlichkeit, daB x in eine der singuliiren Stellen des 
Variabilitiitsbereiches hineinfallt, so ist 


W =W, wenn e<l 
(47) und 
| W=W+W’', wenn ¢>1 
gewahlt wurde. 
Nun ist, wenn #2, bereits gréBer als b ist, offenbar: 


Ww’ <> vs, 2). 
<P az 


Da nun nach (%,) der Nr. 8 die rechte Seite dieser Relation fiir 
s=oo den Limes 0 hat, so gilt Gleiches fiir W’. Es ist also in (47) 
immer 


lim W = lim W 


und daher wegen sid : tna 
limW = 1 
auch - 
lim W= 1, 
wie behauptet war. % 
§ 2. 


Der Variabilititsbereich. 


20. Voraussetzungen. Von der Verinderlichen x ist bisher in der 
Regel vorausgesetzt worden, daB sie nur ganzzahlige positive Werte an- 
nehmen kann, sowie den Wert 0. Mit Riicksicht auf die Anwendungen ist 
es erforderlich, diese Voraussetzung ganz betrichtlich zu erweitern. 

Wir miissen zuniichst an Stelle eines einzigen Variabilitiitsbereiches 
deren unendlich viele betrachten, die typisch durch 


by Es, ++ ad inf. 


bezeichnet werden mégen. Ist &, einer dieser Variabilitiitsbereiche, sodaB 6 
einen der Werte 
o6=1,2,--- ad inf. 

bedeutet, so wollen wir voraussetzen, daB dieser bei gegebenem o aus 
einer endlichen Anzahl voneinander verschiedener Werte x besteht. Wir 
kénnen und wollen annehmen, daB der kleinste aller Werte —, gleich Null 
ist. Denn wenn dies nicht der Fall ist, so betrachten wir an Stelle der 
urspriinglichen Variabeln deren Uberschu8 tiber ihren kleinsten Wert als 





osx aA os 


i; =} 


is a 


~, Coa ae nee oe feet. 2 
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neue Verinderliche. Den gréBten aller Werte &, bei gegebenem o bezeichnen 
wir mit s und stellen uns vor, daB alle Werte von &, der GréBe nach 
geordnet seien, sodaB 2 wachsend von 0 bis s alle diese Werte durch- 
lauft. Die Wahrscheinlichkeit, die einem bestimmten dieser Werte x zu- 
kommt, bezeichnen wir wieder durch 


p(s, 2). 
Wir setzen voraus, daB sowohl g(s, 0) als (s,s) von Null verschieden 
sind und da® die Anzahl aller Werte —&, mindestens 2 ist, sodaB s von 


Nuli verschieden und positiv ist. Von s nehmen wir ferner an, dab es 
mit wachsendem 6 bestiindig wiichst und daB lim s=oo ist. Die Zahlen 6 


und s sind dann ein-eindeutig einander zugeordnet. 

Ein Beispiel fiir einen derartigen Typus von Variabilitiitsbereichen &, 
bildet das in Nr. 16 und 17 betrachtete Schema, das durch unbegrenzte 
Wiederholung von Elementarschematen entsteht. Dort haben wir auch 
bereits die Forderung fallen lassen, daB die unabhiingige Variable nur 
ganzzahlige Werte annehmen soll. 

21. Die Sitze des zweiten Kapitels. Setzt man fiir den einem 
gegebenen Werte o entsprechenden Variabilitiitsbereich £, wie friiher 


> (s, L)& = Ly = X9(8), 

(So) . 
so ist der Quotient x,(s):s wieder eine Zahl zwischen 0 und 1 mit Aus- 
schluB der Grenzen. Nimmt man nun an, daB fiir diesen Wert von 6 
und alle gréBcren die Forderungen 8—D der Nr. 8 hinsichtlich des 
Wahrscheinlichkeitsschemas erfillt sind, so bleiben die Siitze des zweiten 
Kapitels bestehen; denn von der dort vorausgesetzten Ganzzahligkeit des x 
ist in den Beweisen nicht Gebrauch gemacht. Ebenso iibertragen sich der 
im § 1 des gegenwiirtigen Kapitels eingefiihrte Begriff des Hauptwertes einer 
Funktion f(z) und die fiir ihn abgeleiteten Sitze unmittelbar auf den 
jetzigen Variabilitiitsbereich. Der Hauptwert von f(z) ist bei gegebenem 
s oder 6 jetzt definiert durch den Ausdruck 


fo -> 9(s, x) f(x), 
(5a) 


wo der Akzent beim Summenzeichen andeutet, daB die singuliiren Stellen 
von f(x), die der Variabilitiitsbereich &, etwa enthilt, auszulassen sind. 


22. Der Satz 2 des ersten Kapitels betreffend den Fall p>—- 


Auch die Betrachtungen des ersten Kapitels bleiben im wesentlichen 
unter den jetzigen verallgemeinerten Annahmen bestehen. Die Formulierung 
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der Siatze wird aber dadurch namentlich modifiziert, daB der Quotient 
%q(s):s keine Konstante mehr sein soll, wie in Nr. 5 fiir den § 2 des 
ersten Kapitels angenommen wurde, sondern im allgemeinen selbst noch 
von s abhiingt. Dafiir beschriinken wir uns, was fiir die Anwendungen, 
die wir im Auge haben, ausreicht, auf den Fall, dab folgende beide An- 
nahmen erfillt sind: 

(a) Der Erwartungswert x,(s) wiichst mit unbegrenzt wachsendem s 
bestiindig und unbegrenzt. 

(b) Der Quotient x,(s):s bleibt fiir alle Werte s des Variabilititsbereiches 
von s, d.h. fiir alle Werte 6 = 1,2,3,--+ ad inf. bestéindig griéfer als 0 


oder bestiindig griBer als + und Kleiner als 1. 


9° 
- 


und kleiner oder gleich = 


Alsdann laiBt sich der im Satze 2 (Nr. 6) des ersten Kapitels be- 
handelte Fall 2,(s):s > > auf die jetzigen verallgemeinerten Annahmen 
ohne weiteres iibertragen. Man hat nur die Gleichung (9) der Nr. 6, von 
der der Konvergenzbereich abhingt 

ay + aj, 
O  taep ? 
mit p zu multiplizieren und an Stelle der dann links auftretenden GréBe 
pb, eine neue Bezeichnung, etwa £,, einzufiihren, sodaB die dem singu- 
liren Punkte a, = a,, + a,,¢ entsprechende Zahl £, definiert ist durch die 
Gleichung 
(9a) B, — teres, 


2x6 
Demnach lautet jetzt der Satz 2 der Nr. 6 wie folgt: 

Satz 2’. Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsschema p(s, x) der in 
Nr. 20 betrachteten Art, das auch die Bedingungen (a) und (b) der gegen- 
wartigen Nummer 22 erfiillt Es sei x,(s):s fiir alle Werte des Variabilitits- 
bereiches von s grifer als > Ferner sei f(z) eine von s unabhiingige ana- 
lytische Funktion der komplexen Variabeln z, die nur eine endliche Anzahl 
singuldrer Stellen besitzt. Fiir die Werte s des Variabilititsbereichs, fiir die 
die Reihe 

¥ , 1 ve . 
(1) f(@) =f) + Fo) @—%) + = Fo) (@—H%)? + «> ad inf. 
fiir x = 0 divergiert, ist auch die Reihe 
(2) f(xy — tg(s) + 14 (8) + uy(s) +--+ ad inf 
divergent. Fiir die Werte s des Variabilititsbereichs, fiir die die Reihe (1) 
an der Stetle x = 0 konvergiert, gilt folgendes Kriterium: 
Es seien 


a, = Ay + A, 4, k=1,2,--+, 
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diejenigen von 0 und oo verschiedenen singuliéren Stellen von z, deren reeller 
Teil positiv und von Null verschieden ist. Unter den eugehirigen positiven 
reellen Zahlen 


(a) p= SEs, k=1,2,--, 


2a 

sei B die kleinste. Existiert keine singuliire Stelle mit positivem reellen Teil, 
so setze man B= co. Alsdann konvergiert die Reihe (2) fiir alle s des 
Variabilitdtsbereiches von s, die B nicht iibersteigen; sie divergiert fiir alle s 
des Variabilitétsbereiches von s, die B tibersteigen. 

Soweit x4(8):8 gleich . wird, ist der Konvergenzbereich der Reihe (2) 
mindestens der soeben angegebene. 

23. Der Satz 3 des ersten Kapitels betreffend den Fall p<>- 


Ist der Quotient x,(s):s bestindig kleiner als ca , 8o gestaltet sich die 


Ubertragung der Betrachtungen des ersten Kapitels nicht ganz so einfach. 
Wir bemerken zuniichst, daB die Werte x, den Werten s ein-eindeutig 
zugeordnet sind, da s mit z) wachsen sollte. Wir denken uns daher, die 
Funktion, die diese Abhiingigkeit ausdriickt, sei gegeben in der Form 

8 = A(a). 
Dann wichst 4 mit x, und zwar so, ‘dab immer 

A(Xq) + %y > 2 

bleibt. Der Auschaulichkeit halber denken wir uns 4 auch fiir stetige x 
definiert in der Art, daB die ebengenannten zwei EKigenschaften fiir alle 
reellen positiven z, erfillt sind, wenn 2, eine stetige Veriinderliche be- 
zeichnet. Der besondere Fall des ersten Kapitels (Nr. 7) tritt dann ein, wenn 

S=1- 2X 
wird, wo A eine Konstante, nimlich 1: p, bezeichnet, die gréBer als 2 ist. 

Die Konvergenzbedingung (8’) der Nr. 7 schreibt sich jetzt allgemein 

wie folgt: 

(8a) (8 — 2)” < (@) —%)* + a," 

wo der dem dort betrachteten singuliiren Punkte a, = a,) + 4@,,¢ ent- 
sprechende Index k der Einfachheit halber unterdriickt und a, + a,i statt 
4,9 + &,% geschrieben ist. 

Stellen wir nun in einer neuen Ebene 2, und s als Koordinaten eines 
rechtwinkligen Koordinatensystems dar, in dem 2, die Abszissen, s die 
Ordinaten bedeutet, und denken wir nun beide GréBen veriinderlich, so 
stellt die folgende Relation (8a) das ,Innere“ einer Hyperbel dar. Von 
dieser k6mmt nur der ,,obere“ Ast in Betracht, der durch 


(8b) $= Xt V(a— %y)* + a,? 
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definiert ist, wo die Wurzel positiv zu nehmen ist. Denn es mub s > 2, 
sein. Der zwischen diesem Aste und der Abszissenachse eingeschlossene 
Raum enthiilt die Punkte (s, z,), fiir die s positiv und die Bedingung (8a) 
erfiillt ist. Mit 2, wiichst auch das in (8b) definierte s. 

Der obere Hyperbelast wird von dem Strahl s=1-2,, wo A eine 2 
tibersteigende Konstante ist, in einem Punkte S geschnitten, dessen Abszisse 


a ata? 

(9b) = V (aes) + 4a—2) — 74-9 

immer reell und positiv ist, da die Wurzel positiv zu nehmen ist. Dies 
stimmt mit Nr. 7, und es geht geradezu die Gleichung (9b) in die Glei- 
chung (9’) der Nr. 7 iiber, wenn man 4=1:p, 4 =—pb,, ag=G,9, 4, =4,, 
setzt. Ist daher, wenn 2, alle Werte seines Variabilititsbereichs bis oo 


durchliuft, die untere Grenze der Wertereihe A(z): x, gréBer als 2, mit 
Ausschlu8 der Gleichheit, so muB die Kurve 

8 = 1(2,) 
den oberen Hyperbelast in einem Punkte wie S schneiden. 

In Figur 3 sind der Ubersicht- 
lichkeit halber noch der Mittel- 
punkt MW der Hyperbel, sowie nach 
der Seite des oberen Astes zu die 


Asymptoten gezeichnet. Der Mittel- 
punkt M hat die Koordinaten 





Ly = Gy, S= ap. 


~ Im der Figur ist a, negativ ange- 
nommen. Die Asymptoten haben die 








Gleichungen 
Fig. 3. $=, 8 = 22) — dp. 
Die Koordinaten des Schnittpunktes der Kurve 
s = 1(a) 


hiangen daher von den Wurzeln der Gleichung ab 


U(a) = % +V(49—2y)* + 4,3, 
d. h. von dem Charakter der Funktion 4(z,). Verliiuft die Kurve ganz zwischen 
der Hyperbel und der Asymptote s = 27, —a,, so existiert tiberhaupt keine 
positive Wurzel. Der Satz 3 der Nr. 7 erweitert sich demnach wie folgt: 
Satz 3’. Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsschema (s,x) der in 
Nr. 20 betrachteten Art, das auch die Bedingungen (a) und (b) der Nr. 22 
erfiillt. Es sei x,(s):s fiir alle Werte s des Variabilitétsbereichs von s kleiner 
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als - , und es sei fiir alle reellen positiven Werte der stetigen Verinder- 
lichen x, die GriBe s eine stetige mit x, wachsende Funktion 2(x) von 2, 
fiir die 1%): 2 gréfer als 2 bleibt. Ferner sei f(2) eine von s unabhingige 
analytische Funktion der komplexen Variabeln z, die nur eine endliche Anzahl 
singuldrer Stellen a, = dj. + 4,,¢ besitet. Gehirt der Nullpunkt zu den 
.singuliren Stellen von f(z), so ist die Reihe 


(2) [(a\y = Ug(s) + u,(s) + ue(s) +--+ ad inf. 

fiir jeden Wert von s divergent. Gehirt der Nullpunkt nicht zu den singu- 
liiren Stellen von f(z), so gilt Folgendes: Hat die Gleichung 

(9b) A(X) = aX + V (ayo —2%9)* + 43, 


wo die Wurzel positiv zu nehmen ist, nicht mehr als eine positive Lisung 2), 
so setze man fiir diese, wenn sie vorhanden ist, 1(2))=p,, dagegen B, = 00, 
wenn keine positive Lisung x, existiert. 

Ist nun B die kleinste der Zahlen B,, so ist die Reihe (2) konvergent 
fiir alle s< B, und divergent fiir alle s>B des Variabilitétsbereichs von s. 
Wird fiir ein s dieses Variabilititsbereichs s = B, so konvergiert oder divergiert 
die Reihe (2) fiir diesen Wert von s, je nachdem die Reihe 


(1) f(a) = fo) +f (wa) (@ ay) + + f" (aq) (@— ay) +--+ ad ink. 


fiir x = B und den zugehirigen Wert von x, konvergiert oder divergiert. 


Viertes Kapitel. 
Anwendungen. 
§ 1. 
Das Bernoullische Schema. 


24. Die erzeugende Funktion. Das Bernoullische Schema ist ein 
besonderer Fall des in Nr. 16 betrachteten Schemas, das aus lauter iden- 
tischen Elementarschematen multiplikativ zusammengesetzt war. Man hat 
dort nur a=0, b=1, also 6 =s zu setzen und erhilt die erzeugende 
Funktion des Elementarschemas entsprechend der dortigen Gleichung (31): 


(31') Zm ger + pe = Vt rsa) + 5; +" 
Demnach wird 


(48) ¥, = patg"-'—(—p)"—"}, n = 2,3,-+- 
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und im besonderen 
(48’) Ye= PY ¥3= PYG — P)- 
Es sind demnach die y, mit geradem Index immer positiv und sym- 


metrisch in p und qg. Die y, mit ungeradem Index sind das Produkt aus 
q — p und einer positiven symmetrischen Funktion von p und q. Sie sind 


daher fiir p< - simtlich positiv, fiir p = : simtlich null, fiir p> - 
simtlich negativ. 
Die erzeugende Funktion des Gesamtschemas wird 


(31") A= (qe** + pet*)¥ = 1+ G(s) - 3 + 49(8)- a sini 
Die Gleichungen (35) der Nr. 16 werden hier 


(35') ¢:(8)= spq, ¢(8) = spq(q — p). 

Beachtet man, daB Z* ungeiindert bleibt, wenn man z mit — z und 
p mit q vertauscht, so folgt, daB bei Vertauschung von p und q die ¢,(s) 
mit geradem Index ungeindert bleiben, die mit ungeradem aber ihr Zeichen 
wechseln. Es sind daher wie bei den y, die c,(s) mit ungeradem Index 


fiir p< ; siimtlich positiv, fiir p = - 


, samtlich 0, und fiir p> > siimt- 
lich negativ. 

Es werden ferner ¢,,(s) und ¢,,,,(s) nach Nr. 16 ganze rationale 
Funktionen n‘” Grades von s, und zwar gehen die Aquivalenzen (39) und 


(40) der Nr. 16 fiir das Bernoullische Schema bzw. iiber in 
(39) ¢,(8)~1-3-5---(2n—1)(spq)", (s), 
(40°) Cy41(8) V1 -3-5-++(2n +1) 2q—p)(spa)", (3), 


was allgemein bekannt ist. 
Die Funktion Z* geniigt der partiellen Differentialgleichung 


ez az _ 
(49) | “my es: 2Z*. 


Setzt man hierin fiir Z* die Reihenentwicklung (31”) ein, so ergibt 
sich folgende Rekursionsformel fiir die ¢, = c,(s): 


(50) Cn41 = PGC, + Spq- NC, _4. 


Dabei bedeutet c’, die Ableitung von c, nach p, wobei man die Relation 
q=1—~p m bedenken hat. Aus dieser Rekursionsformel findet man der 
Reihe nach fiir n=1,2,3...6, wenn man die Anfangswerte c.= 1, c,=0 
beriicksichtigt: 
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Cy = SPq, 

¢; = spq(q — P), 
(51) )¢,= 3(spq)* + spq(1 — 6pq), 

¢; = (¢ — p){10(spq)’? + spq(1 — 12pq)}, 

¢ = 15(spq)* + 5(spq)® (5 — 26pq) + spq(1 — 30pq + 120p*q*), 
‘ wie ebenfalls allgemein bekannt ist. 

25. Eine besondere Eigenschaft der Momente des Bernoulli- 

schen Schemas. 


In Nr. 15 haben wir gezeigt (Satz 9) daB bei jedem Wahrscheinlich- 

keitsschema 
Cy Ogi 0, Cog lg... CE E<... 

ist. Die multiplikative Zusammensetzung des Bernoullischen Schemas und 
der Umstand, daB bei diesem alle ¢, mit ungeradem Index das gleiche 
Vorzeichen haben, gestattet uns, dem Satze 9 den folgenden zur Seite zu 
stellen: 

Satz 16. Beim Bernoullischen Schema ist fiir alle ganzen positiven 
Zahlen « und B 

leges\S Capi 

DaB dieser Satz ein Seitenstiick zu Satz 9 ist, ergibt sich, wenn man 

bedenkt, daB aus Satz 9 folgt:. 


FR ap > 
€,6, < Cass g=— By 
26, < Cy6 gy, lays, @S2, 


Cg€q < Cg€g41 < Cans, a>3, 


Cxla< Cx-1 a4 < Cat? a = B, 
also, da die Reihenfolge der Indices beliebig ist fiir alle ganzen positiven 
« und p: 
CgEx< Ca+p 

Gilt umgekehrt diese Relation fiir jedes Schema, so folgt aus ihr der 
Satz 8 und daher auch der Satz 9 der Nr. 15. 

Um nun den Satz 16 zu beweisen, schicken wir zuniichst den folgen- 
den Hilfssatz voraus: 

Hilfssatz. Es seien in den Reihen 


= a inci = gn 
fe)= Da i2)— Doin 
0 0 
alle Koeffizienten a, und b, positiv (oder teilweise null), und es sei fiir alle 
«,B=0,1,2,...00 
AAs Mas 9 babs < Vasz: 
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Setzt man nun 


fae) 334.5 wai? 


d= (5) aba 
0 


so sind auch alle d, positiv (oder teilweise null), wnd es ist fiir alle 
a,B=1,2,...00 auch 


also 


d,4,< a, 4 9- 
In der Tat wird 


tty DG) (abe sho n< DE) taabeep rc 


4=0,1. 
ott,t..0 


Setzen wir nun in der letzten Summe 4+ u =v, so wird 


a+, 
dady< D3C,- Aba 
0 


wo der Koeffizient C, sich bestimmt zu 


ma a B 
ie 2 (7) (, _ i) : 
Nach bekannten Formeln ist aber diese Summe 


rai -(“t 4: 


’ v 


Also folgt 


a@+5 


d,d,< > (**°) Oba 49-1 Fess: 
0 


Hiermit ist unser Hilfssatz bewiesen. 

Wir beweisen nun den Satz 16 zunichst fiir s=1. Ein Vergleich 
der Formeln (31’) und (31”) dieser Nummer lehrt zuvérderst, daB diese fiir 
s = 1 in jene iibergeht, und dab daher 

Y, = ¢,(1) 
ist. Sodann lehrt Formel (31), daB 


¢,(s) = >) e,(s — 1)e,_ ,(1) 
0 


ist. Hier entspricht c,(s—1) den a, unseres Hilfssatzes, c,_,(1) den 
b,_, und c,(s) den d, des Hilfssatzes. Die ¢ kénnen wir dabei alle als 
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positiv voraussetzen, wenn wir zuniichst annehmen, daB g > p ist. Unter 
dieser Vorausetzung ist zufolge unseres Hilfssatzes der Satz 16 fiir jedes s 


bewiesen, wenn er fiir s=1 gilt. Fiir s = 1 wird aber nach Formel (48) 
dieser Nummer 


¢,(1) = pq\|q*-' ome (— p)*-*}, 
cp(1) = pata’-*— (— py"), 
Cox (1) = pa{qtt?-1— (— p)*+?-1} 


Ca4p(1)—Cq(1)e,(1) 
=palqet?*—(—p)rtt'— part? — (—p)° of —(—p a? + (— yt P-*e} 
= patgst? + (— p)**? — g*(— pP — (— p)*@"} 
= pala*la’ — (— p)’) — (— ple’ — (— py’) 
= pa\q* — (— p)*} |g? — (— py}. 

In dem letzten Produkte sind wegen der Annahme q > p, alle Fak- 
toren positiv; also ist unter dieser Annahme der Satz 16 fiir s = 1, also 
zufolge des Hilfssatzes fiir jedes s bewiesen. 

Ist nun g <p, so hat man nur zu beachten, daB die Relation 

|e.¢,| Sle 


‘und daher 


e+e | 

bei der Vertauschung von q und p ungeiindert bleibt, um zu erkennen, 
daB sie auch fir g <p richtig ist. Fiir g=p= ; ist die Relation evi- 
dent, wenn einer der Indizes « und # ungerade ist, da die ¢ mit unge- 


radem Index fiir p = - verschwinden. Sind aber «@ und # beide gerade, 
so ist die Relatiun in dem friiheren Satze 9 enthalten. 

Wir schlieBen hiermit die Betrachtungen iiber das Wahrscheinlich- 
keitsschema g(s, x) des Bernoullischen Theorems und wenden uns zunichst 
zu Funktionen f(), die bei dem Bernoullischen Schema insofern eine aus- 
gezeichnete Rolle spielen, als ihre Erwartungswerte sich in geschlossener 
Form darstellen lassen. 

26. Die Funktion (a,m). Aus 


(q+ pz)'= >?9(s, a“)a* 
0 
folgt durch n-malige Differentiation nach z 


(52) (s, m)p"(q + pz)" = >9(s, a) (x, m)ar-*. 
Dabei ist gesetzt ‘ 
(u,n) = u(u— 1l)\(u—2)...(u—n+1). 
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Fiir c= 1 folgt daher aus (52) fir den Erwartungswert von (x, »): 
(53) (x, 2)y = (8, »)p”. 
Mit Hilfe der bekannten Formel 
atm” (x, 1) + (a, 2) ++ +E ww), 


n} 
wo 


A" 0" ao 
~~ ile 


1 
ist, laBt sich hieraus der Erwartungswert von 2” explizite darstellen: 


0” : 24)" ng 
(54) (2"), = “ (s, 1)p + “ (s,2)p?+--++ = (s, m)p”. 


n! 


Im Limes fiir s = co folgt daher 


lim (2")5: 2" = lim (s, n)p": (sp)* = 1 


als Bestiitigung des ersten Hilfssatzes (Satz 4) fiir die Funktion f(x) = 2”. 
27. Die Funktion 1:(4+1)(4+2)---(@+n). Aus 


(e+ p= Sols, 2)¢ 
0 


folgt leicht durch n-malige Integration nach z zwischen den Grenzen 0 
und z 
a1 
(q+ ps) *"*— ~p(s+n,ax)z” s 
0 Bas > p(s, x)e"*" 
(@+1)@+2)---+m)p* = eed (1 + 1)(@+2)--- +H)” 


Also ergibt sich fir z= 1 


n—-1 
1— Sr o(s+n,2) 
‘ ¢ ee = oO ee 
(1:(@@+1)@+2)---@+"))o— tne ry cetwP? 
oder 
n—-1 
1— S:9(s +n, 2) 
(55) {1:(2+n,n)},=——~ 


“(s+n,n)p" 
Da das Bernoullische Schema als Schema der wiederholten Versuche 
die Forderung (%,) der Nr. 8 erfiillt, so ist bei gegebenem » 


n—1 


lim > 9(s +n,x)=90 
s=@ 0 


{1l:(a7+n,n)},~1:(s+n,n)p"~ Lia", (8). 


und daher 











Mathematische Statistik. 399 
Dies ist wieder eine Bestiitigung des ersten Hilfssatzes fiir die Funktion 
f(z) =1:(@+n,n). 
Denn nach diesem muB sein: 
{1l:(~@+n,m)}y>~ 1: (a+ n,n) ~1: 2,4", (s), 
wie wir soeben gefunden haben. 


28. Die Funktion e. Da die Funktion e* nicht algebraisch ist, so 
sind fiir sie die Bedingungen des zweiten Kapitels nicht erfiillt. Wir 
werden zeigen, daB auch der erste Hilfssatz fiir diese Funktion nicht gilt. 
Es lit sich niimlich der Erwartungswert von e* beim Bernoullischen 
Schema direkt berechnen. Fiir jedes z ist 


Sols, = (a + per. 
0 


Setzen wir also fiir z irgend eine Konstante i, so wird 
(56) (*)o—= (¢ + pe'y 
und im besonderen fiir k = 1 


(56a) (e*)) = (q + pe)’. 
Es wird daher 


lim (e*),: e% = lim (q + pe): &? = lim (qe~? + pe’), 


und dieser Limes ist gleich co, da ge~? + pe’ groBer als 1 ist. 
29. Die unendliche Reihe fiir den Erwartungswert von 
1:(1 +2). 
Die Funktion der komplexen Variabeln 2: 


f(z) =1:(1+4+2) 
hat als einzigen singuliéren Punkt z = — 1, dessen reeller Teil negativ ist. 


Die Reihe (2) ist daher fiir p > : nach Satz 2 bestiindig, fiir alle ganzen 


positiven s konvergent. Ist dagegen p < >) so folgt aus Gleichung (9’) 
der Nr. 7 nach Satz 3: 


ie Veep) + maa ? 7 > a —? 
also, da die Wurzel positiv zu nehmen ist: 
b=1:(q—p). 
Die Reihe (2) ist also in diesem Falle fiir alle s<[b] konvergent. Es 
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ergeben sich daher die Konvergenzbezirke der Reihe (2) fiir f(z) = 1:(1 + 2) 
aus der folgenden kleinen Tabelle: 





Ist p so darf s nicht griBer 

nicht kleiner als aber kleiner als sein als 
0o=—0 1: 4 = 0.25 i 
1 4 = 0.25 1: 8 = 0.333... 2 
1 3= 0.333... | 3: S=—0.3875 3 
3: 8 = 0.875 2: 5=>0.4 4 
2 5=04 5: 12 = 0.4166 5 
9 20 = 0.45 | 5: 11— 0.4545... 10 
99: 200 = 0.495 50: 101 — 0.495... 100 
999 : 2000 = 0.4995 500 : 1001 — 0.4995... 1000 

1: 2=05 1 =1,000 ae 











Beschrinkt man sich in der Reihenentwicklung (2) auf das Glied 
uw (s) und fiigt den Rest R,(s) hinzu, so liBt sich in der entstehenden 
Gleichung 

(l:1+2),=—(1:1+2,) + R,(s) 


der Rest R,(s) direkt fiir jedes p unabhiingig von der Konvergenz der 
Reihe (2) abschiitzen, da man nach Nr. 27 den Erwartungswert von 
1:(1+ 2) direkt kennt. Es folgt aus Formel (55) fiir » = 1: 


{1:(1+2)},=(1—¢t'):(s+1)p 
und daher 


a+1 1 _ q—qt*—spq7*' q 


@+1)p ~1+ep  peti)a+ep) ~ x?" 


0< RB,(s)< 5-4 

30. Der mittlere Fehler von Vz fiir p>. Die Funktion z, 
wo die Wurzel positiv genommen werde, erfiillt die Bedingungen &% der 
Nr. 8. Es gilt daher fiir sie der erste Hilfssatz, wonach (Yz),~Vz,, und 


auch der zweite Hilfssatz, fiir den wir sie als Beispiel betrachten wollen. 
Es wird fir 


f(x) =V« 


oftenbar 
f(z) = - », m=Vspq, %= Sp. 
2Vz 
Da nun nach dem zweiten Hilfssatz 


Mf) ~ f’(x) m, (s) 
ist, so folgt: 
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M (Vz) ~ = Vg tah (s), 


oder 
(56b) M(Vz)~+Va, (:). 


Wihrend also der mittlere Fehler von x mit s unbegrenzt wiichst, 


bleibt der von Y2 auch bei unbegrenzt wachsendem s unterhalb einer 
festen Zahl und konvergiert mit unbegrenzt wachsendem s gegen den 


echten Bruch + V4. 

Wir wollen nun von den Entwickelungen des ersten Kapitels Ge- 
brauch machen, um zu zeigen, wie man mit ihrer Hilfe in dem Beispiel 
f(x) = Vax den Erwartungswert und den mittleren Fehler auch fiir end- 
liche s innerhalb enger Grenzeh berechnen kann, wenn p>> ist. Da 
die Reihe 
(QV) Ve=Vm {1+ 5°S"- 5 (FS) te S) - 


an der singuléren Stelle = 0 noch konvergiert, so ist die entsprechende 
u-Reihe 


@) (Ve) Va(1-25,4 13,8 


8 a,? ' 2-4-62,> ove} 
nach Satz 2 der Nr. 6 bestiindig fiir alle Werte s konvergent, wenn p > : 
ist, dagegen nach Satz 3 der Nr. 7 bestindig divergent, wenn p < 5 ist. 
Wir nehmen demnach an, dab p > > ist. Alsdann haben alle Glieder in 


der geschweiften Klammer mit Ausnahme des ersten Terms 1 das nega- 
tive Zeichen, und wir schlieBen zuvérderst 


(Vi )o< Va, 
wie sich dies auch allgemein fiir jedes Wahrscheinlichkeitsschema aus 


Satz 7a der Nr. 15 schlieBen lift, wenn man dort f= Vz, n = 2 setzt. 
Sodann beachten wir, daB in 


x)" = > 9 (s, 2) (=> 79)" 


wegen p > 2 alle Glieder (2 — 2x): 2)" absolut kleiner oder gleich 1 sind, 


also mit wachsendem n ihrem Betrage nach nicht zunehmen. Es ist da- 
her in (2’) 
Cy é C, 


=> 4,>-+>--- ad inf. 


Zo rT, Xo 
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Fiir die Summe vom Gliede mit c, an ergibt sich daher in der 
Reihenentwickelung (2), wenn # einen positiven echten Bruch bedeutet, 
da ¢, negativ ist: 


sia 1-3 « 1-3-5 


1-3 1-3-5 
(57) ; \ 


et md wr ie aa 


ey — 
2-4-62,5 2-4-6-82,' + v7 


Setzt man andererseits in (1‘) x = 0, z= 1, so folgt 


' 1 1 1-3 1-3-5 ) 
—" ss" lea ts: 4-6-8 7%" 'f 
oder 
3 3 1-3-5 
~S ag - o D ils 
Setzt man dies in (61) ein, so folgt 
1-3 ey 1-3-5 « 3 é. 
2-4-6,5 2-4-6. @z,i 7 ea hell ov? as 
Es folgt also aus (2’): 
5 SR a Si eels 
(98) (Vz).— Vi {1 ~ Bz? 5 2: z°J 


Aus dieser Ungleichung ergeben sich zunichst enge Grenzen fiir der. 


Erwartungswert von Vx. Im letzten Gliede ist namlich @,:,° kleiner 
als ¢,: 2%. Es wird also 


(Vz),—Va(1-2-&) -vep(1-2-3), 


wo # wieder einen (anderen) positiven echten Bruch bezeichnet; d. h. 
es ist 


(59) Vep (1— 41.) <(Vi< Vip 


die gewiinschte Ungleichung. Fiir s = co wird das Verhiiltnis der beiden 
Grenzen gleich 1 und sogar ihre Differenz gleich 0. 

Um analoge Grenzen fiir den in (56b) asymptotisch ermittelten 
mittleren Fehler von [Vz zu finden, setzen wir in der Formel 

M*(f) = (fo — (fo) 
= Vx und finden 

(60) M* (Va) — x — {(Vx)o}*. 

Gehen wir noch einmal von der binomischen Entwickelung aus 
(61) Vit+er-1lt+ez—e2%+e,2°—---, 
wo 


1 
9? 


=~ Se 9 1 


‘f° —_ — 
(62) e -+-(2n—2) 2n 


00) = 
me 


1 _— 
(yg = 
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gesetzt ist, so schreibt sich (2’) wie folgt: 
(2’) (Vz )—Vm% {1—e-= eo i %: ait: |. 


Erheben wir diese Gleichung ins Quadrat, so folgt 


(63) {(Vz) el —2,{1—2¢,- f+ See On — 14 Mp1 


—s t 
— Cn 9 Cgn_9lg — °° — Cy ly_ 9 Ogg — OO g_ 1 Cg_a + OQ] —}- 


In der Summe & auf der rechten Seite haben das erste pe letzte 
Glied ec, der Klammer [], da p > ba , das Vorzeichen (— 1)", alle tibrigen 


Glieder —e,_,¢,¢,_,¢, der Klammer haben das entgegengesetzte Zeichen 
(—1)"**. Es wird daher die ve Summe, da c, = 0 ist, 


) -2 
(64) aI 2e, Fc + > ae a Sa=8| - 
Nach dem Satz 16 der Nr. 25 war nun 
|¢,¢,..31<|¢,|, k=2,3...n—2. 


Bezeichnet daher # einen positiven echten Bruch, so wird die Summe 
der Formel (64) 


3-- de. aad Stee eC, — -1) Ss, 


Andierseits folgt, wenn man (61) ins Quadrat erhebt und beachtet, 
daB fiir » >2 der Koeffizient von 2" gleich 0 sein muB, 


n—1 n—2 
© © . q 
0 = 2e,— 7*e,6,_,= 2e, — 2¢,¢,-,— Mee. 1, n=2,3--+ 
1 3 


Hieraus ergibt sich mit Riicksicht auf (62) 


2n—3 1 n—3 
> ‘ = 
1 66,2 2(Cn— C1 lpi) = 26 q—1 ( Qn —+) vest” Cy—1° 


2 
Mithin wird die Summe der Formel (64) 


e SJr2n—3 n—8 c, 
> =— >| a Og rs ty -1|| 3% 
3 3 
. n—3 c, | 
—— (1+ 0-9) "Fes 3s. 
3 
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Setzen wir dies in die Summe ein, die auf der rechten Seite von (63) 
auftritt, so ergibt sich 


\ 12 Cs . ,nr—3 C, 
\(Vz)o} = Xe {1 — 2¢,- z,? ->(1 +{) -@) — ia, x," I> 
3 
oder, wenn jetzt @ einen anderen positiven echten Bruch bedeutet, 
. {(+/..\ 12 le 
(65) ((Vz)}’—2, {1-4 , 28-3 <3 Sre,} - 
3 


Setzt man nun in (61) z = — 1, so folgt 


0=1 , 
5 


Es wird also 
"1 2 
Daher liefert (65) 
- : 1 ¢, 3 é, 
(abla TT 0B 


Nach Satz 9 der Nr. 15 ist aber 
Cs 2 Co< 2 Cg, 
also 
E57 < CC. 
Beim Bernoullischen Schema wird daher mit Riicksicht auf die For- 
meln (51) der Nr. 24 


gt lias —6 
e,'< Be, {1+- toe}: 


Nehmen wir also s so groB an, dab c,= spq > 1 ist, so wird 
é," < 3e,° (1+ ; 3) = 4¢,', 
Ey 2 Heo < 2 (ce, : %*)'*. 


Es liefert demnach die Formel (66), wenn # wieder einen (anderen) 
positiven echten Bruch bedeutet, 


{(Vz)o}° malta — : a: (2)"}, 
sobald ¢,>1 und p> > ist. 
Setzt man dies in (60) ein, so folgt 


meiys)— (1400 V3)— tals 460 V5) 
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und durch Ziehen der Quadratwurzel 


(67) m (V2) =} Va(1+ 30/4), 
wo % wieder einen (andren) positiven echten Bruch bedeutet und alle 
Wurzeln positiv zu nehmen sind. Es besteht demnach, sobald p24 


‘und c, > 1 ist, die Ungleichung 


(68) = Va<M(Vz) <4 Vva(1 +3 4) 
die fiir unser Beispiel die gewiinschte Verschiirfung d i zweiten Haupt- 
satzes im Falle p25 darstellt. Analog wie bei der Relation (59) ist 


auch hier wieder fiir s = co nicht nur das Verhiltnis der beiden Grenzen 
gleich 1, sondern auch ihre Differenz gleich 0. 


§ 2. 
Der Divergenzkoeffizient. 


31. Vorbereitungen. Der Divergenzkoeffizient tritt bei einem Schema 
auf, wie es in Nr. 17 betrachtet wurde, das aus einer Reihe von Elementar- 
schematen zusammengesetzt ist. Diese Elementarschemata sind hier basiert 
auf Bernoullische Schemata, bei denen die Wahrscheinlichkeit p des 
Eintretens des beobachteten Ereignisses bei einem Versuche dieselbe ist 
fiir simtliche Schemata. Es sei 6 die Anzahl dieser Schemata, r, die 
Grundzah! und n, die Ereigniszahl des /*" Schemas, so dab n, die Werte 
annehmen kann 


Dann ist 
n° =7r,-~ 
der Erwartungswert von », beim k*" Schema. Die Zahlen 
1, %,--, ad inf. 
mégen siimtlich kleiner als eine feste Zahl bleiben, wenn die Anzahl o 


der Schemata unbegrenzt wiichst. Ferner soll jedes r, mindestens gleich 
3 sein. 


Der Divergenzkoeffizient @ in seiner einfachsten Form, die wir hier 
allein betrachten, ist dann definiert durch die Gleichung 


» 2 1 (1. — 7,.°)* 
9 —=— 
(69) Q D>, es 


wobei @ positiv zu nehmen ist. Die GriBe q ist gleich 1 — p. 
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Die untere Grenze der Werte Q ist > 0, die obere Grenze ist ge- 
geben durch 


a 


~ ° 1 
(70) O<epa a, 


1 


wo v, die gréBere der beiden Zahlen r,p* und r,q° bedeutet. Setzt man also 


(71) = Snr, 
1 


so wird 

(70 a) V< °, wenn p> ; ist, 
und 

(70b) e<4, wenn p< ist. 


Um nun die Siitze des ersten bis dritten Kapitels anwenden zu kénnen, 
fiihren wir die Variabele x statt Q durch die Gleichung ein 


(72) r=6- Q*. 
Alsdann variiert x zwischen den Grenzen 
0<7<s, 
wo 
| sao"? fir p> a 
son q 2 
(73) org 1 


za setzen ist. Die Verinderliche « ist keine ganzzahlige Verinderliche, 
wohl aber geniigt sie infolge ihrer Ableitung aus Elementarschematen den 
Bedingungen des verallgemeinerten Variabilitiitsbereiches, den wir in Nr. 20 
eingefiihrt haben. Da der Erwartungswert von Q* gleich 1 ist, so ist der 
von x gleich 6. Wir haben also: 


(72 a) Lyo= 6. 


Er wiichst also, wie dies in Nr. 22 verlangt wurde, unbegrenzt mit 
wachsendem 6. Der Quotient 


(73 a) Zo:s=q:ryp fir »p>s, 


(73 b) %is=—p:rq fir p< 


wo 


hangt noch von 6 ab, weil 


(71) rm (try tees +4) 
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im allgemeinen noch von 6 abhingt. Da aber jedes der r, mindestens 3 
sein sollte, so ist auch r nicht kleiner als 3. Es ist also der Bruch 

Po = %qi8 
unter den gemachten Voraussetzungen kleiner als = aber auch bei un- 


begrenzt wachsendem o griéfer als eine teste positive Zahl. Setzen wir 
weiter 


_ (mj, — n,°)?* 
(74) a 
so wird beim k*" Elementarschema 

z=1 


und die Variabele « des Gesamtschemas, die in Gleichung (72) definiert 
wurde, 

=24,+%+°°'+2, 
in Ubereinstimmung mit Nr. 17. Ferner wird die Wahrscheinlichkeits- 
funktion des k*" Elementarschemas 


(75) 9, (2) = (") preg’, 


vu 
Das xn“ Moment dieses Schemas 
Yun ™ > Y,(x,)(%,— 2,°)" 
7; 


wird nach (74) und (75) der Erwartungswert, auf Grund des Bernoulli- 
schen Schemas, von einer ganzen rationalen Funktion von n, und ,°, 
dividiert durch eine Potenz von r,pq, und daher, wie die Momente des 
Bernoullischen Schemas, selbst eine ganze rationale Funktion von r, vom 
n" Grade, abgesehen von der im Nenner auftretenden Potenz von r,pq. 
Also haben die unendlich vielen Momente 


Vine Yaar >> of inf 
bei unbegrenzt wachsendem 6 eine endliche obere und eine endliche untere 
Grenze, wie dies der Satz 12 der Nr. 17 verlangte. Im besonderen wird 


fiir n= 2 
rk 


2 = Tr, nm, rh.—n (n, — n,°)* 
viz = a Px(%,)%, — (a)? = 2" =) Tr rpg? 1, 
also nach den Formeln (51) der Nr. 24 
16 — 3(repa)?+ (1—6pa)npg  , _ 9 , 1—69q_ 
(76) v2 r,7p?q? 1 2 + r.pq 
Es ist daber die untere Grenze der Zahlen 
Vier Yee» Ys9--- ad inf. 
gréBer als 1 und daher von Null verschieden. Also sind unter den ge- 
machten Annahmen sowohl die Bedingungen des Satzes 12 der Nr. 17 als 
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die der Nr. 20 hinsichtlich des Variabilititsbereiches von z erfillt. Es 
folgt also aus dem Satz 12 der Nr. 17 und Satz 2’ der Nr. 22 der: 
Satz 17. Ist Q der Divergenzkoeffizient, « die Anzahl der Elementar- 
schemata, aus denen er gebildet ist, und 
o- 6Q’, 


so gelten die Siitze des ersten Kapitels fiir jede algebraische Funktion f(x) 
von x mit von 6 unabhingigen Koeffizienten, vorausgesetat, dap folgende 
Bedingung erfiillt isi: 

a) Die Grundzahlen 


Fay Ve - 20% 


sind mindestens 3 und bleiben kleiner als eine feste Zahl, wie groB auch 6 
werden mag. 


Die Séitze des 2zweiten Kapitels dagegen gelten, wenn die Forderung a) 
und auBerdem die folgende erfiillt ist: 
b) Der Quotient 
Po %qi 8 
konvergiert mit unbegrenzt wachsendem 6 gegen einen von Null verschiedenen 
Grenzwert. 


32. Folgerungen. Als Beispiel betrachten wir die Funktion 
f(a) =Vz 
fiir einen gegebenen Wert von o. Nach dem bekannten Satz iiber die 


Addition der Quadrate der mittleren Fehler bei einem aus Elementar- 


schematen multiplikativ zusammengesetzten Gesamtschema folgt fiir das 
zweite Moment c, des Gesamtschemas 


(77) C= Net Jeet: +++ Yog= 20(1 + 8), 
wo 

a _ 1—6pq 1 

(78) = Ue 

und 

ee 1 a Ne. t 


oa 

gesetzt ist. Es ist also 1:7’ und ebenso « zwar eine kleine Zahl, bleibt 
aber zwischen endlichen von 6 unabhingigen Grenzen, wenn 6 unbegrenzt 
wiichst. Die untere Grenze von 1:7" ist gréBer als 0. 


Mit Benutzung des Wertes von c, wird die Reihe (2) fiir das Schema 
des Divergenzkoeffizienten: 


(2”) (Vax = V2 | f1— 


tes “tress iF 
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Da aber dem in der vorigen Nummer Gesagten zufolge der Bruch p, 
fiir alle 6 immer kleiner als = ist, so ersehen wir aus Satz 3 des ersten 


Kapitels, daB die Reihe (2”) und daher auch die aus ihr durch die Sub- 
stitution z= 6@ entstehende Reihe (vgl. Formel (72a)) 


(80) (Qy=1—*t* +... 


bei unbegrenzt wachsender Anzahl der Glieder immer divergiert, fiir jeden 
Wert von 6. 

Die gewihnlich von den Statistikern benutzte Reihenentwickelung, die 
thnen zur Ermittelung des Erwartungswertes von Q und des mittleren 
Fehlers von Q dient, ist daher stets divergent. 

Trotzdem ist das von den Statistikern fiir die beiden Werte gefundene 
Resultat richtig. Denn der erste und zweite Hilfssatz gelten unabhingig 
davon, ob die genannte Reihe divergiert oder nicht. Aupferdem geht aus 
dem Zusate zu Satz 5 (Nr. 13 des zweiten Kapitels) hervor, daB in der 
Reihenentwickelung (80) das Verhiiltnis des durch Punkte angedeuteten 
Restes zu (1+): 46, also auch dieser Rest selbst, mit unbegrenzt wachsen- 
dem 6 gegen Null konvergiert. 

Aus dem ersten Hilfssatz (Nr. 8) folgt 


(Vi)p = V2% ’ (0) 


und aus dem zweiten (Nr. 14) wegen (77), da c,= m?® ist, 
M(Vr)~-_V%e(i+s), (6). 
2/2, 


Setzt man hierin wieder o - Q? fiir x und dividiert beide Aquivalenzen 
auf beiden Seiten durch Yo, so folgt mit Riicksicht auf z= (72a) 
(81) Q~1, (6), 


(82) M(Q)~ Yi", (9), 


wobei die aus Gleichung (78) sich bestimmende GréBe « in den Anwen- 
dungen wegen ihrer Kleinheit meist vernachlissigt wird und vernach- 
lissigt werden kann. 

Hiermit ist u. a. gezeigt, daB die in der Kinleitung erwahnten statisti- 
schen Untersuchungen von L. von Bortkiewicz auch da mathematisch wohl 
fundiert sind, wo sie von der in dieser Arbeit erdrterten Hilfssitzen Ge- 
brauch machen. 


Mathematische Annalen. LXXIV. 27 
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Bericht tiber den Stand der Herausgabe von Gauf’ Werken. 
Zehnter Bericht*). 
Von 


Fevix Kien in Gottingen. 


Seit Mitteilung des letzten (neunten) Berichtes haben aufer der dort 
bereits erwiihnten Monographie iiber Gauf’ zahlentheoretische Arbeiten 
von Herrn Professor Dr. P. Bachmann in Weimar nun auch die ana- 
lytischen Arbeiten eine durchgreifende Bearbeitung durch Herrn Professor 
Dr. L. Schlesinger in GieBen erfahren. Da die endgiiltige Fertigstellung 
des X. Bandes noch einige Zeit sich hinziehen diirfte, so wurde be- 
schlossen, die einzelnen Essays vorliufig unter dem Titel ,,Materialien fiir 
eine wissenschaftliche Biographie von Gau8, gesammelt von F. Klein und 
M. Brendel“ in den Nachrichten der Sozietiét und auBerdem selbstiindig 
im Buchhandel (in Kommission bei B. G. Teubner, Leipzig) erscheinen 
zu lassen. Sie gelangen so zur Kenntnis der Fachgenossen, die hierdurch 
in der Lage sind, uns eventuell noch weitere Beitriige und Bemerkungen 
fiir den endgiiltigen Abdruck zu liefern; auch fordert vielleicht die durch 
das Erscheinen der Essays hervorgerufene Diskussion noch wichtiges 
neues Material zu Tage, das uns bisher vorenthalten blieb und dann beim 
endgiiltigen Abdruck der Essays in Band X beriicksichtigt werden kann. 

Bisher sind drei Hefte der Materialien erschienen: 

Heft I (1911). P. Bachmann, Uber Gauf’ zahlentheoretische Arbeiten. 

Heft Il (1912). L. Schlesinger, C. F. GauB, Fragmente zur Theorie 

des arithmetisch-geometrischen Mittels aus den Jahren 1797—99. 

Heft III (1912). L. Schlesinger, Uber GauB’ Arbeiten zur Funk- 

tionentheorie. 

Nachdem bereits vom Berichterstatter gelegentlich der Herausgabe 


*) Abgedruckt aus den Nachrichten der K. Ges. der Wissenschaften zu Gittingen. 
Geschiiftliche, Mitteilungen 1913, I. — Vgl. den neunten Bericht Math. Ann. 71, 
8. 251—256. 
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des GauSschen wissenschaftlichen Tagebuches in der Festschrift zum 150- 
jahrigen Jubilium der Sozietiit Vorarbeiten geliefert waren, die die 
historische Entwicklung der GauBschen Entdeckungen auf dem Gebiete 
der héheren transzendenten Funktionen vielfach anders erscheinen lieBen, 
als man bisher angenommen hatte, gelang es Herrn Schlesinger, diesen 
Entwicklungsgang bis auf wenige einzelne Punkte ganz aufzukliren. Herr 
Schlesinger berichtet dariiber folgendermafen: 

»Die Untersuchungen, die GauB iiber die héheren transzendenten 
Funktionen angestellt hat, sind uns zum gréBten Teile nur aus dem 
handschriftlichen NachlaB bekannt. Zu den in den Banden III und VIII 
der Werke veréffentlichten Teilen dieses Nachlasses hat sich noch eine 
Nachlese geschichtlich und sachlich bemerkenswerter Aufzeichnungen ge- 
funden, die im Vereine mit den bereits verdffentlichten Handschriften und 
der Kleinschen Bearbeitung des wissenschaftlichen Tagebuches das Material 
fiir die in den Heften If und II] zusammengestellten Entwicklungen ge- 
bildet haben. Das Hauptergebnis dieser Entwicklungen laBt sich kurz wie 
folgt znsammenfassen : 

»fis sind zwei verschiedene Wurzeln, aus denen die gedachten Unter- 
suchungen von Gauf herauswachsen: das arithmetisch-geometrische Mittel, 
mit dem sich Gau8 seit 1791 beschiiftigt hat, und das lemniskatische 
Integral, auf das er um 1796 durch die Lehrbiicher von Stirling und 
Euler aufmerksam geworden ist. Daneben treten Beziehungen zu seinen 
eigenen arithmetischen Untersuchungen schon sehr friih hervor; wird ja 
doch auch in den Disquisitiones Arithmeticae (1801) der Plan eines eigenen 
groBen Werkes iiber die transzendenten Funktionen erwiihnt.“ 

»Aber nur ein erster Teil dieses Werkes ist von Gauf selbst durch 
den Druck veréffentlicht worden, die Disquisitiones circa seriem etc. (1812); 
von der Fortsetzung enthilt der NachlaB nur mehr oder weniger aus- 
gefiihrte Bruchstiicke. Diese Fortsetzung sollte als besonderen Fall der 
durch die hypergeometrische Reihe definierten Funktionen die Theorie 
des arithmetisch-geometrischen Mittels und der dadurch gegebenen ellip- 
tischen Modulfunktionen bringen, die dann weiter zu einer Theorie der 
allgemeinen elliptischen Funktionen ausgebaut werden sollte. Die letztere 
Theorie erscheint bei GauB nicht nur als neues Kapitel der Integralrech- 
nung, sie wird vielmehr von vornherein mit der funktionentheoretischen 
Behandlung einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung und mit 
den ihr entsprechenden automorphen Funktionen in Verbindung gebracht. 
Die allgemeinen Prinzipien der Lehre von den Funktionen komplexer 
Veriinderlicher hatte GauB8 sich bis einschlieBlich zur Integration ein- 
deutiger Funktionen im komplexen Gebiete entwickelt; er hat ferner die 
Beziehungen dieser Theorie zum logarithmischen Potential und zur kon- 

27° 
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formen Abbildung gekannt und im Zusammenhange mit Untersuchungen 
iiber die Konvergenz unendlicher Reihen Gedankengiinge verfolgt, die wir 
heute den Grundlagen der Mengenlehre einordnen wiirden. Dagegen scheint 
er nicht iiber die Hilfsmittel verfiigt zu haben, die es ihm erméglicht 
hitten, seine von verschiedenen Ausgangspunkten aus mit verschieden- 
artigen Methoden erzielten funktionentheoretischen Resultate unter einen 
einheitlichen und allgemeinen Gesichtspunkt zusammenzufassen, und dies 
mag einer der Griinde gewesen sein, weswegen er das geplante grobe 
Werk iiber die transzendenten Funktionen nicht vollendet und iiberhaupt 
eine Verdffentlichung der Hauptstiicke seiner auf diese Funktionen be- 
ziiglichen Untersuchungen unterlassen hat.“ 

Von Interesse fiir unsere Arbeiten ist auch, daB in Ostwalds Klassikern 
der exakten Wissenschaften (Nr. 177) Gau8’ Untersuchungen iiber Gegen- 
stiinde der héheren Geodiisie von Herrn Professor Dr. Frischauf in Graz 
herausgegeben und mit wertvollen Anmerkungen versehen worden sind. 
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Die Reziprozitatsgesetze fiir Potenzreste mit Primzahlexponenten 
in algebraischen Zahlkérpern. 
(Dritter und letzter Teil.) 


Von 


Pu. FurtTwAnGcuer in Wien. 


In zwei Aufsiitzen, die unter dem gleichen Titel in diesen Annalen*) 
erschienen sind, habe ich die Theorie der Reziprozitiitsgesetze fiir Potenz- 
reste mit ungeradem Primzahlexponenten / vollstiindig erledigt. Die quadra- 
tischen Reziprozitiatsgesetze (1 = 2) erfordern dagegen noch eine ergiinzende 
Behandlung, wenn der Grundkérper & reell ist oder unter den mit ihm 
konjugierten Kérpern reelle vorhanden sind. Der einfachste Fall, namlich 
der Kérper der rationalen Zahlen, gehdrt also hierher. 

Was die Literatur iiber quadratische Reziprozitiitsgesetze betrifft, so 
sind hier zuniichst die beiden fundamentalen Arbeiten von D. Hilbert**) 
zu nennen, die den AnstoB zu diesen ganzen Untersuchungen gegeben 
haben. In der ersten Arbeit erledigt Herr Hilbert die Theorie der quadra- 
tischen Reziprozitiitsgesetze vollstiindig fiir solehe Kérper, die nebst ihren 
konjugierten imaginiir sind und eine ungerade Klassenzahl besitzen. In 
dem zweiten Aufsatze, in dem allgemeinere Entwicklungen im Vorder- 
grunde stehen, werden die quadratischen Reziprozitiitsgesetze allgemein 
aufgestellt, ferner bewiesen in dem Falle, daB die Klassenzahl des Grund- 
kérpers bei Zugrundelegung des schirferen Aquivalenzbegriffes gleich 2 
ist. Bei diesem Beweise wird der Klassenkérper des Grundkérpers heran- 
gezogen, und der Beweis beruht wesentlich auf der Tatsache, daB die 
Klassenzahl desselben im vorliegenden Falle ungerade ist. Da dies all- 

*) Erster Teil, 67 (1909); zweiter Teil, 72 (1912). Die beiden Aufsiitze sind hier 
kurz mit Teil I und Teil II zitiert. Ferner ist zu vergleichen: Ph. Furtwiingler, All- 


gemeiner Beweis des Zerlegungssatzes fiir den Klassenkiérper, Gétt. Nachr. 1911 
(zitiert als ,,Zerlegungssatz). 


**) (ber die Theorie des relativquadratischen Zahlkérpers, Math. Ann. 51 (1899), 
und Uber die Theorie der relativ Abelschen Zahlkirper, Gott. Nachr. 1898. 
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gemein nicht zutrifft, liBt sich, wie ich bereits friiher angegeben habe, 
dieses Beweisverfahren nicht auf beliebige Kérper tibertragen. 

Ich habe den allgemeinen Beweis in der vorliegenden Arbeit analog 
wie fiir ungerades / gefiihrt, indem ich das allgemeine Reziprozititsgesetz 
als speziellen Fall des Satzes aufgefaBt habe, der die Invarianz des Rest- 
charakters der singuliren Primirzahlen fiir aiquivalente Ideale behauptet. 
Ist nimlich eine singuliire Primirzahl, d. h. der Kérper (Vo, k) im 
Klassenkérper von /& enthalten, so gilt 


a Q@ 

(>) a (2) ’ 
wenn a, und a, zwei fiquivalente Ideale bedeuten. Ich zeige dann, dab 
das allgemeine Reziprozitiitsgesetz ein spezieller Fall dieses Satzes ist. 

Von den quadratischen Reziprozitiitsgesetzen handeln noch zwei Disser- 
tationen von K. 8. Hilbert*) und G. Riickle**). Die erste enthiilt in 
der Hauptsache numerische Bestiitigungen dieser Gesetze in speziellen 
Kérpern, die zweite sucht allgemeinere Betrachtungen durchzufiihren. Sie 
kommt aber nicht wesentlich tiber den Stand der Arbeiten von D. Hilbert 
hinaus. 

Durch die vorliegende Arbeit ist die Theorie der Reziprozitiitsgesetze 
fiir Primzahlexponenten zu einem gewissen Abschlu8 gebracht. Es ist das 
»allgemeine Reziprozititsgesetz* nebst den beiden ,,Ergiinzungssiitzen“, die 
zusammen in dem Hilbertschen Reziprozitiitsgesetz einen so eleganten Aus- 
druck finden, fiir alle Primzahlexponenten in allen algebraischen Zahl- 
kérpern, die tiberhaupt in Betracht kommen, vollstiindig bewiesen. 


$ 1. 


Reziprozititsgesetz zwischen einem primiiren und einem beliebigen 
Primideal; Geschlechtscharaktere. 


Der Grundkérper, den wir mit & bezeichnen, sei vom Grade m; unter 
den konjugierten Kérpern von k (mit EinschluB von & selbst) mégen s 
reelle sein: kM, k@,..., k®. 

Die Anzahl der unabhiingigen Einheitenverbiinde in k ist m’ =" *° 


und die Vorzeichengruppe der Einheiten von & sei von der Ordnung 2?. 
Die Klassenzahl von k bei gewéhnlicher, resp. schiirferer Aquivalenz sei 


*) Das allgemeine quadratische Reziprozititsgesetz in ausgewihlten Kreiskérpern 
der 2" Einheitswurzeln, Diss. Gétt. 1900. 

**) Quadratische Reziprozitiitsgesetze in algebraischen Zahlkérpern, Diss. Gitt. 
1901. 
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2", resp. 2", wobei alle Klassen mit ungeraden Klassenexponenten als Ein- 
heitselement der Klassengruppe genommen werden. Es gilt dann: 
h=W'+(s—p)=W’'+p’.. 


Die Klassenverbiinde von k bei gewdhnlicher Aquivalenz seien 


(1) eee’ («=0,1) 
und bei schiirferer Aquivalenz: 
(2) c++ di'--- di’ H (x, y=0, 1) 


wo H’ und H die Klassenhauptverbiinde fiir die beiden Aquivalenzbegriffe 
bedeuten. 

Ich betrachte jetzt den Kérper K(Vu, k), wobei wu eine primire Zahl 
aus k sei, die in m der konjugierten Kérper negativ werde; in der Relativ- 
diskriminante von K mégen ¢ verschiedene Primideale },, d,, ---, d, aufgehen. 
Zur Charakterisierung der Geschlechter in K kommen dann zuniichst t+ n 
Symbole in Betracht, nimlich die ¢ Normenrestsymbole, die den Prim- 
idealen D,,---,d, entsprechen, und auBerdem die von D. Hilbert eingefiihrten 


Symbole: 
(=i), 


wobei die Indizes i so zu wiihlen sind, dab die zu uw konjugierte Zahl im 
Kérper k® negativ wird. Von diesen ¢ + » Symbolen scheiden in bekannter 
Weise r* aus, dadurch, daB +*-unabhingige Einheiten oder Idealquadrate 
in k existieren, die gewisse unter den Symbolen zu — 1 machen; unter 
ihnen mégen r Einheiten sein. Es gibt dann 
r=t+n—r*+e Charaktere, 

darunter ¢ + » — r* Hauptcharaktere und e Nebencharaktere, welche die 
verschiedenen Klassenverbiinde in / charakterisieren. Hat nun a, a*, v, v* 
die Bedeutung*), die durchgehends in diesen Untersuchungen festgehalten 
ist, so gilt: 

v+r<cm’ 
(3) a®*  <t—m'+r*+n+e,-1 

a < a*® + (v — v*) + (e —e,) — (* — 2’) 
a <t—r®¥+n+e-1 
oder 
(4) t—r* +n >a—(e—1). 
Ist nun w keine singulire Primirzahl, also nicht Quadrat eines Ideals, so 
folgt wegen a >e—1 auch 
(5) t—r*inD>1, 


*) Vgl. Teil I, § 2. 














416 Pa. Furtwincuer. 


in diesem Falle existiert also fiir die Geschlechter von K stets wenigstens 
ein Hauptcharakter. 

Wir wollen jetzt eine Kongruenz nach dem Modul 4 aufstellen, der 
alle zu 2 primen Zahlen aus k geniigen miissen. Unter den Verbiinden: 


(6) B+ Bw Ewe gas En ee, 

WO £,,*--,é,, unabhingige Einheiten aus k und ¢,,,,,,--*, &.4, Quadrate 
von Idealen aus den e unabhiingigen Klassenverbinden sind, die k bei ge- 
wohnlicher Aquivalenz besitzt, sind e+e’ unabhiingige primire und m’— e’ 
unabhiingige nicht primiire Verbiinde. Ich schreibe (mit geringer Ande- 
rung der Bezeichnung) das System (6) in der Gestalt: 


Md. gtm'—e 9"... oem etl... @ et? a 
(7) & en —e a, a, O41 Oise @'> 


indem ich ¢,---, &,_, als nicht primir und o,,---,@,,, als primiir an- 
nehme. Die singuliren Primirzahlen o,,---,@, gehéren zu den Unter- 
gruppen der Klassengruppe (2), die durch die Kongruenzen 2, =0,---,2,=0 
(2) definiert sind, und sind total positiv; die singuliren Primiirzahlen 
,.1>°**»@,,,, Sind dagegen nicht total positiv und gehéren zu denjenigen 
Untergruppen der Klassengruppe (2), die durch die Kongruenzen y, =0,---, 
y, = 0 (2) definiert sind*). 

Ich bestimme dann m’— e’ Primideale q, mit folgenden Eigenschaften: 


(8) te) = 8, = Cnsanwo0 


o, O, 4 6 
(9) (Z)~1,---( a ht 
und wihle Ideale q, so, dab 
(10) x= 4,0, * 
in der Hauptklasse im engeren Sinne liegt, also x, total positiv ist, was 
wegen der Bedingungen (9) stets méglich ist. 

Unter den Verbinden (6) oder (7) sind m’+e—p-— e’ total posi- 
tive unabhiingige Verbiinde, und da unter diesen e primiire sind, bleiben 
m” = m'— p—e” fotal positive nichtprimiire unabhiingige Verbiinde, die 
durch é,,---, é,,, Charakterisiert seien. Mit Benutzung dieser Bezeichnungen 
kénnen wir dann den Satz aussprechen: 

Satz 1: Jede zu 2 prime Zahl u aus k befriedigt eine Kongruenz 


(11) ot ee ae a xem’ —¢ a® (4), (u,v =0, 1) 
wo die einzelnen Gripen die im Vorstehenden angegebene Bedeutung haben. 





*) Vgl. Ph. Furtwingler, Existenzbeweis fiir den Klassenkérper, § 10, Math. 
Ann. 63 (1906). 
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Zum Beweise zeigt man, daB eine Zahl 


Bs RoE AF 
Vs Eres em gee wm —! (uv = 0,1) 
m 1 m—eé ? ? 


auBer in dem trivialen Falle »=1 niemals primar sein kann. Denn 
anderenfalls wiirde, da v total positiv ist, ein Kérper K(Vv, k) ohne Haupt- 
charakter existieren, was oben als unméglich erkannt ist. LaBt man anderer- 
seits auf der rechten Seite von (11) « ein volles System von (2) zu 
2 primen nach 2 inkongruenten Zahlen durchlaufen, so erhilt man 
am". Qu'~¢ (2) = 2"p(2) = —(4) 

mod. 4 inkongruente Zahlen. Daraus folgt die Richtigkeit unseres Satzes. 

Auf Grund des Satzes 1 beweist man nun in bekannter Weise die 
Siitze*): 

Satz 2: Ist p ein priméres Primideal aus k, d. h. ist jede Zahl aus 
k, die Quadrat eines Ideals ist, quadratischer Rest von p, so kann man stets 
ein Ideal »' so wéihlen, dap 

(z) = pp 

ist und a eine total positive primdre Zahl ist. 

Satz 3: Sind p, und yp, zwei primdre Primideale aus k und sind x, 
und a, zugehdrige total positive primidre Zahlen, so gilt: 


(a ™ 
(>, + ( 
Satz 4: Ist w eine total positive primére Zahl aus k von der Gestalt 
w= d,--- dq’, 
wo 0,,---+, 0, verschiedene primdre Primideale aus k bedeuten, so existieren 
fiir die Geschlechter in K(Vu, k) t Hauptcharaktere y,,--+, x, und e Neben- 
charaktere ,,--+,¥,, zwischen denen eine Relation 
(12) Ma° Ta" LV * Ym i 
besteht. 

Die Beweise fiir diese Siitze sind ganz analog den Beweisen der ent- 
sprechenden Siitze fiir ungerade Primzahlexponenten J. Es sei hier aus- 
driicklich darauf hingewiesen, da bei der Definition der primiren Zahlen 
abweichend von Herrn Hilbert nicht gefordert wird, daB sie total positiv 
seien, sondern nur, daB sie dem Quadrat einer ganzen Zahl mod. 4 kon- 
gruent und zu 2 prim seien. Es schien zweckmiibig, diese Festsetzung zu 
treffen, da in der Theorie des Klassenkérpers primiire Zahlen zu betrachten 
sind, die nicht total positiv sind. 


*) Vgl. Teil I, § 6—8. 
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§ 2. 
Die Invarianz des Restcharakters der singuliren Primiirzahlen. 


Um das allgemeine Reziprozitiitsgesetz zu beweisen, ist es am ein- 
fachsten, von der Invarianz des Restcharakters der total positiven singu- 
laren Primiirzahlen fiir alle Ideale einer Klasse auszugehen. Es sei also @, 
eine solche total positive singuliire Primiirzahl, zu der die Untergruppe U 
der Klassengruppe von & gehirt. Das Klassensystem von i ist dann bei 
gewohnlicher Aquivalenz: 

onU (a,= 0, 1) 
und alle Primideale, von denen w, quadratischer Rest ist, liegen in U, wie 
in der Theorie des Klassenkérpers gezeigt wird. Es soll jetzt umgekehrt 
nachgewiesen werden, daB, wenn r ein beliebiges Primideal aus U ist, 


stets (*) = 1 ist. Zu diesem Zweck wihlen wir ein Primideal r’ so, daB 


(*) =1 und g=rr‘q® in der Hauptklasse liegt. Dab dies méglich ist, 


erkennt man auf folgendem Wege. Liegt t im Hauptverbande, so kann 
man einfach r= 1 wiihlen, was auch geschehen soll. Liegt dagegen r in 
einer Klasse c,, die nicht dem Hauptverbande angehért, so wird: 


U=cm---ceH, (x,=0, 1) 


wo H den Hauptverband bedeutet. Gehért dann zur Untergruppe 2,=0(2) 
die singulire Primiirzahl @,, so wihle man r’ so, dab: 


()=1, (@) +1, @)=---()=1, 


was auf unendlich viele Weisen geschehen kann. Das Primideal r’ liegt 
dann in ¢,H und ist daher von der gewiinschten Art. 

Es sei nun p ein beliebiges primiires Primideal aus k und z eine zu- 
gehérige total positive Primirzahl. Fiir diese gelten dann die beiden 
folgenden Behauptungen: 


a) Ist (*) = 1, (*) = 1, so ist auch (°) =1; 


b) ist (=)--1, (7) =1, so ist (°) =—l. 


Um die erste Behauptung zu beweisen, betrachte man den Kérper 
(Vx, k). In diesem wird @ die Relativnorm eines Ideals R. Bestimmt man 
das Geschlecht von R, so folgt, weil alle Nebencharaktere den Wert 1 


{ \ 


haben, aus der Charakterenrelation (12), daB (3) = 1 ist. 
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Zum Beweise der zweiten Behauptung wihle man ein primiires Prim- 
ideal p’ so, dab () =—1, was stets méglich ist, weil @ nicht Quadrat 
eines Ideals ist. Eine zu p’ gehérige total positive Primiirzahl 2’ bestimme 
man so, daB (=) = 1 wird. Das ist ebenfalls méglich, weil man 2’ mit 


@, wultiplizieren darf. Es folgt dann 


7 
(7) atti 
weil man bei anderer Annahme mit a) in Widerspruch geraten wiirde; 


denn aus (*) = 1, (=) = 1 wiirde (*) = 1 folgen. Es ist also 


t 
ax ax 
(a)=1, (=. 
Im Kérper (//xz’, k) wird dann @ die Relativnorm eines Ideals QR. 


Bestimmt man wieder das Geschlecht dieses Ideals, so folgt, weil alle Neben- 
charaktere den Wert 1 haben, aus der Charakterenrelation (12): 


(5) Gy) = 1 


also demnach, wie behauptet, (°) =—1. 





Man kann jetzt leicht nachweisen, daB (*') = 1 sein mub. Man wihle 
zu dem Zweck ein primires Primideal p so, dab (°) =1 und bestimme 
eine zugehérige total positive Primiirzahl x so, dab (*) =1 wird, was 


o . . Tes @. es . 
stets méglich ist. Wiire nua (*:) =—1, so kiénnte man offenbar einen 


Exponenten g = 0, 1 so bestimmen, dab 
xo? mot) 
Fr)--) Fr)-1 


Es wiirde dann nach b) folgen (¢) = — 1, was der Wahl von p wider- 


spricht. Der Widerspruch fillt nur fort, wenn wir annehmen, daB 
(7)-1 
ist. 


Wir zeigen jetzt, dab, wenn eine totale positive singulire Primiir- 


zahl und «@ eine beliebige zu 2 prime Zahl ist, stets (*) = 1 ist. Gehért w 
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zur Untergruppe U der Klassengruppe, so haben wir (bei gewéhnlicher 
Aquivalenz) fiir das Klassensystem von k die Darstellung 
cU («#=90, 1). 
Fiir alle Primideale aus U ist dann @ quadratischer Rest, fiir alle 
Primideale aus einer Klasse cU quadratischer Nichtrest. Da nun « nur 
eine gerade Anzahl von Primfaktoren der letzten Kategorie enthalten kann, 


folgt (°) = 1. Daraus ergibt sich ohne weiteres als Korollar, daB 
@ o 
(") _ (7) : 

wenn rt und r’ derselben Klasse angehdren. 


g 3. 


Beziehungen zwischen den quadratischen Restsymbolen in relatiy- 
quadratischen Koérpern. 


Es wird sich im folgenden als notwendig erweisen, quadratische Rest- 
symbole, die verschiedenen Kérpern angehéren, miteinander zu vergleichen. 
Es sollen deshalb hier zwei allgemeine Siitze dariiber abgeleitet werden. 

Satz 5. Ist der Korper K relativ quadratisch in bezug auf k und ist 
YU cin zu 2 primes Ideal aus K, dessen Relativnorm in k gleich a ist, so gilt: 


(i). = (0), 


fiir jede zu a prime Zahl w aus k. 

Ist % — 0 ein Primideal aus K, das nicht in k liegt, so ist die be- 
hauptete Beziehung selbstverstiindlich, weil beide Restsymbole identisch 
sind. Ist &—q ein Ideal, das gleichzeitig als Primideal in K und k liegt, 
so ist a= q*. Bezeichnet man die Norm von q als Ideal von k betrachtet 
mit q, so ist: 


(fae? ae? a(t) =41@ 


(£), = (Hs =m +t. 


Also gilt auch in diesem Falle die behauptete Beziehung und daher auch 
allgemein. 

Nicht so einfach ist der folgende Satz zu beweisen: 

Satz 6. Ist der Korper K relativquadratisch in beeug auf k und ist 
A eine Zahl aus K mit der Relativnorm « in k, so gilt: 


(14) (S).~(3).» 


wenn m ein beliebiges zu 2 und « primes Ideal aus k bedeutet. 


Ii 
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Bei dem Beweise kann man wieder m=q als Primideal aus i an- 
nehmen. Es sei 1, s die Relativgruppe von K bez. k. Wird dann q in 
K zerlegt, 

q = Os, 


(7).— (a) Galen (8)e° (8). - ().- 
Bleibt q auch in K Primideal, das dort eine Primitivwurzel P haben mége, 
so bilde man die Kongruenz 

g(x) = (—P)(a#—sP) = 2? + px + 9 =0(q), 
in der g und 9 ganze Zahlen aus k bedeuten. Bezeichnet man die Norm 
von q als Ideal aus & betrachtet mit g, so gilt nach dem Fermatschen Satz: 
[9(x)|* = g(x") (q), 
und zwar identisch in x, weil jede Zahl uw aus k die Kongruenz uw‘ = u(q) 
befriedigt. Die Kongruenz g(x) = 0(q) hat daher mit P zugleich auch die 
Wurzel P’; da sie nur zwei inkongruente Wurzeln besitzt, muB 
sP =P’, also auch sA = A‘*(q) 

gelten. Auf Grund der letzten Kongruenz kann man nun in folgender 
Weise schlieBen: 


so folgt 


A g-1 er est : 
(=A : = (A-sA) "mae” (5), 


‘ , . A 
Es ist also, wie zu beweisen war, (~),- (<),. 


§ 4. 
Das allgemeine quadratische Reziprozitiitsgesetz und das 
Produkt IT“) fiir total positive u. 


Man kann jetzt auf Grund der Entwickelungen der beiden letzten 
Paragraphen eine Reihe von Sitzen ohne weiteres von dem Fall eines 
ungeraden Potenzexponenten / auf den Fall /=2 iibertragen, zuniichst den 

Satz 7. (Allgemeines quadratisches Reziprozititsgesetz.) Sind a, B zwei 
zu eimander und zu 2 prime Zahlen eines Korpers k, von denen die eine 
primir und total positiv ist, so gilt in k: 


“\ _. (£). 
(3) = (2) 
Ferner ist ohne weiteres zu iibertragen: 
Satz 8. (Erster Ergiinzungssatz zum allgemeinen Reziprozititsgesetz.) 


Ist a ein primdres Ideal, so kann man eine primiire total positive Zahl « 
so wiihlen, dap « =aq*, wo q ein geeignetes Ideal bedeutet. 
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Ist « eine total positive primdre Zahl und « = aq*, so ist a ein pri- 
mares Ideal. 
Satz 9. Sind u, v zu 2 prime Zahlen aus k, von denen die erste 
primar und total positiv ist, so gilt: 
IT (=) 
(ww) 
wo das Produkt iiber alle zu 2 primen Primideale w zu erstrecken ist. 
Wegen der Beweise fiir diese Siitze vergleiche man Teil I, § 11 und 
Teil Il, § 5. 
Um auch die in 2 aufgehenden Primfaktoren zu betrachten, setzen wir: 
2=—[h--- U4. 
Die Primideale [, --- {, mégen nun genau z’=z—z' unabhingige Klassen- 


verbinde definieren, und zwar mag dies durch die Primideale [,,, -- - { 
geschehen. Wir setzen dann: 


z 


o 4@ 
2 


(15) .. eee a qi? => his (¢= 1, 2,° —- 2’), 


wo die q, geeignete Ideale und 2, Zahlen aus k bedeuten. Wir nennen 
nun ein Ideal a hyperprimdr, wenn es primdr ist und die Beziehungen: 


(*) =1 (i=1,2,-++,2) 


erfillt. Um den zweiten Ergiinzungssatz zum Reziprozitiitsgesetz zu be- 
weisen, wihlen wir zuniichst 2’ primire Primideale p, so, dab 


1, i i+j 
16 ‘)=— 7) = 1 . 
~ (3) 1, (;)) es a 
und bestimmen dann zugehdérige total positive Primiirzahlen 2, ---z,, 


Mit Hilfe dieser kénnen wir dann fiir jede Zahl w in k eine Kongruenz 
aufstellen: 


(17) “= ()(%) @* Sante a ae 1a td i. bor > 
wo zur Abkiirzung gesetzt ist: 
(6) = a'+-- i'm", (x) = wits ine (u, v = 0, 1). 


In dieser Kongruenz bedeuten a, ---@,” total positive singulire Primiir- 
zahlen, die nicht hyperprimar sind. Wegen Aufstellung dieser Kongruenz 
vergleiche man: Zerlegungssatz § 4 und § 1 dieser Arbeit. 

Auf Grund der letzten Kongruenz beweist man nun analog wie fiir 
ungerades / (vgl. Teil Il, § 6) den 





@80 fa t.4 Ge a, ae fas 


~~ 
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Satz 10. (Zweiter Erginzungssatz zum allgemeinen Reziprozitétsgesetz). 

Ist a ein hyperprimdres Ideal, so kann man 
«=aa* 

als hyperprimdre total positive Zahl wdhlen. 

Ist « eine total positive hyperprimiire Zohl, so ist («) ein hyperprimdres 
Ideal. 

Auch der Satz 9 laBt sich jetzt ergiinzen: 

Satz 11. Ist w eine hyperprimdre, total positive Zahl und v eine be- 
liebige Zahl aus k, so gilt: 


, 


IT (e')-»» 


(wv) 
wo das Produkt iiber alle zu 2 primen Primideale w zu erstrecken ist. 
Zum Beweise betrachten wir zunichst den Fall vy =[,n, wo I, eins 
der Primideale {,,, --- 1, ist und n ein zu 2 und uw primes Ideal bedeutet.*) 
Es ist dann nachzuweisen, dab 


v\ (# 
(1) (1) me 
Ich betrachte den Kérper K = (k, YVuv); in ihm wird w= PY, n= MN’, 
{,= 2°. Man bestimme nun ein Primideal O in K so, daB ZO0"=—A 


eine Kérperzahl wird. Die Zahl u ist in K als Quadrat eines Ideals eine 
total positive singuliire Primiirzahl und v mit ihr gleichberechtigt, da 
u-v=(Vur). Es sei nun QM ein mit M Aquivalentes zu wy primes 
Ideal und M’ = wB’ = M”? eine mit w gleichberechtigte zu wv prime total 
positive singulire Primiirzahl in K. Da M’ mit u gleichzeitig hyperprimir 
ist, wird &, 


Q, es ist also (=) _=1. Ferner ist: 


O/k 
MW’ 
(a 1) “a 


M’ 
(sex) ‘ae 
Nun gilt nach § 3: 


(&).=(@)e— Ger rem (a= Ce 


Es ist also, wie zu beweisen war, (*) (“) =1. 


in (K, YM’) zerlegt und daher nach dem Zerlegungssatz auch 


daher 


*) Eine analoge Betrachtung ist auch bei dem Beweise des Satzes 11 in Teil II 
durchzufiihren, die dort aus Versehen ausgelassen ist. 
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Mit Riicksicht auf die untenstehende Verallgemeinerung von Satz 11 
sei hier bemerkt, daB man bei dem vorhergehenden Beweise nur voraus- 
zusetzen braucht, daB u total positiv, primar und hyperprimir nach |, ist. 

Um den Satz 11 allgemein zu beweisen, setze man 

vO =A ++ Av, vty, 
wo 6, rt Quadrate von Idealen und wv’ eine zu 2 prime Zahl bedeutet. 
Ferner sind v,,,---v, Zahlen von der im vorstehenden betrachteten 
Gestalt In. Die Richtigkeit der zu beweisenden Gleichung folgt dann 
aus Satz 9 und 10. 

Auf Grund der bei dem vorstehenden Beweise gemachten Bemerkung 
kann man den Satz 11 in folgender Weise verallgemeinern: 

Satz 12. Ist uw eine total positive primire Zahl und v eine Zahl 
aus k, in der nur solche von den Primidealen |, aufgehen, nach denen w 


hyperprimir ist, so gilt: 
, v Th 
TT (Ce) = + 
w , 


(ww) 


wo das Produkt iiber alle zu 2 primen Primideale w zu erstrecken ist. 


§ 5. 
Die Normenrestsymbole (=). 
Um die in der Uberschrift genannten Normenrestsymbole allgemein 
zu definieren, setzen wir zur Abkiirzung: 


[ _ y2h+1 21,41 
f=. -f 


’ (yet =i (¢=1,2,---,2). 


Ist dann uw genau durch ([/ teilbar, so bestimme man eine ganze total 
positive Zahl u* entsprechend den Kongruenzen: 


p* = w(t ileal 
und setze: rain . 
CY) IT Ce) 


Die Eindeutigkeit der Definition folgt aus Satz 9 und 11. Man kann nun 
eine Reihe von Sitzen ohne weiteres wieder von friher her iibertragen: 

Satz 13. Sind u, v zwei Zahlen aus k und ist v Normenrest des 
Korpers K (Vu, k) nach {,, so ist 


((f) -1. 
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Satz 14. Es gilt 
FE -1 


(i) =): 


= CE) me (= Ci)» 


Satz 15. Es ist 


wenn 
= fet,*****), v= fpc****") 
und u und v genau durch |, resp. |) teilbar sind. 
Etwas eingehender ist die Umkehrung von Satz 13 zu betrachten: 


Satz 16. Sind w und v zwei Zallen aus ik, von denen die erste kein 
Quadrat einer Zahl ist, und ist 


v, 
( i ) anh, 
so ist v Normenrest von K(Vu, k) nach {,. 


Es sei w genau durch {/ und y genau durch |; teilbar. Man be- 
stimme dann total positive Zahlen u*, v* entsprechend den Kongruenzen: 


wre (tutte, ot ao ((uttt9), 
*=1, *=1@ 
und setze 
u* = (ym, v® = | n, 
wo m und n zu 2 prime Ideale sind. Man bestimme ferner ein Prim- 


ideal p so, dab mp hyperprimir wird und wihle dann eine total positive 
Zahl 


a = ply? 


so, dab u*z eine hyperprimire Zahl wird. Es geniigt zum Beweise unseres 
Satzes zu zeigen, daB v* Normenrest von K’(Vz, k) nach {, ist. Wir 
zeigen zu diesem Zweck zuniichst, dab man stets eine ganze Zahl A in 
K’ so bestimmen kann, daB sich der Bruch 


v*® 
N, (A) 
in der Gestalt 2 schreiben laéBt, wo @ und 6 zu 2 prime Zahlen aus k 
bedeuten. Wird [, in K’ zerlegt, so ist dies evident, da »* zu |, prim 
ist. Bleibt [; in K Primideal, so muB g = 0 sein; wir wollen zeigen, dab 
dann auch h = 0 ist, also auch v* zu [, prim ist. 
Soll 1, in K’ Primideal bleiben, mu8 neben g =-0 noch die andere 
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Bedingung zutreffen, dab 2 und mw zwar primiire, aber keine hyperprimiren 
Zahlen sind. Es ist dann: 

wm (28) an (PP), (8) TT (% 8). 
1=("/) (") (7) ITC") 
Wir unterscheiden nun zwei Fiille*), je nachdem eine Aquivalenz 
(19) i," cee (if ese L*% ~H (e, += 0 (2)) 
besteht oder nicht. ; - 
Besteht eine Aquivalenz (19), so kann man [,1/ =, setzen, wo A, eine 
Zahl aus k und [,', abgesehen von Idealquadraten, auf die es nicht an- 


kommt, zu [, prim ist. Es wird dann »* = 4/9, wo 9 zu 2 prim ist. 
Setzt man diesen Ausdruck fiir v* oben in (18) ein, so folgt: 


ITC's") _ IT(3") a (#) ode 


da nach Satz 12 IT (2) =1. Ist also h #0 (2), so muB p, da es 
(ww) 

sicher nach [,, ---, {;_,, t,,,,°-:, f, hyperprimiir ist, schlechtweg hyper- 

primir sein, da dann (*) = 1 ist. Dasselbe gilt auch, wenn keine Aqui- 


valenz (19) besteht. Denn in diesem Falle kommt das Ideal (; in keiner 
der Aquivalenzen (15) mit einem ungeraden Exponenten vor und es gilt 


daher , 
4 
(p) = bo (= 


Ist aber p hyperprimiar, so kann man ein Quadrat eines Ideals @ so 
bestimmen, dab wz eine total positive hyperprimire Zahl wird. Die Zahl @ 
ist dann eine singulire Primirzahl, die nicht hyperprimir nach |, ist. Das 


Primideal {, bleibt daher in K" (Vo, k) Primideal. Andererseits gilt nach 


Satz 11: 
(s)-1 


(w) 


woraus mit Riicksicht auf (18): 


’(v*,@ tO) 
[1 (t)=1, eter (21 
(w) 
folgt. Es liegt daher n in einer Untergruppe der Klassengruppe vom 


Index 2, die nach dem Zerlegungssatz fiir den Klassenkérper dadurch 
charakterisiert ist, daB alle Primideale aus ihr in K” zerfallen. Da |, 


*) Diese beiden Fille sind auch bei den analogen Betrachtungen in Teil Il, 8. 381 
zu unterscheiden. 





— = nm ~~. 


or; dai AS AS 


a hy 


vo 


de 
de 


les 
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dieser Untergruppe angehért, miiBte auch [, in K” zerfallen. Wir kommen 
somit zu einem Widerspruch, der nur fortfallt, wenn wir h =0 (2) an- 
nehmen. Es laBt sich also in jedem Falle eine ganze Zahl A aus K’ so 
bestimmen, daB 

a 

N;, (A) 6 
wird, wo @ und o zu 2 prime Zahlen aus & sind. 


Man bestimme nun ein Primideal q so, dab (*) =1, und daB oq 
ein hyperprimires Ideal wird, und nenne eine zugehérige hyperprimire 
Zahl eox. Es liBt sich dann nachweisen, daf x stets Relativnorm von einer 
Zahl aus K’ ist, was zum Beweise unseres Satzes geniigt. Diesen Nach- 
weis kann man ganz analog wie fiir ungerades / fiihren, da 2 total posi- 
tiv und daher die friiher mit  bezeichnete Zahl fir den Kérper K’(/z, k) 
Null ist. Es geniigt deshalb der einfache Hinweis auf Teil II, § 7 u. 8, 
wo die analogen Untersuchungen durchgefiihrt sind*). 


§ 6. 
Das Hilbertsche quadratische Reziprozititsgesetz. 


Wir sind jetzt imstande, den folgenden abschlieBenden Satz allgemein 
zu beweisen: 

Satz 17. (Hilbertsches quadratisches Reziprozitdtsgesetz.) Sind wu, v 
swei beliebige ganze Zahlen eimes Korpers k, so ist 

*H) 4 
IT ( ~ ) , 
wo das Produkt iiber alle Primideale w aus k und die Symbole 1 zu er- 
strecken ist. 

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich, wenn yw total positiv ist, genau 
so wie fiir ungerades / (vgl. Teil II, § 9). Wir haben daher hier nur 
den Fall zu betrachten, dab mw nicht total positiv ist. 

Wir bezeichnen das System der reellen konjugierten Kérper von k 
(mit eventuellem EinschluB von k) mit k”, k®,---, k® und fihren nun 
den Nachweis schrittweise. 

a) Es sei w primiir, v sei zu 2 und w prim; von den konjugierten 
von # und y seien nur die in k® negativ, alle iibrigen konjugierten in 
den Kérpern k, .--, kf-), k@+), .-., k® positiv. Wir betrachten dann 
den Kérper K =(V— uy», k), der nebst allen konjugierten imaginir ist. 


*) An der bezeichneten Stelle ist auf S. 375, Z. 8 v. u. anstatt w= x = q"q’! zu 
lesen up = x= [p'qrq'!. 


28* 
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In K wird (uw) = M?*, (v) — N*, und es ist deshalb uw eine singulire Pri- 
mirzahl in K und —v eine mit uw gleichberechtigte, weil 


—v-u=(V— pr) 
Wegen M-RN~1 folgt dann nach § 2 


, (3),.— (ae). 
und somit nach § 3 


(20) O-G. 
Es ist nun 
G)--* 


Denn bezeichnet man die Norm des Ideals (uw) mit m, so ist die Norm 
der Zahl uw gleich —_m, weil unter den Zahlen u™,---, u genau eine 
negative vorhanden ist. Mit « muB auch die Norm — m primar sein; es 


gilt also —m=1 (4) oder m=3 (4). Daraus folgt aber () =-—1l 
2 ee a) anon *# Fs 
und deshalb nach (20) (F) (2). 1. Das Produkt [T( *F) erhilt 


deshalb den Wert + 1, da unter den Symbolen (io) genau eins den Wert 
— 1 hat. 

b) Es sei wieder uw primiir, y zu 2 und w prim. Von den konju- 
gierten zu w und yw in den Kérpern /”, ---, k® seien nur uw“ und v) 


negativ (i+ j). Wir betrachten dann den Kérper K =(k, V—v). In K 
ist w eine total positive primiire Zahl und demnach nach Satz 7: 


(re : kK (5¢ =). ? 


(=), te (£). 
Es ist somit auch in diesem Falle | | (*.") = 1, weil alle Symbole 


(w) 
(70) =-+1 sind. 
1” 


daher auch nach § 3 


c) Es seien w und » zwei beliebige ganze Zahlen. Es seien dann 
u,, vy; primiire Zahlen mit den Eigenschaften: 
a = 0 u,?) Ss 0 ; 
vi 3 O v) > 0’ 
ferner seien alle Zahlen »,,---,v, zu u,,M9,--*, 4, prim. Man kann dann 


zwei Exponentensysteme e¢,, f, so bestimmen, dab 


j= 1, 2,-++, 85 i+)) 
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tn ne und vofi---viemy 


total positive Zahlen werden. Es gilt dann: 


1-1 ()- Te) Tes) 


Um also nachzuweisen, daB * "\ _ 1, geniigt der Nachweis, daB 
? w g' 4 
(w) 


T (20H) =1. Da weiter 
wo 


1-7 )- 8) -1 ee) ee) 


(tw) (tm) 


geniigt es zu zeigen, daB 


[, I (2Aa0i) 1 (i,j = 1,2,--+,8). 


Das ist aber unter a) und b) geschehen. Es ist daher der Beweis des 
Satzes 17 vollstiindig erbracht. 


Es hat schlieBlich keine Schwierigkeit, auch die weiteren Entwick- 
lungen der Theorie, auf die im einzelnen nicht mehr eingegangen werden 
soll, allgemein zu beweisen. Es sei nur erwahnt, daB man zuniichst den 
Satz iiber die Existenz der Geschlechter allgemein als giiltig nachweist. 


Sodann zeigt man, daB jeder Komplex des Hauptgeschlechts Quadrat eines 
Komplexes ist, und hieraus folgt dann 


Satz 18. Sind uw, v wei ganze Zahlen eines Korpers k, und ist 


vu 
( *) of, 
wo w alle Primideale in k und die Symbole 1 (i=1,2,---,s) durchliuft, 
so ist v Relativnorm einer Zahl des Korpers (Vu, k)- 
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Uber den ,,Anormalen Fall beim Lagrangeschen und Mayerschen 
Problem mit gemischten Bedingungen und variablen Endpunkten. 


Von 


Oskar Bouza in Freiburg i. Br. 


In einer in Band 64 der Mathematischen Annalen erschienenen Arbeit*) 
habe ich die Lagrangesche Multiplikatorenregel und die Grenzgleichungen 


fiir das Lagrangesche Problem in folgender allgemeiner Formulierung ab- 
geleitet: 


Das Integral 
4 
J=ft%, -* Yar Mav’ > y,) at 
bo 


zu einem Extremum zu machen mit der Nebenbedingung, daB die in 
Parameterdarstellung vorausgesetzten zulissigen Kurvenbogen 

¥=y¥(t), <tc, i=1,2,---,m 
p Differentialgleichungen 


(1) PalYss** "> Yas W5°°Y,) =9, a =1,2,---p 
und g endlichen Gleichungen 
(2) U5(%> -++y,) = 9, b=1,2,---,¢ 


geniigen sollen, waihrend die Koordinaten (y,9,-- + Yn.o)) (Yii9°**) Yai) der 
beiden Endpunkte der zulissigen Kurvenbogen r Bedingungsgleichungen 


(3) Ay (Yio ” "9 Yn03 Yay” Yn1) =0, y=1,2,--.9 
geniigen. 
Ich habe dabei eine von Herrn Hilbert**) fiir den einfachsten Fall 


*) Die Lagrangesche Multiplikatorenregel in der Variationsrechnung fiir den Fall 
von gemischten Bedingungen und die zugehdrigen Grenzgleichungen bei variabeln End- 
punkten, Math. Ann. 64 (1907), S. 370—387. 

**) Hilbert, Zur Variationsrechnung, Gittinger Nachr. 1905, S. 159 und Math. 
Ann. 62 (1906), S. 351. 
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des Mayerschen Problems entwickelte Methode benutzt, bei welcher die 
Aufgabe auf ein gewéhnliches Extremum mit Nebenbedingungen zuriick- 
gefiihrt wird. Die Methode hat den Vorzug, daB es dabei nicht nétig ist, 
zwischen dem sogenannten ,normalen“ und dem ,,anormalen* Fall zu 
unterscheiden. 

Nachdem jedoch Herr Hadamard in dem interessanten Kapitel iiber 
das Mayersche Problem in seinen ,,Lecons sur le caleul des variations“ 
(Paris 1910) den Gegensatz zwischen diesen beiden Fiillen so scharf betont 
hat, scheint es mir wiinschenswert, als Ergiinzung zu meiner friiheren Arbeit 
den anormalen Fall bei der dort zugrunde gelegten allgemeinsten Formu- 
lierung des Lagrangeschen Problems genauer zu diskutieren, wobei sich 
zugleich Gelegenheit bieten wird, meinen friiheren Beweis in wesentlichen 
Punkten zu vereinfachen. 

Um dabei ‘einen hinreichend allgemeinen Standpunkt fiir die Ver- 
gleichung der Probleme von Lagrange und Mayer zu gewinnen, will ich 
gleichzeitig die Aufgabe so verallgemeinern, daB sie die beiden eben ge- 
nannten Probleme als Spezialfille unter sich enthilt, indem ich die Auf- 
gabe dahin formuliere, den Ausdruck 


4 
U ={fy, "Un "'; '* y, at + G(Y;0; “*'y Ynos Vite" Yui) 
to 


in Beziehung auf die eben definierte Gesamtheit von zulissigen Kurven 
zu einem Extremum zu machen. 

Abgesehen von dieser Verallgemeinerung sollen die Voraussetzungen*) 
und Bezeichnungen**) genau dieselben sein, wie in der friiheren Arbeit, 
auf die ich mit (I) verweisen werde. Ausdriicklich wiederhole ich noch 
die Voraussetzung daB die Determinante 


Oe Fa |. 89a 
oy,” . OY, , . OUn P 
(4) av, av, a6, + 0 entlang €,. 


| Oy,’ dy,’ oe. OUm 
a= 1,2,---,p; B=1,2,---,q; m=p+q. 


*) Den dort gemachten Stetigkeitsvoraussetzungen fiigen wir noch die weitere 
hinzu, daB die Funktion G als Funktion ihrer 2” Argumente stetig differentiierbar 


sein soll in einer gewissen Umgebung der Stelle (vos “4 Ynoe Yas tes Yar): 

**) Insbesondere soll die Verabredung iiber den Gebrauch der Indices von S. 372 
festgehalten werden, wonach stets: i= 1,2,---,m; k=1,2,---,m; @ = 1,2,--+,p; 
6 =1,2,-+-,q3 y=1,2,-++,7; @=1,2,---,-n— mM. 
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§ 1. 
Reduktion der Anfangsbedingungen.*) 

Um zu einer richtigen Definition des nach der Terminologie von 
Herrn Hahn**) als ,anormal“ zu bezeichnenden Falles zu gelangen, ist 
es vor allem nétig, die Anfangsbedingungen durch Ausscheiden tiberzihliger 
Bedingungen in geeigneter Weise auf ein System von unabhingigen Be- 
dingungen zu reduzieren. 

Die Koordinaten der beiden Endpunkte der zulissigen Kurvenbogen 
geniigen auBer den explizite gegebenen Gleichungen (3) stets noch den aus 
den endlichen Gleichungen (2) folgenden 2q¢ Gleichungen 


(5) vs = ¥s(Yio» st Yao) = 0, vs = v1) a Yar) =0, £=1,2,--+4, 
und es wird vorausgesetzt, daB die Koordinaten Gre,-°+ Yano) (Ya15°* "> Yar) 
der Endpunkte der Kurve 

©: ¥4=9,(t), <t<t, i=1,2,---,”, 
von welcher angenommen wird, dab sie ein Extremum fiir den Ausdruck U 
liefert, diesen Bedingungen geniigt, sodaB also 
(6) ¥5(Yros “a Yao) =0, Us (Yi) ak Yur) = 0, 

tyro» ome Yn03 Yar» t°% Yar) = 0, 

b=1, 2, °°) 95 amas 1, 2,--+ 7. 

Wir bezeichnen jetzt die linken Seiten der Gleichungen (3), (5) in 

irgend welcher Reihenfolge mit 

(Yo; +) Yn03 Yrs *s Yar)» «= 9 = 1,2, °°, 2Q +7, 
und es sei R der Rang der Matrix 
7 Om oe , Om,  — Amy 
@) 0%” 7 OYno” Yrs’ ” Uns 
in dem Sinn, daB alle Determinanten (2+ 1)*" Grades derselben in einer 
gewissen Umgebung der Stelle 


’ g=1,2,---,2q+r 


Ay (Yio sed" Yuo3 Vers hh Yar) 
identisch verschwinden, wihrend mindestens eine Determinante F*" Grades 
in derselben Umgebung nicht identisch verschwindet; es ist dann jedenfalls 
R=2q+r, R=2n. 


*) Bei der Abfassung dieses Paragraphen sind mir Unterhaltungen mit Herrn 


Professor Alfred Loewy von wesentlichem Nutzen gewesen. 
**) Math. Ann. 58 (1904), S. 152. 
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Es kénnte nun vorkommen, daB trotzdem gerade an der Stelle A, 
auch noch alle Determinanten R*" Grades verschwinden. Das wiirde be- 
deuten, daB die Stelle A, fiir das durch die Gleichungen (3) und (5) 
definierte Gebilde im Gebiet der Variabeln y,,, 
singulare Stelle wiire. 

Diesen Fall singulirer Endpunkte schlieBen wir aus, nehmen also an, 
daB mindestens eine Determinante Zt" Grades gerade an der Stelle A, 
von Null verschieden ist. Es sei dies bei passender Wahl der Reihenfolge 


der Funktionen w, eine aus den Jt ersten Reihen der Matrix (7) gebildete 
Determinante. 


“**y Ynos Yir> °° > Yay emme 


Sollte R = 2q +r sein, so sagen wir, die Anfangsbedingungen in der 
Form, in welcher sie gegeben sind, seien ,,reduziert“. 


Wenn dagegen R < 2q +71, so folgt nach bekannten Siitzen iiber 
Funktionaldeterminanten, daB die Funktionen @,41, ---, @2,,, sich durch 
die Funktionen @,, ---, @, ausdriicken lassen: 


(8) @Or+1 = OR+ 1(@1, °° ¥) @r), **'y O8o4+r = Bee+r (M1, ++) Mp) 
identisch in 
Yio> °° *» Ynos Yiry ** > Yai: 


Indem wir hierin das spezielle Wertsystem A, einsetzen, folgt wegen 
der Voraussetzung (6), dab 


Fn+1(0, +++, 0) = 0, ---, Feo4,(0,- + 0) = 0, 
und hieraus ergibt sich, daB jedes Wertsystem 4,9, ---, Yao} Yiis ** > Yat 
in einer gewissen Umgebung von A,, welches den R Gleichungen 
(9) a, = 0,--+a@,=0 
geniigt, stets auch den iibrigen Gleichungen 
@r+1 = 9,--+, O3o+r = 0 


geniigt. Man kann also die letzteren Gleichungen aus dem System der 
Anfangsbedingungen einfach weglassen. 

Fiir unsere Zwecke ist es nun wichtig, daB man es stets so einrichten 
kann, da8 unter den iibrig bleibenden Gleichungen (9) gerade die 2q Glei- 
chungen (5) vorkommen. Denn nach Voraussetzung (4) ist an jeder Stelle 
des Intervalls [4,¢,] mindestens eine Determinante g*" Grades der Matrix 


Cvs Ov, Ov, | 
Ox? Gy’ =? OYp44\)’ iia 


von Null verschieden, und daher ist mindestens eine Determinante 2q'° 
Grades der Matrix 
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aw av | 
lage + = Ferry Oe 
| 10 no me B=1,2 
| Oo 0 . o® || 
| . , > 0%,’ ? OYn: || 


an der Stelle A, von Null verschieden, woraus zunichst folgt, daB RS 2q 


Ferner folgt: Wenn wir nach (8) die 2q Funktionen vs, vs durch 
die unabhingigen Funktionen @,,---, @g ausdriicken, so ist mindestens 
eine Determinante 2¢*" Grades der Matrix 





Ow, av, | 
Gee? sii Ja, | 
I, : B=1,2,---,@ 
(Ob, av, 
da, rc? 0@p | 


an der Stelle: ,=—0,---,@z,—Q0 von Null verschieden, und daraus 
folgt, daB wir 2q der GréBen o,,---, 2, etwa @,,---, @,, durch die 
2q GréBen vss bs und die iibrigen GréBen @:,,1, +--+, @g ausdriicken 
kénnen. Wir kénnen also die Funktionen 


ee eee * 
Wir ss Vas V1, ***, Vos ager, **» OR 


fiir die unabhingigen unter den Funktionen @, wihlen, womit unsere 
Behauptung bewiesen ist. 

Das so erhaltene System von R unabhiingigen Anfangsbedingungen, 
unter welchen die 2q Gleichungen (5) enthalten sind, nennen wir dann 
wieder ,reduziert®. 

Indem wir uns diese Reduktion bereits im voraus a sgefiihrt denken, 
kénnen wir sagen: 

Satz 1. Wenn wir den Fall singulirer Ev”, ausschlieBen, so 
diirfen wir ohne Beschriinkung der Allgemeinheit annehmen, daB das System 
(3), (5) der Anfangsbedingungen reduziert ist, d. h. daB 24 + r<=2n, und 
daB mindestens eine Determinante (2q +r)*" Grades der Matrix 


| av, av, 
o. —— 0 ere 1] 
| ON” ? Yn’ . sl 
| as, ad, | 
— <. J B 
i} 0 ¥ ' 0 > 0%,’ ” Oyas ||’ 
| | zy ane Oty Oty en ar, | | 
| O%y9 ” O9nr” On’ 7 OYn1 





B = 1,2,---, q; y=1,2,-- 7 
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an der Stelle 
Ay (Ho; sa Yno3 Yur» ssi Yar) 
von Null verschieden ist. 
Alsdann gibt es kein System von 2q +r Multiplikatoren 


Cy, (a9 °°) goa 


welche nicht alle gleich Null sind, und fiir welche an der Stelle A, 


ave 
2% Yin + Daur age 2Vin ® 
(10) ’ oa ‘ 
¥3 7 O% 
> a+8 Oy, a 29+7 ay 
B 
i=l, 2. 
In der ganzen weiteren vey wird der Fall singulirer End- 
punkte ausgeschlossen und vorausgesetzt, daB die Anfangsbedingungen in 
dem angegebenen Sinn reduziert sind. 


g 2. 


Die Euler-Lagrangeschen Differentialgleichungen und die 
Grenzgleichungen. 


Ich will nun nochmals kurz auf die Ableitung der Euler-Lagrange- 
schen Differentialgleichungen und der Grenzgleichungen eingehen, dabei 
jedoch einige nicht unwesentliche Vereinfachungen meines friheren Be- 
weises andeuten. 

Man beweist zunichst den 

Hilfssatz. Sind g+r+1 Systeme von Funktionen 


ix(t), s(t), id iin (t), o6=1,2,--,qg+rt+l 
gegeben, welche im Intervall [¢,¢,| zweimal stetig differentiierbar sind und 
den m =p + q Differentialgleichungen 


(11) > (Ft +3 ii) =0, k= 1,2, +++, 
gentigen, wobei, wie in (1) 

Ov, , 
(12) Pris = Oy; Y; 


gesetzt ist, so kann man stets eine ine eadiialia Schar von 
Kurven 


(13) Y, = Dit, &, &, °° *y Savas) £ 
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konstruieren, welche die erforderlichen Stetigkeitseigenschaften besitzt, 
den m Differentialgleichungen 


(Di, °° +s Das + +0) =9, k = 1,2,- +m 
und den Gleichungen 
Y(t, 0,0,---, 0) = ¥,(t), i=1,2,--+,m 


oy; 6 
() - u(t), 
wobei der Index 0 die Substitution: «,=0, «= 0,-- 
Zum Beweise setze man 


Dnsolt °° Fares) = = Yn off) + Qt Tim+e(t)s o=1,2,---,n—m, 


geniigt, und fiir welche 


= andeutet. 


eoer4l 


und lése dann die m Differentialgleichungen 


PLY» ** Ym ae oe Dn» % > a Yon Dnta» oo Py) i 0, k= 1, 2,- **,m™ 
nach y,,---,¥y,, auf mit den Anfangsbedingungen 


as o 
y,/" - eo +> é, y(t). 


Unterwirft man nun die g+r+1 GriBen «, den g+r Bedingungen 


(14) wer (4), °**» Dale) = 0 
t(D: (to), ***y Y,. (to); Y,@), ~— Y,(4,)) =0 


so stellen die Gleichungen (13) eine zuliissige Variation der Kurve ©, dar. 
Bezeichnet man daher 


U(é, 855°") 8.443) =| F(Ds»-+ > Dar Dr'-* Yi) at 
to 
+ G(Y, t), hes Y),, (ty) ; Y, @), se Y,, (é)), 


so muB die Funktion U(¢,,---,¢,,,,,) am der Stelle ¢,=0,---,¢,,,,,=0 
ein Extremum mit den Nebenbedingungen (14) besitzen. Daraus folgt aber 
nach der Theorie der gewéhnlichen Extrema mit Nebenbedingungen: Be- 
zeichnet man allgemein fiir ein beliebiges Funktionensystem %,, - - -, 7, 


V(x) =f (Dita : wards oF au(le) + a u(h)} 
(15) WoO=D at | tulle) 
(=D (3h lt) + 32? nlt), 








Qu. 


i, =] 


——™ = fm >» 
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wobei sich die Argumente der Funktionen 

of @f. @@ AG. OF; Cx, O4, 

Oy? CU? OY’ OY? OY%? OY’ OY 
auf die Kurve ©, beziehen, so muB es konstante Multiplikatoren 


,4,--°,¢ 


qtr? 


die nicht alle Null sind, geben, derart daB die g+r+1 Gleichungen 
bestehen 
o 0 a oa 
IV (i) + > } 1, ¥ (i) + 2 Lg yX(v) = 0, 


o=m1,2,---q+r+1. 


Man zeigt dann weiter wie in § 4 von (I), daB die Multiplikatoren / 
von der Wahl mindestens eines der ¢+ 7+ 1 Funktionensysteme 4,, ---, 7, 
unabhiingig sind, soda$ also wegen der noch vorhandenen Willkiirlichkeit 
der Funktionen 7, die Gleichung 


é 0 
(16) lV (a) +> by ¥o(u) +> bya yXp(nt) = 0 
Ped Y 


mit denselben Multiplikatoren J fiir alle in [4,¢,| zweimal stetig differentiier- 
baren Funktionensysteme y,,--+ 4,, welche den m Differentialgleichungen 


= a a j : 
(17) , (1) => (3% m+ 55° .) =9, k=1,2,---,m 


geniigen, bestehen mub. 

Der kiirzeren Ausdrucksweise halber werden wir in der Folge die 
Gesamtheit aller Funktionensysteme 4%, , 7,,---, 7,, welche in [f,¢,] zweimal 
stetig differentiierbar sind und den n Differentialgleichungen (17) geniigen, 
mit § bezeichnen und dann sagen: Eine Gleichung wie (16) gilt in §, 
(was wir nach dem Vorgang von E. H. Moore durch Hinzufiigung der 
Klammer ($) andeuten), wenn sie fiir alle Elemente von § gilt. 

Nunmehr multipliziere man die p ersten der Gleichungen (17), 


0 a 7 a , © 
(18) > (ser u + ae! 11) =O, a= 1,2,--4p 


mit unbestimmten Multiplikatoren 2,(¢) und integriere von ¢, bis ¢,; ebenso 


multipliziere man die nach (12) fiir k = p + 6 durch Integration aus (17) 
folgenden q Gleichungen 


Ow aw, | . 
(19) Dei uD pe | ulte) = 0, B=1,2,--49 
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mit unbestimmten Multiplikatoren u,(¢) und integriere von ¢, bis ¢,; ferner 
multipliziere man die aus (19) fir ¢ = 4, (a Giddens 


(20) > Ae alt) - ) | ni(%) = 0 


mit willkirlichen konstanten Multiplikatoren 1}, summiere in allen Fallen 
nach « und # und addiere die erhaltenen Resultate zu (16). 

SchlieBlich wende man noch die Lagrangesche partielle Integration 
an; so erhalt man 


4 “4 
21) SD (5y,— ae oy) t+ Hind) + Hint) =, @) 


worin 
Q= We 1aPa +2 Haz, 
fo G /% Ox 
H?=- / thy 3 é 24S! x / + Dey x , 


fh Ox, 
Hi} = ou; oa / + or + ls = aly +Di dk, 


wm —h — frag(t)at. 


to 


(22) 





Nunmehr bestimme man die Funktionen 1,(¢), u,(¢) und die Kon- 
stanten 1} so, daB gleichzeitig die Gleichungen 


@Q d @2 " 
ah H} = 0, k=1,2,---,m 


bestehen, so erhalt man die Gleichung 


@) of p: (an — de aye mrt + Hoult) 


Ym+o 


+> Fin +0 Um +t) _ 0, (HD). 
@ 


Nun kann man alle Funktionensysteme », von erhalten, indem man die 
Funktionen 7,,,,,---, 1, Willkiirlich wihlt und dann noch die Werte von 
"> °°") Np, fir ¢=¢, willkiirlich vorschreibt; hierdurch und durch die 
Differentialgleichungen (17) sind dann die Funktionen 4,, - - -, 7,, eindeutig 
bestimmt. Indem man hiervon in passender Weise Gebrauch macht, erhilt 
man aus (23) den in (I) auf etwas umstindlichere Weise bewiesenen 
Satz Il. Wenn die Kurve ©, cin Extremum fiir den Ausdruck U unter 
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den angegebenen Bedingungen liefert, so gibt es p+q von t abhiingige 
Multiplikatoren 1,(t), w,(t) und gleichzeitig 2q +r + 1 konstante Multipli- 
katoren: lo, 13, 3, 4, derart, dag die n Differentialgleichungen 
AQ d 02 

sew dy, dt ay; ~ 
und die 2n Grenzgleichungen 
(25) H’=0, H}=0 
erfiillt sind, und iiberdies die q+ 47+ 1 Multiplikatoren ,, 14,1, nicht 
alle gleichzeitig gleich Null sind. Dabei sind die Gripen 2, H?, H}, 1, 
durch die Gleichungen (22) definiert. 

Weiter gilt die folgende Umkehrung*) hierzu: 

Satz Ila: Wenn es ein System von Multiplikatoren 


da(t), s(t); hy, I, Us, losy 
gibt, in welchen |, +0, und fiir welches die Differentialgleichungen (24) und 
die Grenzgleichungen (25) bestehen, so ist 
V(y)=9 
fiir jedes System von zuldssigen ersten Variationen, d. h. fiir jedes zweimal 
stetig differentiierbare Funktionensystem 4,, +++, %,, welches den p Differen- 
tialgleichungen (18), den q endlichen Gleichungen 


0, im 1,2--9 


' ay 
(26) ¥ s(n) =) ay = 
und den r Anfangsbedingungen 

ex, é 
(27) (1) => { multe) + 5% nl) } = 0 
geniigt. 


Zum Beweis bilde man mit den in der Voraussetzung genannten 
Multiplikatoren, wobei man |, = 1 setzen darf, den Ausdruck 


ty f 
Vn) +> fda %.(n) at +>) f uy ¥4(n) at 
B to 


0 1 
+> 13 ¥s(") +>’ ls ¥ (0) +> ly+y Xy(%)- 
p p Y 


Derselbe ist gleich V(y4), wenn die 4, den Gleichungen (18), (26) und (27) 
geniigen und andererseits reduziert sich derselbe nach Ausfiihrung der 
Lagrangeschen partiellen Integration auf die linke Seite von (21), und ist 
daher wegen der vorausgesetzten Gleichungen (24) und (25) gleich Null. 


*) Verallgemeinerung eines Resultates von Hadamard, vgl. ,,Lecons“ Nr. 204. 
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§ 3. 
Der normale und der anormale Fall. 


In den Entwicklungen des vorigen Paragraphen haben wir nach dem 
Vorgang von Hilbert durch Einfiihrung des Multiplikators /, zwei wesent- 
lich verschiedene Fille zusammengefaBt, die nunmehr getrennt betrachtet 
werden sollen. 

Nach der Theorie der gewéhnlichen Extrema mit Nebenbedingungen 
haben wir nimlich bei der Behandlung des Extremums der Funktion 
U(é,--*+& 4,41) folgende zwei Fiille zu unterscheiden:*) 

Fall I: Es ist méglich g+7+1 Funktionensysteme 7;,---, a, von § 


so auszuwiihlen, daB mindestens eine Determinante q +r" Grades der 
Matrix 


(28) ¥, (ii), ae ¥, (ii), X, (7), ch X,-(7) , 6=1,2,--+,q +r+1 
von Null verschieden ist. 


Alsdann ist in den Formeln des vorigen Paragraphen 
= 1 


za setzen. Dies ist der ,,Hauptfall*; wir sagen in diesem Fall, die Kurve €, 
verhalte sich ,normal“. 

Im Hauptfall kann man die g +r Gleichungen (14) nach g+>r der 
GréBen ¢,,---,é,,,4, auflésen und erhilt so durch Einsetzen der ge- 
fundenen Werte in (13) eine einparametrige Schar von zuldissigen Varia- 
tionen der Kurve ©,. 

Zugleich beweist man leicht den zuerst von WeierstraB fiir das ein- 
fachste isoperimetrische Problem bewiesenen Satz, den ich dem ,,Funda- 


mentallemma* der Variationsrechnung gegeniiber als ,,Krgdnzungslemma“ 
bezeichnet habe**): 
Ist 4,,---, 9, ein System von zulissigen ersten Variationen der 


Kurve €,, so gibt es stets eine einparametrige Schar von zulissigen Kurven 


y, = Ut, é), i= 1,2,---,m, 


in welcher die Kurve ©, fiir «= 0 enthalten ist, und fiir welche 


Oy; «=0 
44 | a 


Fall Il: Samtliche Determinanten der Matrix (28) verschwinden, wie 


man auch die g+r-+1 Funktionensysteme 7, ---, j. von § wiahlen mag. 


*) Vgl. meine ,,Vorlesungen iiber Variationsrechnung", 8. 547. 
**) Ibid. S. 460 und 568, und Hadamard, Lecons, S. 228. 
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Alsdann ist in den Entwicklungen des vorigen Paragraphen 
lL, =0 
zu setzen. Wir sagen in diesem Fall nach dem Vorgang von Hahn, die 
Kurve ©, verhalte sich ,anormal“. 
Aus (16) folgt daher:*) 
Im anormalen Fall gibt es ein System von q +r Multiplikatoren 


ly ls, ao Lier 
die nicht alle Null sind, sodaB 
0 P i 
(29) > 4G) +S bay Xm) =9, (8). 
e Y 


Da dies offenbar im Hauptfall nicht méglich ist, so ist diese Eigen- 
tiimlichkeit charakteristisch fiir den anormalen Fall. 

Im anormalen Fall ist es, wenigstens auf dem oben beim Hauptfall 
angegebenen Weg, nicht méglich, Scharen von zuliissigen Variationen der 
Kurve &, zu konstruieren, und dementsprechend wird auch das Ergiinzungs- 
lemma hinfillig. 

Der Hauptsatz des vorigen Paragraphen nimmt nunmehr folgende 
Form an: 

Satz Ill: Damit die Kurve ©, sich anormal verhalte, ist notwendig 
und hinreichend, dap es ein System von Multiplikatoren 


ha(t), ws(t); U3, U3, osy 
gibt, fiir welche 1. die n Differentialgleichungen bestehen 


aQ, ad G2, 
oy, at by; 


(30) 
mit 


(31) 2 -> hePe +> UV, ’ 
« 3 


= (), i=1,2,---” 


2. die 2n Grenagleichungen gelten 


a2, /'* 9 ee |" _ 
yy / +e ts Oy”; +Qhes No 0, 
Yi , - 
a2, /* ss I >" On, 
at / +2 ts OY; +2 bry OVis = 0, 


3. die q+r Konstanten |,, 1,,, nicht alle gleich Null sind, wo 


(32 ) 


4 
(33) ly =U + +f up(t) dt. 
ty 


*) Verallgemeinerung eines Resultates von Hadamard, Legons, 8S. 228. 
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DaB diese Bedingungen notwendig sind, folgt unmittelbar aus Satz II 
fiir 1,= 0. DaB sie auch hinreichend sind, ergibt sich folgendermaBen: 
Fiir jedes Funktionensystem », von § gelten die Differentialgleichungen (18), 
die Gleichungen (19) und die Anfangsbedingungen (20). Wir multiplizieren 
diese Gleichungen der Reihe nach mit den im Satz vorkommenden Multipli- 
katoren 4,, 3, 1}, integrieren die beiden ersten zwischen ¢, und ¢,, sum- 
mieren dann nach « und # und addieren die erhaltenen Resultate. Sodann 
‘wenden wir die Lagrangesche partielle Integration en und driicken schlieB- 
lich mit Hilfe der Voraussetzung (32) die GréBen 

a to B ity 

1 
durch die iibrigen GréBen aus. Dann ergibt sich als Resultat die Glei- 
chung (29), giiltig in §, mit Multiplikatoren 1,, 1,,,, die nicht alle gleich 
Null sind. Daher ist €, anormal. 

Zusatz: Die Funktionen i,(t), us(t) sind dabei nicht alle identisch 
gleich Null in |t,t,]. 

Dies folgt nach Satz I daraus, daB die Anfangsbedingungen als 
reduziert vorausgesetzt sind und der Fall singuliirer Endpunkte ausge- 
schlossen ist. 

Aus Satz III ergibt sich ein wichtiges Resultat fiir den normalen Fall: 

Satz 1V: Wenn die Kurve €, sich normal verhdlt, und es ein Multi- 
plikatorensystem 

4, (t), Bs (t); Us, Bs ley 
gibt, fiir welches die Differentialgleichungen (24) und die Grenzgleichungen 
(25) mit 1, = 1 erfiillt sind, so gibt es nur ein einziges solches System 
von Multiplikatoren. 

Denn gabe es ein zweites System 


da(t), s(t); 13, Ts, Ty+y, 


so subtrahiere man von den zugehérigen Differentialgleichungen und 
Grenzgleichungen 


a2 od GQ _ 71 
= ah" H’=+0, H} =0 


die Gleichungen (24), resp. (25). Das so erhaltene System von Differen- 
tialgleichungen und Grenzgleichungen wiirde dann nach Satz III ausdriicken, 
daB ©, anormal wire (was der Voraussetzung widersprechen wiirde), auBer 
wenn die simtlichen Differenzen 

ba—le lasy— ley 


verschwinden. Es muB8 also insbesondere: L oy l, + 0 sein. 
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Nunmehr folgt aus den Gleichungen 
HH? — HS =0, H} — H} =0 
auf Grund von Voraussetzung (4), dab 
Aa (to) — Aa(toe) = 0, T2—12—0, 
da(ts) — de(ts) = 0, T}-1H =0 
sein muB. Endlich schlieBt man aus den Differentialgleichungen 


aang—Q) 4a a(2—2) _ 


oy, dt 0y; ° 


wieder auf Grund der Voraussetzung (4), daB 


A,(t)—4,(t) = 9, ms(t) — ws(t) = 9, 
identisch in ¢, womit der Satz bewiesen ist. 

Es miége mit I die bisher betrachtete Gesamtheit von zulassigen 
Kurven bezeichnet werden, also die (abgesehen von Stetigkeitsbedingungen 
und Gebietseinschriinkungen) durch die Bedingungen (1), (2), (3) charakte- 
risierte Kurvenmenge, mit Jt’ dagegen diejenige Kurvenmenge, welche 
durch dieselben Bedingungen mit Weglassung der Anfangsbedingung 


Ay.(Yr0> “* 5 Yn03 Yrs °° Yat) =O 
charakterisiert ist, wo y, eine der Zahlen 1, 2,---, r ist. 
Dem bisher betrachteten Problem I: 


U = Extremum in M 


stellen wir dann das Problem II: 


LyYro> +") Yno3 Yiao °° Yar) = Extremum in PM’ 
gegeniiber. 

Schreibt man fiir dieses neue Problem die Differentialgleichungen (24) 
und die Grenzgleichungen (25) hin, so sieht man, daB dieselben mit den 
Differentialgleichungen (31) und den Grenzgleichungen (32) fiir den 
anormalen Fall des Problems 1 identisch werden, wenn man statt J, 
schreibt J,,,,, und man erhilt so den 

Satz V: Erfiillt die Kurve €, die Differentialgleichungen und die 
Grenzgleichungen fiir das Problem Il, so ist €, anormal fiir das Problem I, 
und umgekehrt. 

Zusatz: Ist die Kurve ©, anormal fiir Problem I und ist dabei der 
in Satz III vorkommende Multiplikator 1,,,,+-0, so ist €, normal fiir 
Problem IL. 
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g 4. 
Bemerkungen iiber einige Spezialfiille. 


Wir wollen die vorangehenden Resultate noch auf einige Spezialfille 
anwenden. 


a) Das Lagrangesche Problem mit reinen Differentialgleichungsbedingungen 
und festen Endpunkten wird erhalten fiir G = 0, wenn die Bedingungen (2) 
wegfallen und die Bedingangen (3) die spezielle Form annehmen: 


(34) Yio — Yo = 9, Yi —¥,, =(Q, i=1,2,---m. 
Die Grenzgleichungen (25) lauten 


wi dQ _ 
ms ** 
Sie driicken keine Bedingung fiir die Kurve ©, aus, sondern dienen nur 
dazu, die Multiplikatoren 7 zu bestimmen. 
Die Sitze II, 1V, V gehen in bekannte Siitze*) tiber den normalen 
und anormalen Fall iiber. 


22 / i 


, = ( 
dye | thas 9- 


? 


b) Das Lagrangesche Problem mit gemischten Bedingungen und festen 
Endpunkten. 

Schon A. Mayer hat in seiner grundlegenden Arbeit iiber die Lagrange- 
sche Multiplikatorenmethode**) davor gewarnt, das Lagrangesche Problem 
mit gemischten Bedingungen und festen Endpunkten durch Differentiation 
der endlichen Gleichungen auf den Fall reiner Differentialgleichungsbe- 
dingungen zuriickzufiihren, da man hierbei stets auf den anormalen Fall 
gefiihrt werde, und neuerdings haben Hadamard***) und ich selbst}) diese 
Warnung wiederholt. 

Die erwiihnten Bedenken sind jedoch unbegriindet: Wenn man, wie es 
fiir eine richtige Definition des anormalen Falles notwendig ist, vor Ein- 
tritt in die Untersuchung die Anfangsbedingungen in der angegebenen 
Weise reduziert, so wird man im allgemeinen nicht auf den anormalen 
Fall gefiihrt. 

Im gegenwirtigen Fall hat man wieder G=O und an Stelle der 
Anfangsbedingungen (3) treten die Gleichungen (34), zu denen noch die 
stets vorhandenen Anfangsbedingungen (5) kommen. Lift man nun die 
Anfangsbedingungen in dieser unmittelbar gegebenen Form, so lauten die 
Bedingungen (29) fiir den anormalen Fall dahin, dab es g + 2» Multipli- 
katoren 1,,1,,--+,1,,9,, nicht alle gleich Null, geben mu derart, dab 


*) Vgl. meine ,,Vorlesungen* § 69, d). 
**) Math. Ann. 26 (1886), 8. 80, FuBnote. 
***) Legons, Nr. 207. +) ,,Vorlesungen“, 8. 582. 
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0 
(35) SPU ¥en) +> hase) +> bans =9, (8) 
B i i 


und dieser Bedingung kann man auf Grund der in § giiltigen Glei- 
chungen (20) stets geniigen, indem man z. B. 


=O, £,,— 5%)", 2 a0, |" 


qt Cu; ? qtntt = oy, 


wahlt, und es scheint also in der Tat, als ob immer der normale Fall 
eintreten miiBte. 

Dem ist aber nicht so. Denn aus der Voraussetzung (4) folgt, dab 
es zwei Systeme von qg Zahlen i,, i,,---, i, und k,,k,,---, k, aus der 
Reihe 1,2,---, m gibt, fiir welche 


OW» We, tee %,) on 0 O(Y,» We, | Wo) yf 
/ an 
OY, Yigs*" Yi) ; CYk,» Yagr* Ye) 


Daher sind nach dem Dinischen Satz tiber implizite Funktionen die 2q 
Gleichungen 


0 0 0 

(36) [¥,,0 — %,,0 = 9 Yo — 4,0 = 9 °° ¥;,,0 — Yig,o = 0, 
0 0 0 

ly. — Ya,1 = 9% Yano Yano = 97 > * > Yayo — Yig,o = 9 


eine Folge der tibrigen 2” — 2q Gleichungen (34) und der Gleichungen 
(5), und erst nach Weglassung dieser 2q Gleichungen (36) wird das 
System der Anfangsbedingungen in dem in $1 definierten Sinn reduziert. 

In der Bedingung (35) fiir den anormalen Fall sind also jetzt bei 
den beiden Summationen nach i die Indizeswerte i,,---,i,, resp. k,,---, k, 
auszulassen, und die so reduzierte Bedingung ist nun im allgemeinen 
durchaus keine Folge der Gleichungen (20) mehr, womit der oben er- 
wahnte Einwand widerlegt ist. 

Dieses Beispiel zeigt, wie nétig es fiir die Charakterisierung des 
anormalen Falles ist, daB man vor Eintritt in die Untersuchung die An- 
fangsbedingungen in der in § 1 angegebenen Weise reduziert. 

c) Das Mayersche Problem, wie es A. Mayer selbst formuliert hat, 
ergibt sich fiir 


f=0, G=y, 


wenn die Bedingungen (2) wegfallen und die Bedingungen (3) die spezielle 
Form annehmen: 


(37) Yi0 —tKho= 0, Yeo — Yeo = 0, “**y Gro — Jno = 0, 
Yer — Yor = 9, tee Yat — Yor = 9: 














446 O. Borza. Anormaler Fall beim Lagrangeschen Problem. 


Man erhilt die bekannten Differentialgleichungen, und von den Grenz- 
gleichungen ist nur die auf y,, beziigliche Gleichung 


a2, |* 
é "u;, 


Qj -> 1, Pa 


von Bedeutung, insofern sie zeigt, daB im normalen Fall 


+h=0, 


wo 


ja 
62, 


a9 | 0, 
im anormalen Fall dagegen 

aa, /*_ ng 

in| = 0.*) 


Mit diesem Mayerschen Problem vollstiindig aquivalent ist das folgende 
Lagrangesche Problem: In Beziehung auf dieselbe Gesamtheit 2% von 
zulaissigen Kurven, — also insbesondere mit denselben Anfangsbedingungen 


(37), — das Integral 
th 
T= yi dt 


zu einem Extremum zu machen, da auf Grund der ersten der Anfangs- 
bedingungen (37) 

J = 9% — tho 
ist, sich also von der im Mayerschen Problem zu einem Extremum zu 
machenden GréBe y,, nur um die additive, in M konstante, GroBe ¥,, 
unterscheidet. 

In der Tat erhilt man auch nach § 2 genau dieselben Differential- 
gleichungen und Grenzgleichungen fiir beide Probleme, und wenn die 
Kurve ©, normal (resp. anormal) fiir das eine Problem ist, so ist sie 
auch normal (resp. anormal) fiir das andere. Man darf also das Mayer- 
sche Problem als Spezialfall des Lagrangeschen Problems mit einer frei 
variabeln Endkoordinate auffassen**). 


Freiburg i. B., den 11. Januar 1913. 

*) In Obereinstimmung mit Hadamard, ,,Lecons“, Nr. 204. 

**) Die Einwiinde, die Hadamard gegen die Behandlung des Mayerschen Problems 
als Spezialfall des Lagrangeschen erhoben hat (,,Lecons‘t, Nr. 197, 206) finden auf 
die obige Betrachtung keine Anwendung, ebensowenig auf den Beweis, den ich in 
§ 70, c) meiner ,,Vorlesungen“ fiir die Multiplikatorenregel beim Mayerschen Problem 
gegeben habe. 
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Uber die Aquivalenz der Cesaroschen und Hoélderschen 
Mittelwerte. 


Von 
I. Scuur in Bonn. 


Ist 
(x) Dy Uy, Xy,°** 


eine konvergente Zahlenfolge und lim #, = £, so konvergieren bekanntlich 
auch die Mittelwerte — 
po oe MAM He Tn 
" n 


(2) 
n 


gegen § Definiert man weiter h*’, + -++ durch die Gleichungen 





n n ? n n “Danes 


(1) yp) (a) (2), p(@) a... 1 pO) 
1, © a+ hg + soo he 0) * hy’ + hy a+ $+ hy 


so wird daher fiir jedes k auch lim h'” =£. Die Zahlen kh, h®,--- heiBen 


die Hélderschen Mittelwerte. Eine andere Klasse von Mittelwerten hat 
Cesaro eingefiihrt: er setzt 


(1) , (2) (1) (1) (1) 
s) =2,+%+---+42,, s = Ss + 8, +.---+8 


n n? 
und 
(k) a * 
O-aeian” 
(TE ’) 
Diese Mittelwerte haben dieselbe Eigenschaft wie die Hélderschen: aus 
lim z, = & folgt fiir jedes & auch lim c#) = &. 


Es kann nun eintreten, daB fiir ein gegebenes k die Folge der Zahlen h® 


- kis® 
*) An Stelle dieser Zahlen betrachtet man vielfach die Quotienten : - Fir 
n 
die Konvergenzfrage ist es ohne Bedeutung, welche der beiden Mittelbildungen man 
in Betracht zieht. 
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konvergent wird, ohne daB die Folge (xz) konvergiert. Dasselbe gilt auch 
fiir die Cesaroschen Mittelwerte. Es besteht aber folgender 
Aquivalenzsatz. Fiir jeden Wert von k sind die Folgen 


k (k (k) (k 
(a) =, ey: 
und 
(k)) AA) (4) (k) 
(c”) Gs @ + G@ 5°" 
entweder beide konvergent oder beide divergent. Im Falle der Konvergenz ist 
a 2 th 
(1) lim ty = lim ¢.”. 
n=o n= oo 


DaB sich aus der Konvergenz der Folge (hk) auch die Konvergenz 
von (c)) (gegen denselben Grenzwert) ergibt, hat zuerst Herr K. Knopp*) 
gezeigt. Den ersten Beweis fiir den umgekehrten Satz verdankt man 
Herrn W. Schnee**). Auf anderem Wege hat den Aquivalenzsatz Herr 
W. B. Ford***) bewiesen. Diese Beweise beruhen aber auf wenig durch- 
sichtigen Rechnungen. 

Ich zeige im folgenden, daB die Zahl i sich in tibersichtlicher Weise 
durch die kK—1 ersten Hélderschen Mittelwerte der Zahlen [, ©, res "i 
ausdriicken laBt (vgl. Formel (8)). Aus dieser Relation geht unmittelbar 
hervor, daB, wenn die Folge (c*)) konvergent ist, die Folge (hk) gegen 
denselben Grenzwert konvergiert. Da® auch das Umgekehrte gilt, wird 
auf zwei verschiedene Arten aus allgemeinen Siitzen gefolgert. Ich erhalte 
zugleich eine nicht unwichtige Erginzung des Aquivalenzsatzes (§ 2). 


§ 1. 
Es sei 
() T, Ly Lyy° °° 
eine Folge von reellen oder komplexen GréBen und 
a, 9 9O 
Aa| fn Ge 9%" ) = @,)4) 


Gs, Gz G3, **° 


*) ,Grenzwerte von Reihen bei der Anniiherung an die Konvergenzgrenze“, 
Inaugural-Dissertation, Berlin, 1907. 

**) Die Identitiit des Cesiroschen und Hélderschen Grenzwertes‘‘, Math. Ann. 
67 (1909), S. 110—125. 

**) On the relation between the sum-formulas of Hélder and Cesiro“, Amer. 
Journ. 32 (1910), 8. 315—326. 

+) Im folgenden sind alle Zahlen a 
x <i ist. 


b 


iy + Stets gleich 0 zu setzen, wenn 


mat 
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ein Koeffizientensystem, in dem die Zahlen a,,, dg.,--- von Null verschieden 
sein sollen. Setzt man 

(2) Yn = Aq 1% + An2%e ald Gn, (n — 1, 2,- Fi ‘)y 
so erhilt man in 

(y) ir Yor Yor °° 


eine neue Folge. Ich sage nun: Die Folge (y) geht aus der Folge (x) 
durch Anwendung der Operation A = (a,,) hervor, was ich auch kurz durch 
die Gleichung (y) = A(z) andeute*), Ist die Folge (y) gegeben, so lassen 


sich die Zahlen z,,2,,--- aus den Gleichungen (2) bestimmen. Die Auf- 
lésung liefert Gleichungen der Form 
= Qi; + Ca - eae + Bn Yn (n= 1, 2,---). 


Das Koeffizientensystem (a,,) und die zugehérige Operation bezeichne ich 
mit A~* und nenne, wie iiblich, A~' die zu A inverse Operation. Aus 
(y) = A(x) folgt demnach (x) = A-'(y). 

Ist B= (b,,) ein zweites Koeffizientensystem von derselben Art wie 
A, und setzt man 


y= bts + bee +--+ + Dann (n= 1,2,---), 
so lassen sich diese GréBen auch in der Form 
2 = Cy %y + Cae dhl Can" 
darstellen. Hierbei wird ; 
C,, = b,,4,; + by asstigaa + +++ +5,,4,, (x >4). 


Das Koeffizientensystem (c,,) und die zugehérige Operation bezeichne ich 
mit BA. Aus (y) = A(x), (2) = Bly) ergibt sich also (z) = BA(a). Ist 
AB= BA, so heifen A und B vertauschbar. In jedem Fall ist 
(AB)-' = B-'A-*. Sind ferner « und # zwei Konstanten, so verstehe 
ich unter «A+B die durch das Koeffizientensystem aa,, + Bb,, be- 
stimmte Operation. Diese Operation soll aber nur dann betrachtet werden, 
wenn unter den Zahlen aa,, + Bb,, keine gleich Null ist. 

Die identische Operation y, =, bezeichne ich mit EF, die Mittelbildung 
a St Ot: 3% 


n 


Yn 


mit M. Die zu M inverse Operation ist 


(n= 1,2,---) 


Zn = NY, one (n—1)y,_;- 
Die Hélderschen Mittelwerte h®, h®,.-- gehen dann aus der Folge (x) 
durch Anwendung der Operationen M, M*,.-- hervor, und es wird 


(h®) = M*(z), (h@ +) = M(h), 


*) Vgl. O. Toeplitz, »Uber allgemeine lineare Mittelbildungen“, Prace mate- 
matyczno-fizyczne 22 (1911), 8. 118—119. 
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Es kann eintreten, daB jedesmal, wenn die Folge (x) konvergiert und 
lim z, = & ist, auch (y) = A(x) eine konvergente Folge und lim y, = § 


wird. Dann nenne ich A eine regulére Operation. Ist neben A auch A~* 
reguliir, so mége A eine reversible Operation heiBen. Sind A und B zwei 
regulire Operationen, so sind offenbar auch AB und «aA +(1—a)B 
regulir. Ebenso ist AB reversibel, wenn A und B reversible Opera- 
tionen sind. 

Besitzen zwei Operationen A und B die Eigenschaft, daB fiir jede 
Folge (x) die Folgen (y) = A(z) und (z) = B(«) entweder beide konver- 
gent oder beide divergent sind und im Falle der Konvergenz denselben 
Grenzwert ergeben, so bezeichne ich A und B nach dem Vorgange von 
Herrn Toeplitz als diquivalente Operationen. Da 


(y)=AB-(z), (2) = BA-*(y) 


wird, so sind A und B dann und nur dann einander dquivalent, wenn 
AB-* und BA-* reguliire Operationen sind. 

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, daB eine 
Operation A reguliir sei, hat Herr Toeplitz a. a. O. aufgestellt: 

I. Die Operation A =(a,,) ist dann und nur dann regulir, wenn 
erstens 


(3) lim (a,, + @,, +°*:+4,,) =1 


ist, eweitens fiir jedes feste v 
(4) lim a,, = 0 


wird und drittens die Zahlen 


On, + |Oy9| + °° + 4,0! 
unterhalb einer von n unabhingigen endlichen Schranke liegen.*) 

Im folgenden werden wir mehrfach dem Fall begegnen, daB fiir jedes » 
die Zahlen a,,, 4,9, °--, @,—, Teelle Zahlen sind, die dasselbe Vorzeichen 
haben. Weib man dann, daB die Gleichung (3) besteht, und daB die 
Zahlen |a,,| unterhalb einer endlichen Schranke liegen, so ist die dritte 
Bedingung von selbst erfiillt. 

Man beweist auch leicht folgende Ergiinzung des Satzes I: 

Es sei A=(a,,) eine reguliire Operation mit reellen, nicht negativen 


*) DaB diese drei Bedingungen hinreichend sind, und daB die beiden zuerst 
genannten notwendig erfiillt sein miissen, ist sehr leicht zu beweisen. Von der tiefer 
liegenden Tatsache, daB auch die dritte Bedingung eine notwendige ist, wird im 
folgenden kein Gebrauch gemacht. 
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Koeffizienten. Ist dann x,, x,,--- eine Folge reeller Zahlen, die der Be- 
dingung lim x, = co geniigen, so ist auch 


lim (4,2; + An3% a aoc + a, Xn) = oOo. 


Wir haben folgendes zu zeigen: ist g >0, so liBt sich k so bestimmen, 
daB fiir »>k 
. Yu = Ayy Ly + Ayg%y +> + 4,,%, > 9 

wird. Es sei nun 2, > 8g fiir »>m. Da die Koeffizienten a,, den Be- 


dingungen (3) und (4) geniigen sollen, so kann man m’ so wihlen, dab 


fiir » > m’ 


1 1 
Gay +G.g¢+°--+4,,>75> Gun Sam 


(u = 1, 2,---,m) 
und 
Ayr + G,2% + Siete: nm X ey | < g 
wird. Dann ist, wenn k die gréBere der beiden Zahlen m und m’ bedeutet, 
fir n>k 
1 


Qi m+ + Gym +2 a mee + Gann P 4 


und 


8 
Y, _ An Ty i - - Gam m a Giam+i%m+1 > = + Ann X_ > = + =! == Ge 


§ 2. 


Haben die Zeichen i,  % und i dieselbe Bedeutung wie in der 


Kinleitung, so wird 
() (m+ k—1)\ wy (k-1) (k— 1) (kK—1) ___() (k—1) 
s = ( k 7 ss + 8, pose Se, =6H1 tS 


also 


(5) a &- Sth *) dt), 
v=1 
Diese Gleichung lit sich in der Form 
eeu ') of ” =e Cae rs ory etn») 


schreiben. Hieraus folgt 


ila = (k- 1)c + ne” _ (n—1)c 


n—-1° 


Daher ist 


(k—-1 (k-1 k-1 
ef + of yt... +0 ) 
n 


= (k-1) ef + of) +--+? 4M, 
n n 


(6) k- 
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Bezeichnet man nun mit S, die Operation 


ne 
§,- 5 E+"; M, 
so besagt die Gleichung (6), daB 
(7) M(c#-») = S,(e) 


wird. 
Nun ist aber h 
(h®) = M(h™) = M(ce™) = 8, (ce). 


Da ferner die Operationen S,, S,,--- offenbar mit M (und auch unter- 
einander) vertauschbar sind, so erhalten wir weiter 


(h®) — M(h®) — MS,(c*) = S, M(c*) = S,8,(e). 


 — ¢ daher ist 
n n 


Indem wir dieses Verfahren fortsetzen, gelangen wir zu der wichtigen Formel 
(8) (h®) = S, 8, --- 8,(e). 
Die Folge der k** Hélderschen Mittelwerte geht also aus der Folge der 
k*" Cesaroschen Mittelwerte durch Anwendung der Operation 

P, = 8,8,---8 


k 
hervor. 


Da nun M und also auch §,, S,,--- reguliire Operationen sind, so 
ist auch die Operation P, reguliir. Ist daher (c”) eine konvergente Folge 
und lim c® = y, so ist auch lim h® = y.*) 


Der zu beweisende Aquivalenzsatz besagt nun weiter, daB auch die 
zu P, inverse Operation regulir, also P, reversibel ist. Da dies fiir jedes 
k gelten soll, so folgt aus dem Satz auch, dab 


-1 Yo -1 -lgqg-!l 
P,P,_, ~ §,8,---8, 8,_,---8, S, = S,. 


eine reversible Operation ist. Kénnen wir umgekehrt direkt beweisen, 
dab S, fiir jedes k reversibel ist, so ergibt sich, daB auch P,, als Produkt 
reversibler Operationen, dieselbe Eigenschaft besitzt. 

Ehe ich zum Beweis der Reversibilitit der Operation S, tibergehe, 
will ich noch auf eine Ergiinzung des Aquivalenzsatzes aufmerksam machen, 
die sich aus der Formel (8) ergibt. Die Operation P, laBt sich offenbar 
auf die Form 

P,=pyE +p, M+---+p,,M*' 
bringen, WO p», ?;,°**; P,—-; Teelle positive Zahlen sind. Da auch die 
Koeffizienten der Operationen E, M, M*, --- nicht negativ sind, so hat 


*) Dieser Teil des Aquivalenzsatzes, der bis jetzt als der schwierigere galt, 
erscheint also hier als besonders einfach. 





Un 


$Q 
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P, positive Koeffizienten. Auf Grund der am Schlu8 des vorigen Para- 
graphen gemachten Bemerkung folgt daher aus (8) der Satz: 
Sind die Zallen x,, %,,---, die zur Erzeugung der Mittelwerte n® 
und ef dienen, reell, und ist fiir ein gegebenes k 
lim & 


= oO, 
so ist auch 

‘ (k 

lim ne = Oo. 


Der umgekehrte Satz ist aber nicht richtig. Denn wahlt man z. B. 
die x, so, daB 
=, cf) = 0 (vy =1,2,---) 
wird, so ist 
_ Ga) +--- +e 
lim - a Vee 


Co, 
und da offenbar die Ungleichung 


e) + ot) eee oft) 


n 


gilt, so wird auch lim h® = oo. In diesem Fall ist aber gewiB nicht 


n=% 
) 


. k 
lim cl = Oo. 


Man schlieBt aber leicht, daB aus lim h = oo die Gleichung 
lim sup ral = 0O 
folst. _ 
§ 3. 


DaB die Operation S,— + E + “> * M fiir jedes positive ganzzahlige k 
reversibel ist, folgt aus dem allgemeinen Satze 
Il. Die Operation 
S=c«cE+(1—a)M 


ist dann und nur dann reversibel, wenn der reelle Teil der Zahl « positiv 
(> 0) ist.*) 


*) DaB fiir R(@) >0 die Operation 
% +% +--+ ee 


£n41 = O24, + (1— a) a 
reversibel ist, hat fiir reelle « Herr J. Mercer (Proc. Lond. Math. Soc. (2) 5, 8 206) 


und allgemein Herr G. H. Hardy (Quart. Journ. 43, 8. 143) bewiesen. 
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Da S fiir jedes @ eine reguliire Operation ist, so haben wir nur zu 
untersuchen, unter welchen Bedingungen auch S~' regular ist. Auszu- 


schlieBen ist der Fall, daB « eine der Zablen —1, —},—1,--- ist, 


da alsdann S iiberhaupt keine Inverse besitzt. Auch « = 0 kann beiseite 
gelassen werden, da in diesem Fall S= M wird, und M bekanntlich 
keine reversible Operation ist. 

Es sei nun 
(x) yy Zqy°*° 


eine gegebene Folge und (y) = S(z), also 


mas.) tht ts, 
Hieraus folgt leicht 
(9) ny, — (n—1)y,_, = [a(n—1)+ 1], — a(m—1)z,_,. 
Nun sei 
(10) Ly = Ai + GneY2 ddd Bann: 
Dann ist offenbar 
(11) a.= 5} = , 
4 we + a(n—1) 
also 
(12) lim a,, = —- 
Setzt man ferner alle Zahlen z,, 2,,--- gleich 1, so werden auch alle 
Zahlen y,, ¥,--- gleich 1. Daher ist 
(13) G,,+4,.+---+4,,—1. 


Aus (9) und (11) folgt ferner 


_  — @(n—1) n—1 
ma—-1 — Tt a(n—1) “n-1.9-1 — Tp a~m—l) 


und fir v<n—1 
(14) a 


Da nun 


a 


_ _a«(n—1) P 
nv 1+ a(m—1) *-1"" 


n—t1 


4,-1,9-1 ~ Tp am—2) 


ist, so erhalten wir 

im: | a 
ma-t  [1+a(n—1)][1+e(m—2)]  1+e(m—1)  [1+e(n—1))[1+e(n—2)] 
Auf Grund der Formel (14) ergibt sich nun leicht fiir jedes y< nm — 1 


a 


a*~*-*(@—1) v(v-+1)---(n—1) 


uy Tf ae—l) [iFerl[ite~e+H]---[item—1] 
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Setzt man = = 6, so laBt sich diese Gleichung auch in der Form 
6 — B* 1 


"TREE OD (4h) (gh) 


a 


schreiben. 

Ist nun « insbesondere eine reelle positive Zahl, so haben alle Zahlen 

a,, (v<m) dasselbe Vorzeichen (nimlich das Vorzeichen von a — 1). 
Ferner ist 

6 — B* 1 
la,.|< /—__—— 
nvliS Bt y—1 i 1 1 
othe i hae 
lim a,, = 0. 


also fiir jedes v 


Auf Grund des Toeplitzschen Satzes I folgt hieraus in Verbindung mit 
den Formeln (12) und (13), daB S~' regulir ist. Speziell ist also S, fiir. 
jedes k eine reversible Operation. 

Es sei nun « eine beliebige reelle oder komplexe Zahl. Setzt man 


(m—1)! m? 


B(B+-1)---(B-+-m—1) v4 G,,(B), 
so wird, wie eine einfache Rechnung zeigt, 
G 
Ant = (p—B*) SA) 
n 
und fir l1<v<n—1 
a,, = (B — B*) 


(»—1~-"G, 6) | 
nw’ G,_,(B) 
Da nun p = * keine negative ganze Zahl sein soll, konvergiert G,(8) mit 


wachsendem » gegen die endliche, von Null verschiedene Zahl [ (8). Ferner 
ist dann und nur dann lim |n’| = oo, wenn §i(f) oder, was dasselbe ist, 


R(«) eine positive Zahl bedeutet. Ist daher R(a) > 0, so ist fiir jedes v 
(15) lim a,, = 0. 


Dagegen ist, wenn Si(«) <0 wird, diese Bedingung fiir kein y erfiillt. 
Fiir R(a) <0 ist daher S~* keine regulire Operation. 

Um nun zu zeigen, daB bei positivem (a) die Operation S~*=(a,,) 
allen Bedingungen des Satzes I geniigt, haben wir unter Beriicksichtigung 
der Formeln (12), (13) und (15) nur noch zu beweisen, daB die Summen 


Q, = as | + |a,2| ooo} |, »—1| 
unterhalb einer endlichen Schranke liegen. Diese Summe hat aber die Form 
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— 13-1) . | _Gn@)_|, 
| wi | Sie- 1) G, _ 1 (6) | 


r=? 


Da die GréBen | G,(8)|, |G@,(8),--- gegen die von Null verschiedene 


Grenze |[()) konvergieren, so sind die Faktoren @,(P) | unterhalb einer 


G, wih (6) 
endlichen Zahl @ gelegen. Daher ist, wenn 9i(8) =} gesetzt wird, 


sh Me Te __ 9-1 
Q, < @|p—pr +t? “+ ie 2) : 


b 
n 


Der hier auftretende, von » abhingige Faktor ist aber fiir b> 1 kleiner als 


— = 
n 
und fiir 0<b< 1 kleiner als 
 - 1 
n’ J - ‘da ~ b 
0 


Hiermit ist der Satz II vollstiindig bewiesen. 


§ 4. 

Man kann, von der Formel (5) ausgehend, den Beweis des Aquivalenz- 
satzes noch etwas anders darstellen. Diese Formel lehrt uns, daB die 
Operation U,, welche die Folge (c*-”) in die Folge (c“) tiberfiihrt, von 
der Form 

i as a, Uy + Mg Uy ++: + a, Uy, 
(16) ~~ a,+a,+---+a4, 


vtk—2 

a= ("7-1 ) 

wird. Da fernei 
() = U,U,_1-+-U,(z), (h) = M*(z) 
ist, so besagt der Aquivalenzsatz nur, daB die Operationen U,U,_, --- U, 
und M* einander iiquivalent sind (vgl. § 1). Um dies einzusehen, geniigt 
es aber zu zeigen, dap jede der Operationen U,, U,,--- mit M dquivalent 
und zugleich mit M vertauschbar ist. Denn sind allgemein U,, Uj, --- 
irgendwelche Operationen, welche diese beiden Kigenschaften besitzen, und 
setzt man U,= R,M, so wird R, eine mit M vertauschbare reversible 
Operation, ferner wird 
U,U,_.°:-Gh—- RR, RM. 

Da nun R,R,_,---R, als Produkt von reversiblen Operationen selbst 


reversibel ist, so ist das links stehende Produkt eine mit M* iiquivalente 
Operation. 


ist, wobei 
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DaB nun U, fiir jedes k mit M vertauschbar ist, kann direkt leicht 
gezeigt werden. Dies geht aber auch aus der Formel (7) hervor, denn 
diese Formel besagt nichts anderes, als daB 

U, = S;'M 
ist*), und da 
8-1, E+*>' 
mit M vertauschbar ist, so hat auch U, dieselbe Eigenschaft. Die Aqui- 
valenz der Operationen U, und M kann man aber, unter Beriicksichtigung 
der besonderen Gestalt der Operation U,, aus einem allgemeineren Satze 
folgern: 
Ill. Es seien 
,, My, 45,--- und b,, by, b,--- 
zwei Folgen reeller Zahlen, die folgenden Bedingungen geniigen: 
1. Keine der Zahlen a,,, b, ist gleich Null. 
2. Die Summen 
§,= 4, +4,+-++'+4,, t= b +b,+---+b, 
sind sémtlich positiv, ferner ist 
lims,= co, limt, — oo. 


3. Es ist entweder 


“IV 
“IV 


S$ 
C) 


IV 


a, a, 
b, by 
oder 


o 
INV 
F | 


> 


1 : 
1 as, 


alo 
IV 


IV 


4. Die Quotienten 


> 


| a, t, ad 


li a.| a. 


sind unterhalb einer (von n unabhiingigen) endlichen Schranke G gelegen. 
Dann sind die beiden Operationen 


= 


n§n 
t 


= 


__ Ay hy $F yy + +> + aU, 
(A) Y= a, +a, +---+a, ’ 
(By ae ax ats + atty +--+ + Dnthy 


. ie os i 
einander dquivalent. 


*) Dab U,, diese einfache Gestalt hat, beruht nicht etwa auf einem Zufall. Man 
kann vielmehr zeigen, daB jede mit M vertauschbare Operation der Form (16) die Ge- 
stalt S-' M haben mu, wobei S = on E+ (1 — *) M wird. Setzt man a, = #a,, 

2 2 


ore 


Mathematische Annalen. LXXIV. 30 


so wird a, = ( 
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Der Beweis ist sehr leicht zu ftihren: wir haben nur zu zeigen, daf 
die Operationen AB-* und BA-' den Bedingungen des Toeplitzschen 
Satzes | geniigen. 

Durch Aufliésung der die Operation B definierenden Gleichungen 
erhalten wir 

bu, = tw, — t,_1,_1 (t = 0). 
Daher ist 


n 
a, 
5°, a b, (t,w, ot tos w,_1) 
yet 


n—1 
a, a, at, 
=> 4 (¢-s2!) + W,,- 
v=1 . 


v+il n 


Setzt man also A B-'=(c,,), so wird 


t, (4, G41 a,t, 
Cov (; > ); mpg, (LSvSn—)). 


v v+1 nn 
Zunichst ist offenbar 

Cr tog t--- +6, = 1. 
Aus lim s, = co folgt ferner fiir jedes v 


lim ¢,, = 0. 


Da nun auf Grund der Bedingungen unseres Satzes alle Zahlen c,, (v <n) 
dasselbe Vorzeichen haben und |c,, < G@ sein soll, so ist in allen Fallen 
|e, | ss Cue ees + IC, < 1 3 2G. 


Ebenso zeigt man, daB auch die Operation BA-* den drei Bedingungen 
des Satzes | geniigt. 
Setzt man speziell 


vtk—2 
a—("F-3 )> 51 (v= 1,2,-»), 
so wird A=U,, B= M. Da hier a, << a, <a, <--- und 
n+k—1 a nk 
3, = ( k ), =f, b.8, wtk—1 


ist, so sind alle Bedingungen unseres Satzes erfiillt. Daher sind U, und M 
aiquivalente Operationen. 
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Bemerkung zu der vorstehenden Arbeit des Herrn I. Schur. 


Von 


Konrap Knopp in Berlin-Lichterfelde. 


Der in der vorstehenden Arbeit gegebene Beweis fiir die Aquivalenz 
der Cesaroschen und Hélderschen Mittelwerte stiitzt sich im wesentlichen 
auf die Tatsache, daB bei positivem a die Operation aE +(1—a)M 
reversibel ist, d. h. also auf den 

Satz: Wenn «> 0, so folgt aus der Existenz von 





(1) lim ex, + (1—a) STS to ae | 
daB auch . 
(2) * lim zg, 


existiert und denselben Wert hat. 
Bei der Wichtigkeit dieses Satzes mag der folgende, ganz direkte 
und jede Rechnung vermeidende Beweis einiges Interesse beanspruchen. 
DaB (2), falls vorhanden, denselben Wert hat wie (1), ist ohne weiteres 
klar; es braucht also nur die Existenz von (2) bewiesen zu werden. Auch 
geniigt es die GréBen x, als reell vorauszusetzen; denn ist erst fiir diese 
der Satz bewiesen, so ergibt er sich fiir komplexe x, sofort, wenn man 
sie in ihren reellen und imaginiren Teil zerspaltet. 
Zur Abkiirzung setzen wir noch 
%+%4,+---+2, = a 
n n 
Dann gilt zuniichst die Bemerkung: 


A. Wenn fiir ein bestimmtes n 
<i, ©@ f,>2 


Denn wire X,_, < X,, d. h. 
aT + T wees + Fy_4 < (n—1) X,, 


und 


Z, < X,, 
30* 
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so ergabe sich durch Addition die unmégliche Beziehung 


/ = om 
Ebenso gilt die Bemerkung 
B. Wenn fiir ein bestimmtes n 


e>i,., a2 dZ,.,< dd, 


Die X, besitzen nun auf Grund von (1) sicher eine obere Schranke; 
denn sonst giibe es nach Wahl einer beliebig groBen positiven Zahl g, 
die >, gedacht werden soll, immer noch ein m, sodab 


Xn, >9 
ware. Liige fiir » = m der Fall A. vor, so wire auch schon 
Xn-1 > 9: 
Es kann aber nicht fiir alle nm = m, m —1,---,3,2 der Fall A. eintreten, 
z. B. sicher nicht mehr fiir » — 2, und folglich gibt es mindestens ein n, 
fiir das er nicht mehr vorliegt, sodaB also 
,2X,>9 


ist. Dann wire aber auch — da a> O sein soll — 


ax, + (1—a)X, = X, + «(4,—X,) > 9, 
eine Beziehung, deren Erfiillbarkeit bei jedem noch so groBen g der 
Voraussetzung (1) widerspricht. 
Ganz ebenso erkennt man, daB die X, eine untere Schranke besitzen. 
Wire nun lim z, nicht vorhanden, so kénnte nach (1) auch lim X, 
nicht vorhanden sein und 


lim inf X,=i und lim sup X,—s 


wiiren verschiedene, aber — nach dem eben Bewiesenen — endliche Zahlen. 
Folglich gabe es zwei verschiedene Zahlen h und k (>h), z. B. h=i+ _ . 
k—s—*~", sodaB immer wieder 

X,>k bezw. X,<h 


wiire. Es sei nun m ein Index, fiir den die zweite, m’ > m ein Index, 
fiir den die erste Beziehung gilt: 


X,<h, Xy>k. 
Lage fiir n =m’ der Fall A. vor, so wiire auch schon 
Xai > k. 
Es kann aber nicht fiir alle =m’, m’—1,---,m+2,m+1 der Fall A. 
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eintreten, z. B. sicher nicht mehr fiir » = m+ 1, und folglich gibt es 
mindestens ein n> m, fiir das er nicht mehr vorliegt, fiir das also 


2,>X,>k 
_ ist. Dann wire aber auch — da a >O sein soll — 
ax, + (1—a)X, = X, + a(x,—X,) > k. 


Da m beliebig groB gedacht werden kann, so folgt, daB die letzte Be- 
ziehung fiir unendlich viele » statthaben wiirde. Ganz analog erkennt 
man, daB auch die Beziehung 


ax, + (l—a)X,<h 


fir unendlich viele » erfiillt sein wiirde. Dies widerspricht aber, da k>h, 
der Voraussetzung (1), aus der also folgt, daB lim x, vorhanden ist. 


Berlin-Lichterfelde, den 23. Februar 1913. 


Berichtigung 
zu dem Aufsatze von George D. Birkhoff: ,,A Theorem on Matrices of Analytic 
Functions Math. Ann. 74, 8. 122—133. 


Recently I have noticed, and it has been kindly brought to my attention by 
Professor Otto Toeplitz also, that the theorem of which a second proof is given by 
me in the paper ‘A Theorem on Matrices of Analytic Functions’ is essentially equi- 
valent to the solution of a special case of the extended Riemann problem solved 
by Hilbert ard Plemelj; this second proof is not markedly different from theirs. 
Suitable statement of the facts with due references will be found in my papers ‘A 
Simple Type of Irregular Singular Point’, to appear in the October (1913) number 
of the Transactions of the American Mathematical Society, and ‘On the Generalized 
Problem of Riemann for Linear Differential Equations and the Allied Problems for 
Linear Difference and q-Difference Equations’ to appear at once in the Proceedings 
of the American Academy of Arts and Sciences. 

George D. Birkhoff. 
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Uber die Konstruktion des Mittelpunktes eines Kreises 
mit dem Lineal allein. 


(Berichtigung.) 
Von 


Derier Caver in Gottingen. 


Herr F. Schur (StraBburg) hat mich zuerst darauf aufmerksam gemacht, 
daB die meiner kleinen Abhandlung ,,Uber. die Konstruktion des Mittel- 
punktes eines Kreises mit dem Lineal allein“ (Mathematische Annalen 73, 
S. 90—94) als Nachtrag angefiigte Konstruktion des Herrn J. GroBmann 
fiir den Fall dreier gegebener Kreise nicht richtig ist, weil die beiden 
Kreise durch A und B, welche dort benutzt werden, zusammenfallen. Herr 
Schur hat freundlichst gestattet, die von ihm gefundene Konstruktion hier 
mitzuteilen (1.). Spiiter hat auch Herr Mierendorff in Stettin den GroBb- 
mannschen Fehler nachgewiesen und ebenfalls eine Konstruktion angegeben. 
Diese gebe ich mit seiner freundlichen Erlaubnis unter 2. wieder; sie fiihrt 
die Aufgabe zuriick auf den Fall von vier Kreisen, fiir den ich die urspriing- 
lich von mir angegebene Lisung unter 3. gebe. In Absatz 4. weise ich 
auf die algebraische Behandlung dieser Probleme hin und fiige dem noch 
einige mir von den genannten Herren gemachte Bemerkungen an. 

1. Konstruktion von Herrn Schur. Es seien drei Kreise K, K,, K, 
volistiindig gegeben, die nicht demselben Biischel angehéren; sie mégen 
im Endlichen gelegene imaginire Schnittpunkte haben (andernfalls kiénnte 
man die Mittelpunkte durch die von mir [l. c. §3, 2 und 3] angegebenen 
Konstruktionen finden). Man nehme auf K die Punkte S, A, B, C beliebig 
an und beziehe das Strahlenbiischel (S) so projektiv auf das Kreisbiischel 
(K,, K,), daB den Strahlen SA, SB, SC die Kreise K,, K,, K, durch A, B,C 
entsprechen. Die beiden Biischel erzeugen dann eine Kurve dritter Ord- 
nung © mit folgender Eigenschaft: Die Verbindungslinien der Punkte- 
paare, die die Kegelschnitte durch S, A, B, C noch auBer diesen Punkten 
mit der © gemeinsam haben, sind parallel. Denn sie gehen durch einen 
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Punkt nach einem Satz iiber Kurven dritter Ordnung*); und dieser ist 
unendlich fern, weil die unendlich ferne Gerade zu den Verbindungslinien 
gehért. Zwei solche Kegelschnitte sind die Geradenpaare SA, BC und 
SB, AC. Die Gerade SA schneidet die © zum dritten Male in ihrem 
Schnittpunkt A, mit K,. Den dritten Schnittpunkt A, von BC mit der 
©® findet man folgendermaBen: Von dem Punkte S aus projiziere man 
. die durch das Biischel (K,, K,) auf BC bestimmte Involution auf den 
Kreis K. Das Zentrum der so entstehenden krummen Involution auf 
K sei 8’; die Strahlenbiischel S und S’ sind dann projektiv und erzeugen 
einen durch S, B, C gehenden Kegelschnitt, dessen vierter Schnittpunkt 
mit K in bekannter Weise gefunden wird. Projiziert man ihn dann von 
S aus auf BC zuriick, so hat man den gesuchten Punkt A,. — Analog 
findet man B, und B,'. Die Polaren des unendlich fernen Schnittpunktes 
von A,A, und B,B, in bezug auf die gegebenen Kreise liefern einen 
zweiten unendlich fernen Punkt und damit in bekannter Weise die 
Mittelpunkte. 


2. Konstruktion von Herrn Mierendorff. Es seien drei Kreise K, K,, K, 
gegeben, die denselben Bedingungen geniigen, wie die unter 1. Man lege 
durch einen beliebigen Punkt A von K den Kreis K,,, der dem Biischel 
(K,, K,) angehért. Man lege nun durch A eine variable Gerade, die K 
in P und K,, in Q zum zweiten Male schneiden mége. Wahlt man dann 
B auf K und C auf K,, fest, so beschreibt der Schnittpunkt R von BP 
und CQ einen Kreis K’, der durch den andern reellen, iibrigens noch 
unbekannten Schnittpunkt von K und K,, geht. Die vier Kreise K, K,, 
K,;, K’ sind nun linear unabhingig, da K, K,,, K’ ein Biindel bestimmen, 
dem K, nicht angehért. Die Mittelpunkte findet man nunmehr nach 3. 

3. Konstruktion fiir den Fall von vier Kreisen. Gegeben sind vier 
linear unabhiingige Kreise. Man wihle auf einem von ihnen zwei Punkte 
und lege durch diese den dem Netze der drei andern angehérenden Kreis. 
Dann hat man zwei Kreise mit bekannten reellen Schnittpunkten und 
kann daher die Mittelpunkte durch die in § 3, 2 meiner oben zitierten 
Note angegebene Konstruktion finden. 

4. Ich benutze diese Gelegenheit, um auf die algebraische Behandlung 
dieser Probleme hinzuweisen. Wire es méglich, bei zwei Kreisen mit 
imaginéren Schnittpunkten im Endlichen die Mittelpunkte mit dem Lineal 
allein zu finden, so kénnte man auch bei zwei Kegelschnitten, von denen 
mindestens der eine ganz ausgezogen gedacht wird, und die vier imaginire 


*) S. z. B. Schroeter, Theorie der ebenen Kurven dritter Ordnung (1888) S. 60, 
oder Schriter, Theorie der Kegelschnitte, 3. Aufl. (1898) Nr. 848, S. 485, oder Reye, 
Die Geometrie der Lage III‘, 8. 70. 
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Schnittpunkte haben, deren reelle Verbindungslinien mit dem Lineal allein 
finden; dies Problem fiihrt aber bekanntlich auf eine irreduzible Gleichung 
dritten Grades, deren Wurzeln nach der Theorie der algebraischen Glei- 
chungen nicht durch Auflésung von quadratischen und linearen Glei- 
chungen gefunden werden kénnen. Das, worauf es mir damals ankam, 
war: zu zeigen, daB man mit Benutzung des Hilbertschen Gedankenganges 
ohne diese Theorie ganz elementar zum Ziel kommt. Diese liefert aber, 
wie Herr Schur bemerkte, das weitere Resultat, daB auch bei zwei Kreisen 
mit reellen Schnittpunkten, wenn nur der eine als bekannt angesehen wird, 
die Konstruktion der Mittelpunkte mit dem Lineal allein unméglich ist; 
denn auch diesem Problem entspricht eine irreduzible Gleichung dritten 
Grades. 

Herr Mierendorff hat auch bei drei Kreisen den Fall in Betracht ge- 
zogen, wo reelle Schnittpunkte vorhanden aber unbekannt sind, und ge- 
funden: Seine Konstruktion der Mittelpunkte bleibt bestehen und versagt 
nur, wenn alle drei Kreise durch einen Punkt gehen. Algebraisch entspricht 
dem Falie dreier Kreise im allgemeinen die Bestimmung der beiden ge- 
meinsamen Wurzeln zweier Gleichungen vierten Grades und bekanntlich 
kann man die quadratische Gleichung, der diese geniigen, rational finden. 
Gehen dagegen die drei Kreise durch einen Punkt, so sind drei gemein- 
same Wurzeln vorhanden. Nicht einmal, wenn die drei vierten Schnitt- 
punkte bekannt sind*), kann man die drei gemeinsamen Schnittpunkte und 
die Mittelpunkte finden. Denn man entnehme aus 2., daB man, wenn zwei 
Kreise, K und K,,, gegeben sind, von denen man nur den einen reellen 
Schnittpunkt A kennt, mit dem Lineal allein alle durch den andern Schnitt- 
punkt gehenden Kreise finden kann; man miiBte also auch aus zwei Kreisen 
mit nur einem bekannten Schnittpunkt die Mittelpunkte mit dem Lineal 
finden kénnen; und daB das nicht méglich ist, wurde schon oben gezeigt. 

Hierdurch ist zugleich die Aufgabe aus der projektiven Geometrie 
erledigt: Die gemeinsame Sehne dreier Kegelschnitte zu konstruieren, wenn 
bekannt ist, daB sie eine und nur eine solche besitzen. 


Géttingen, im August 1913. 

*) Ubrigens sind diese vierten Schnittpunkte konstruierbar, wenn alle Schnitt- 
punkte unbekannt sind: Man wende die Schursche Konstruktion 1. auf diesen Fall 
an; dann geht 4, B, durch den vierten Schnittpunkt von K, und K,. 
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Uber die Konstruktion relativ-Abelscher Zahlkérper durch 
Modulfunktionen von zwei Variabeln. 
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E. Hecke in Gottingen.*) 
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Einleitung. 


Die Untersuchungen iiber die Anwendung héherer Modulfunktionen 
auf zahlentheoretische Fragen, welche ich in meiner Dissertation**) be- 
gonnen habe, sollen in der vorliegenden Arbeit fortgesetzt und so weit 
geférdert werden, daB das schlieBliche Resultat die Berechtigung der ganzen 
Fragestellung erweist und gleichzeitig in Evidenz tritt, daB die Hilbert- 
schen Modulfunktionen ein geeignetes Instrument zur Konstruktion wich- 
tiger relativ-Abelscher Zahlkérper bieten. Ich hatte in meiner ersten Arbeit 
gezeigt, daB die neuen Hilbertschen Modulfunktionen von zwei Variabeln, 


*) Diese Arbeit hat im Juni 1912 der Gittinger philosophischen Fakultit als 
Habilitationsschrift vorgelegen. 


**) Abdruck in Math. Ann. 71, 8.1. Im folgenden zitiert als ,,Dissert.". 
Mathematische Annalen, LXXIV. 31 














466 E. Hecke. 


welche aus hyperelliptischen Thetaquotienten entspringen, zu dem allge- 
meinen imaginiren Zahlkérper vierten Grades mit reellem Unterkérper in 
enger Beziehung stehen. Die Substitutionsgruppe, bei der diese Funk- 
tionen invariant bleiben, gehért einem reellen quadratischen Zahlkérper 


k(V D) an, die speziellen Zahlwerte der Modulfunktionen werden dagegen 
dadurch erhalten, daB man fiir die Argumente &, & die imaginiiren Wur- 
zeln quadratischer Gleichungen einsetzt, deren Koeffizienten dem Kérper 


k(YD) angehéren. Um einen bestimmten Anhalt zu haben, sei etwa 


t=—Vu, 4 =Vu 


gesetzt, wobei durch den Akzent an der Zahl w aus k (VD) die zu uw kon- 
jugierte GréBe bezeichnet werden soll. Ich hatte nun schon bewiesen, dab 
die fraglichen Thetaquotienten 0 (£, £’) fiir solehe Argumente algebraischen 
Zahlen gleich werden, und daB durch diese Zahlen ein algebraischer Zahl- 
kérper erzeugt wird, welcher relativ-Abelsch zu dem durch £+£& und &-& 
erzeugten Zahlkérper ist. 

Hier werde ich nun unter gewissen Voraussetzungen iiber die Teiler 
der Klassenzahl des Kérpers K(£) nachweisen, dab jene algebraische Glei- 
chung fiir die Zahlen ©, welche dort als Klassengleichung bezeichnet wor- 
den war, wirklich keine weitere Zerlegung zulaBt, als die dort angegebene, 
sodaB also insbesondere die im Schlu8paragraphen charakterisierte Gruppe 
sich als die wahre Relativgruppe des Kérpers inbezug auf den Kérper 
K(& + &) herausstellt. 

Weiter werde ich die Zerlegungsgesetze fiir die Primideale des Grund- 
kérpers im Oberkérper aufstellen und auf Grund deren den Nachweis er- 
bringen, daB der Relativkérper ein rein arithmetisch definierbarer Unter- 
kirper des Hilbertschen Klassenkirpers von K(& + &’) ist. 

Man wiirde zunichst versuchen, wie in der von Kronecker und Weber 
herriihrenden Theorie der gewéhnlichen komplexen Multiplikation vor- 
gehen zu wollen; indessen liegen hier in diesem zweiten Teil der Theorie 
ganz neuartige Verhiiltnisse vor, deren Kern etwa durch den folgenden 
Umstand bezeichnet wird: 

Die Eigenschaft, relativ-Abelsch zu sein, kommt dem Kérper K (0) 
in bezug auf den Koérper K(E + &') zu, dagegen ist die Relativgruppe 
gekennzeichnet durch Eigenschaften, welche dem Kérper K(é) in bezug 
auf den Kérper k(Y D) zukommen. 

Der Kérper achten Grades, der durch € und & erzeugt wird, labt 
sich — soweit er fiir dieses Problem in Betracht kommt — auf zwei 
verschiedene Arten aufbauen: einmal von dem reellen quadratischen Ké6r- 


per k(Y D) aus, als Galoisscher Kérper zu der imaginiéren Zahl Yu, das 
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andere Mal von dem ebenfalls reellen quadratischen Kérper k(Vuu’) aus, 
als Galoisscher Kérper zu der imaginiiren Zahl 


VutVe =Vet+u+2Vuw. 

Diese zweifache Art der Charakterisierung des Kérpers K (0) findet 
insbesondere in den zahlentheoretischen Eigenschaften der Transformations- 
gleichungen ihr Gegenbild. Die klassische Theorie der komplexen Multi- 
plikation fuBt auf einer fundamentalen sehr durchsichtigen Kongruenz- 
eigenschaft jeder einzelnen Transformationsgleichung.*) Hier dagegen kann 
man im allgemeinen Kongruenzen nur zwischen den Koeffizienten ver- 
schiedener Transformationsgleichungen herleiten (Satz 3, S. 489). 


$1. 
Modifikation des zugrunde gelegten Bereiches von Funktionen, 


Zunichst stelle ich kurz die hauptsichlichen Bezeichnungen zusam- 
men: Zugrunde gelegt wird ein reeller quadratischer Kérper k (YD) mit der 
Diskriminante 4D. (Ich betrachte im folgenden ausschlieBlich den Fall, daB 
die Grundzahl des Kérpers (YD) gerade ist. Dieser Fall ist formal etwas 
einfacher als der allgemeinere, aber alle Uberlegungen lassen sich mit 
geringen Modifikationen auf den allgemeinen Fall tibertragen.) 

Die Argumente der Modulfunktionen sollen immer mit &, &’ bezeichnet 
werden. Es hat & positiv, & negativ imaginiren Teil. 

Wir betrachten die Transformationen 

¢_ #«§+86 ge _ «+H 
— 7b +e? 7 FEE? 
worin «, 8, 7,0 ganze Zahlen aus k(VD) sind, und o’, ’, 7’, 8’ ihre Kon- 
jugierten. 

Die Gruppe derjenigen Substitutionen, wo ad — By = 1 ist, heiBe U, 
und die Gruppe, wo ad — By eine total positive Hinheit ist, heibe €. 

Die aus Ul bzw. € durch Hinzunahme der Transformation 
(1) g=——§&, g=——§ 
entstehenden Gruppen sollen Gll bzw. GE genannt werden. 

Aus den Invarianten des hyperelliptischen Gebildes vom Geschlechte 2 
entspringen unmittelbar die rationalen Grundfunktionen der Gruppe SU; 
durch Bildung symmetrischer Funktionen kann man daraus die Grund- 
funktionen der Gruppe G€ erhalten, und diese Funktionen waren es, 
welche ich bisher diskutiert habe. Indessen reichen sie fiir das tiefere 


*) Vgl. H. Weber, Ellipt. Funkt. u. algebr. Zahlen, 2. Aufl. (1908) (— Lehrbuch 
d. Algebra III), § 69, 6. 


31* 
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Studium der Klassengleichung nicht mehr aus, vielmehr muBb in doppelter 
Hinsicht eine Abiinderung vorgenommen werden: 

1. Wir miissen uns ganze Funktionen der Modulgruppe im eigent- 
lichen Sinne verschaffen, d. h. solche Modulfunktionen, welche im Innern 
des Existenzbereiches keine singuliiren Stellen besitzen. Alle bisher defi- 
nierten Thetaquotienten hatten Singularitaten auch im Innern, namlich an 
den Stellen r, = 0, wo das hyperelliptische Gebilde in ein elliptisches aus- 
artet. Dies hat zur Folge, daB die sogenannten transformierten Funktionen 
wieder an noch anderen Stellen im Innern singulair werden. Die ganzen 
Funktionen im eigentlichen Sinne haben dagegen die Eigenschaft, durch 
Transformation mit von einer Einheit verschiedener Determinante wiederum 
in ganze Funktionen iiberzugehen. 

2. Wahrend die Thetaquotienten und sogar die Thetafunktionen selbst 
eine Symmetrieeigenschaft besaBen (sie bleiben bei der Substitution (1) 
ungeindert), erweist es sich fiir die Theorie als zweckmiBig, wenn auch 
nicht unumginglich notwendig, von wnsymmetrischen Funktionen auszu- 
gehen. 

Was den ersten Punkt angeht, so erhilt man auf folgende Weise 
ganze Funktionen: 

Die bisher aufgestellten Funktionen der Gruppe SU, niimlich die 
fiinf rationalen Invarianten des zugehérigen hyperelliptischen Gebildes, ent- 
halten simtlich im Nenner nur das Produkt der geraden Thetafunktionen 
in irgendeiner Potenz. Dieses wird im Innern nur auf dem Gebilde tr, = 0 
(und auf den iquivalenten Punkten) gleich Null. Wie man leicht sieht, 
verschwindet aber bei t,=— 0 nur die Funktion #,,, wihrend die iibrigen 


Theta von Null verschieden sind. Anderseits aber enthilt die Modul- 
gruppe SU nicht alle mod. 2 verschiedenen Substitutionen der Gruppe 5 
aller Hermiteschen Transformationen, sie ist vielmehr, wie man sich durch 
Aufstellung der Transformationsformeln iiberzeugt, beziiglich der geraden 
Thetacharaktere nicht transitiv. Auf Grund dieser Tatsache laiBt sich das 
Produkt aller geraden Thetas in zwei Faktoren ©, und 0, zerlegen, wo- 


von ©, nur die Thetas enthilt, welche aus #,, durch die Substitutionen 
11 


von Sl entstehen, und daher ist der Quotient zweier geeigneten Potenzen 


6." 

o = 6.” 

eine Funktion der Gruppe SU, welche an den Stellen r,= 0 im Innern 
des Fundamentalbereiches und daher im ganzen Innern reguliir ist. 

Wir haben damit also eine ganze Funktion der Gruppe SU kon- 

struiert, und zwar enthilt der Zihler von ® gerade die Thetafaktoren, 

welche im Nenner der absoluten Invarianten j,, ---,j, das Unendlichwerden 
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derselben veranlassen. Folglich kann man geeignete Exponenten » aus- 
findig machen, von der Art, dab 
(2) f=AO"% = fe =IgO" ++ - fe = HO"; =O 
ganze Funktionen sind. Die Werte dieser sieben Funktionen reichen dann 
wieder aus, um auch die Argumente £, & im Innern eines Fundamental- 
bereiches der Gruppe SUl eindeutig festzulegen*), und folglich bilden die 
Funktionen (2) wieder ein System rationaler Grundfunktionen fiir die 
Gruppe SU. 
Fiir den Fall D=2, 3 (mod. 4) habe ich die Systeme 0,, 0, be- 
rechnet. In WeierstraBscher Bezeichnung (wo #1, = #4 ist) findet man: 
a) D=2 (mod. 4). . 


0, = 8, By Dy, 14 Dy, Dog, — 6° 
0, = OO, Oy Fy, , a= 


b) D =3 (mod. 4). 
e,* 


0, = #; Dy Pos B,,, © 
0, sai Py» Bs, a, Do a, Dos ? ™ 0,°*" 


Der Ubergang von der Gruppe SU zur Gruppe SE geschieht einfach 
durch Bilden der symmetrischen Funktionen von f(§, &’) und f(e&, « &), 
wobei « die positive Grundeinheit mit der Norm + 1 bedeutet. 

Die unter 2. aufgeworfene Frage nach unsymmetrischen Funktionen 
der Gruppe Ul oder € findet in folgender Weise ihre Erledigung: 

Fir alle aus den Thetanullwerten aufgebauten Modulfunktionen /(E, &’) 


gilt die Gleichung 
f(E, 8) = f(— 8, — &). 


Nun betrachten wir die Funktionen, welche aus f durch den ProzeB der 
Transformation der Argumente entstehen. Sei uw eine totalpositive, von yw’ 
verschiedene und nicht in D aufgehende Primzahl in k(YD) und wu’ =m. 
Die Transformationen 


os S 22 .... eee! 
= wé, nw? u i] ’ mn 


bilden ein vollstindiges System nicht aquivalenter Transformationen mit 
der Determinante u. Daraus folgt: das mit einer Unbestimmten ¢ ge- 
bildete Produkt 

Yat o’t? g S+e—!t Eto! 
@) F=(+—reb08)) (1 1(8,8)) (rCBF) 


“u u 


*) Auf Grund des Satzes, Dissert. 8. 11. 
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bleibt bei allen Substitutionen von Ul unverindert. Ubt man aber auf 
dieses Produkt die Transformation (1) aus, so geht F' iiber in 

. ’ ’ P : m—1 &+m—1 
(4) F’ = (¢—f(w't, m8) -- (¢-1 0% it )). 
Wir wollen f so gewahlt denken, daB das Produkt F’ von F” verschieden 
ist. Das ist immer méglich, da die Argumente in (3) und (4) im allge- 
meinen nicht fquivalent nach Gruppe S€ sind. Nehmen wir dann zu 
den Funktionen der Gruppe G€ diese in (3) vorkommenden Koeffizien- 
ten von ¢ ohne Symmetrieeigenschaft dazu, so haben wir ein System ratio- 
naler Grundfunktionen fiir die Gruppe €. 

Es erweist sich nun als zweckmiBig, eine neue Gattung von Potenz- 
reihen einzufihren, welche zu dem reellen quadfatischen Kérper k(V D) 
in enger Beziehung stehen. Bezeichnet man mit q,q' zwei komplexe Va- 
riable, so ist das allgemeine Glied einer solchen Reihe von der Form 


q’q” : 
Hierin bedeutet @ eine total positive ganze Zahl aus k(V D), o’ ihre Kon- 
jugierte. Derartige Reihen 


B (qq) = 2a,9°9'° 
bieten weitgehende Analogien mit den gewéhnlichen Potenzreihen dar, ins- 
besondere ist die Entwicklung einer Funktion in eine solche Reihe nur 
auf héchstens eine Weise méglich und die — der gewdhnlichen geo- 
metrischen Reihe entsprechende — Reihe 
PT a hel 
konvergiert absolut und gleichmiBig fiir |q|< 4, |q'| <4, wenn 4<1 
ist. Diese Reihen scheinen einerseits fir rein zahlentheoretische auf den 
Kirper k(V D) beziigliche Fragen einige Bedeutung zu besitzen, wenn man 
sie als erzeugende Funktionen verwendet, anderseits sind sie das natur- 
gemiiBe Hilfsmittel zum Studium der Hilbertschen Modulfunktionen und 
der damit zusammenhingenden Theorie der speziellen Thetafunktionen. 
Solche Reihen will ich im folgenden als ,,Potenzreihen im Kérper k (V D)* 
bezeichnen. Ubrigens kann man jederzeit durch Einfihrung von 
m=411; w=g'd'” 

an Stelle von g,q’ zu gewdhnlichen Potenzreihen iibergehen, allerdings 
werden diese dann unendlich viele negative Potenzen enthalten. 

Unter der Dimension eines Gliedes g”q’” soll die Summe der Ex- 
ponenten verstanden werden. Wie man sieht, gibt es, weil @ und a 
positiv sein sollen, von jeder Dimension nur endlich viele Glieder. 
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Eine jede Thetareihe mit den Perioden 1,,1,,7, hat die Form 


= 2 2, + 2m, Me T, + My? Ty 
9 (1,44) = S +08” aide ; 
wobei die Summationsbuchstaben m,,m, je nach der Charakteristik alle 
geraden oder ungeraden Zahlen durchlaufen. Wir machen jetzt den Uber- 
gang zu den Modulfunktionen*), indem wir setzen: 


+, - E-», 
(5) = =— (E+8), 


5 att — £). 


t= -——— 
s  2VD 


Fiihren wir hierin die Variabeln 
Lid" ~ sty 
(6) q= eV? » =e VD 


ein, so wird 


oes) — Sta*a’®, 
und @, @’ durchlaufen gewisse, mod. 2 bestimmte ganze Zahlen in k(VD), 


z. B. ist 
1 1 


9» (EE) = Sa? a? , 
wo iiber alle ganzen Zahlen @, w’ zu summieren ist. 

In ebensolche Reihen lassen sich auch die Funktionen #(e&, «’&’)**) 
entwickeln, sowie die vorhin definierten nicht symmetrischen Funktionen 
der Gruppe €. — Indem wir die Haupteigenschaften der aufgestellten Funk- 
tionen zusammenstellen, wollen wir sagen: 

Wir haben ein System von Funktionen 


(7) fis fay ++ 9 te 
aufgestellt, welche folgende Eigenschaften besitzen: 


1. Sie bleiben ungefndert bei den Substitutionen der Gruppe &. 

2. Wenn alle Funktionen f, an zwei Punkten beziiglich die gleichen 
Werte haben, so sind die beiden Punkte fiquivalent nach der Gruppe &. 
(ausgenommen hichstens die ,,singuliiren* Argumente). 

3. Die /, verhalten sich im ganzen Innern des Existenzbereiches re- 
guliir. 


*) Vgl. Dissert., S. 9. 
) e bedeutet eine total positive Einheit aus i (VD). 
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4. Die Funktionen /, lassen sich in der Form 
B99) 
i= Baq) 
darstellen. Hierin sind $%, und $ Potenzreihen nach gq, q’ im Kérper 
k(VD), welche fiir alle in Betracht kommenden Werte von q, q’ konver- 
gieren und deren Koeffizienten ganze rationale Zahlen sind. 

Unter den Funktionen (7) gibt es nun solche, welche bei Anniherung 
an das imaginiir Unendliche selbst gegen den Grenzwert co konvergieren 
(etwa diejenigen, welche im Zihler die Summe aller Thetanullwerte hat). 
Wir bezeichnen diese mit z = x(&, &’). Ist dann y eine beliebige andere, 
von z unabhingige unter den Funktionen (7), so folgt aus den Siatzen 
von Herrn Blumenthal, daB das Paar z, y jedes endliche Wertsystem im 
Fundamentalbereiche mindestens einmal an einem reguliren Punkte an- 
nimmt. SchlieBlich kann man noch eine solche ganze rationale Funktion 
der f, mit ganzen rationalen Zahlkoeffizienten aufstellen — wir nennen 
sie z= 2(&, &’) —, daB sich jede Funktion der Gruppe € rational durch 
x,y, 2 ausdriicken laBt. Zwischen x, y, z besteht eine algebraische Glei- 
chung mit ganzen rationalen Zahlkoeffizienten 


(8) H(z,z,y)=9, 

die in z den Grad N habe. z ist eine ganze algebraische Funktion von 

x,y, und wir nehmen auch an, daB der Koeffizient von 2% gleich 1 ist. 
Die Gesamtheit der rationalen Funktionen von 2, y,2 mit rationalen 

Zahlkoeffizienten bildet einen algebraischen Funktionenkérper § iiber 2, y 

vom Grade N. Jede Funktion u in %, welche im Innern des Fundamen- 


talbereiches regulir ist, ist eine ganze algebraische Funktion von z, y und 
laBt sich daher eindeutig in der Form 


+ RE+ + Gy." 
yma d(x,y) 
darstellen, worin d(z, y) die Diskriminante von H ist, und die GréBen 4g, 
ganze rationale Funktionen von z, y bedeuten. 

Diese Darstellung kann an den Punkten, wo d verschwindet, unbe- 
stimmt werden, obwohl u dort einen bestimmten Wert hat. Um diese 
Unbestimmtheit zu vermeiden, legen wir ein — nach den Sitzen von 
Kronecker existierendes — Fundamentalsystem von ganzen Funktionen 
U,,--.U,, des Kérpers § zugrunde, mit dessen Hilfe sich jede ganze Funk- 
tion in § in der Form 

Ir + Jey + °° * + Int m 
darstellen laBt. (Jedoch nicht mehr eindeutig, wenn m> N.) Die GréBSen 
g, kann man wieder so wihlen, daB sie ganze rationalzahlige Funktionen 
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von x,y sind. Sind dann die Werte von z, y, u,...u,, gegeben (in Uber- 
einstimmung mit den zwischen ihnen bestehenden algebraischen Glei- 
chungen), so ist der Wert jeder anderen ganzen Funktion aus § in dem 
entsprechenden Punkte £, ’ eindeutig auf rationale Weise aus jenen zu 
ermitteln. 

Wir wollen noch, um einen kurzen Ausdruck bei der Hand zu haben, 
unter einer Normalfunktion von drei den Kérper erzeugenden Funktionen 
(uvw) (in dieser Reihenfolge) eine solche ganze ganzzahlige rationale 
Funktion von u,v, w verstehen, deren Grad in w kleiner als der Grad 
der algebraischen Gleichung zwischen u,v, w in w ist. 


9 


= 


Mh 


Ein fundamentaler Hilfssatz. 


Das Ziel dieses Paragraphen ist der Beweis des am Schlusse formu- 
lierten Satzes 2 iiber Potenzreihen. 

Zuniichst wihle man fiir 2, y, z eine, von nun ab festgehaltene Reihen- 
darstellung aus, wie sie im vorigen Paragraphen gegeben wurde. 

¥(q,9q/) Ya.) 8.9) 

(9) 7a? %~ugdy *~ 1a) 
Die Reihen U, X,... 8 haben ganze Zahlkoeffizienten. Unter Benutzung 
dieser Reihen wird die Diskriminante 

D(q,q) 
(10) d(a, y) tla, @) 
ebenfalls als Quotient zweier ganzzahligen Reihen dargestellt. Nun er- 
mitteln wir zunichst die Primzahlen, welche in allen Koeffizienten von Ul 
bzw. D aufgehen. Das kénnen nur endlich viele sein. Hierzu gehéren 
speziell auch die Primzahlen, welche in allen Koeffizienten von d(z, y) 
aufgehen. 

Betrachten wir nun eine beliebige ganze Funktion g des Kérpers §, 
so wird sie unter Benutzung der Ausdriicke (9) und (10) sich als Quo- 
tient zweier Reihen 

_ Ba.) 

O(q,q) 
darstellen lassen, worin der Nenner 0 das Produkt von D(q, q’) mit einer 
Potenz von 11(q, q’) ist, und der gemeinsame Koeffiziententeiler des Nenners 
wird daher durch keine anderen als jene endlich vielen Primzahlen teilbar 
sein. Man kann durch Multiplikation von Zihler und Nenner mit einer 
beliebigen Reihe noch andere Darstellungen der Funktion g als Quotienten 
zweier q-Reihen erhalten. Wir wollen aber festsetzen, daB wir nur solche 
Darstellungen betrachten, wo der Nenner eine Reihe mit ganzen Zahikoeffi- 
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zienten ist und der gemeinsame Teiler derselben keine anderen Primfak- 
toren als jene endlich vielen Primzahlen besitzt. Solche Darstellungen 
nennen wir zuliissige Darstellungen. 

Diese so definierten endlich vielen Primzahlen wollen wir in diesem 
Paragraphen zuniichst auBer Betracht lassen, alle Definitionen und Siitze 
sollen sich nur auf die iibrigen Primzahlen beziehen. Indessen wird das 
SchluBresultat so ausgesprochen werden, da8 diese Ausnahmeprimzahlen 
auch darin mit beriicksichtigt sind. 

Unter dem Bereiche © verstehen wir die Gesamtheit der ganzen ganz- 
zahligen Funktionen von z, y, 2. Er enthalt nur soleche ganze Funktionen, 
deren Zihler in einer zulissigen Darstellung durch q-Reihen ebenfalls 
ganze Zahlkoeffizienten besitzt. DaB er im wesentlichen auch alle diese 
Funktionen enthilt, wird gerade im folgenden gezeigt werden. 

Nun sei p irgendeine Primzahl. Wir nennen dann zwei zulissige 
Reihenquotienten 


¥, fz, 
O, und O, 


kongruent mod. p, identisch in q, q’, in Zeichen 


a! = Qt (ga; mod. p), 


wenn die entsprechenden Koeffizienten der beiden Reihen 

$,O, und $,0, 
einander mod. p kongruent sind. Insbesondere sind zwei verschiedene zu- 
lassige Darstellungen ein und derselben Funktion stets einander kongruent, 
speziell bedeutet 


3 
n = 0 (mod. p), 


daB die Koeffizienten von $% siimtlich durch p teilbar sind. 

Die Eigenschaft, einander in diesem Sinne kongruent mod. p identisch 
in q,q zu sein, ist daher eine don Funktionen selbst anhaftende Eigen- 
schaft, welche von der gewiihlten besonderen Darstellung unabhiingig ist. 

Neben der Potenzreihendarstellung einer Funktion aus © betrachten 
wir nun gleichzeitig die Darstellung als ganze Funktion von z, y, z in 
der Normalform. Dabei wollen wir mit kleinen Buchstaben den Ausdruck 
als Funktion von 2, y, z oder einem anderen System von Grundfunktionen 
bezeichnen, wihrend der entsprechende groBe Buchstabe eine zulissige 
Potenzreihendarstellung bedeuten soll. 

Ist nun etwa fiir zwei Funktionen 


(11) 9,(xy2) = 9,(xyz) (xyz; mod. p), 
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so folgt allemal daraus auch 


(12) G, (qq) = G,(aq’) (qq; mod. p). 


Das Problem ist nun, zu untersuchen, ob umgekehrt aus der letzten auch die 
erste Kongruenz folgt. 

Wir werden sehen, daB das im allgemeinen der Fall ist; es gibt nur 
.entllichviele Primzahlen, bei denen man aus der Kongruenz (12) nicht auf 
die Richtigkeit von (11) schlieBen kann. 

Um diesen Satz zu beweisen, fiihren wir folgende Bezeichnang ein: 
Es sei (wvw) irgendein System von drei Funktionen aus @. Wenn es 
dann zu einer Primzahl p eine Normalfunktion g von u,v, w gibt, der- 
art, daB 

g(uvw) =O (wow; mod. p), 
dagegen ihre q-Reihe 
G (qq) =9 (qq mod. p) 


ist, so soll p eine kritische Primzahl von (uow) genannt werden. Wir 
sagen, die Funktion g(wvw) gehért zu der Primzahl p. Die entsprechende 
Definition treffen wir auch fiir nur zwei Funktionen u, v. 

Ferner heiBe ein System u,v oder u,v, w primédr, wenn es nur endlich- 
viele kritische Primzahlen besitzt. 

Die zu beweisende Behauptung \aBt sich dann so aussprechen: 

Das System x, y,2 ist priméir. 

Wir werden sogar weiter zeigen, daB jedes System, welches den K6r- 
per erzeugt, primar ist. 

Der Beweis wird in folgenden Schritten gefiihrt werden: 

a) Wenn (uw, v) ein primiires Funktionenpaar ist, so ist auch (u,v, w) 
primar, was auch w fir eine Funktion aus dem Bereiche © ist. 

b) Wenn ein primires Paar unabhingiger Funktionen (u,v) existiert, 
so ist jedes Paar unabhingiger Funktionen primi. 

c) Wenn es zwei unabhingige Funktionen in © gibt, deren q-Dar- 
stellung eine gewisse nachher naher zu bezeichnende Eigenschaft besitzt, 
so kann man ein primiires Paar angeben. 

d) Aufstellung zweier Funktionen, wie sie unter c) vorausgesetzat 
werden 

Alle Schliisse beruhen wesentlich auf dem GauBschen Satze: Wenn 
ein Produkt zweier Funktionen aus & der Null kongruent mod. p identisch 
in g,q' ist, so hat mindestens einer der Faktoren die gleiche Eigenschaft. 

Wir beweisen zuniichst folgende Tatsache: Betrachten wir nur die- 
jenigen Normalfunktionen von u, v,w, deren Grad in wu und v kleiner als 
eine beliebig gegebene Zahl m ist, so gehen die eventuellen kritischen 
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Primzahlen von (wvw), zu denen diese Funktionen gehéren, simtlich in 
einer nur von m abhiingigen ganzen Zahl K(m) auf. 


Es bedeute » ->"4, ,,#v'w' die allgemeinste derartige Normalfunk- 
i,k,t 
tion mit unbestimmten Koeffizienten a, wo also i,k <m sind. Die An- 
zahl der a sei h. Wenn nun die a so bestimmt werden sollen, daB bei 
Ersetzung von u,v, w durch ihre Potenzreihen gp in eine gegebene Po- 
tenzreihe ®(qq’) tibergeht, so erhilt man durch Koeffizientenvergleichung 
aus g(uvw) = O(qq’) unendlichviele lineare Gleichungen 


L,(a) =, 
L,(a) = l, 


wobei die /, die Koeffizienten von (q,q') bedeuten. Die Gleichungen sind, 
wenn iiberhaupt, nur auf eine einzige Weise lisbar. Demzufolge muB es 
unter den L(a) genau h unabhingige Ausdriicke geben, es seien dies etwa 
L,...I,. Die Determinante der L,..., ist dann eine von Null ver- 
schiedene ganze Zahl d, die durch m bestimmt ist. Damit die Koeffi- 
zienten / der Potenzreihe siimtlich durch eine Primzahl p teilbar seien, 
miissen also auch alle Koeffizienten a durch p teilbar sein, auBer wenn p 
in der Determinante d= K(m) als Faktor aufgeht, w. z. b. w. 

Nunmehr laBt sich die Richtigkeit des Hilfssatzes a) leicht einsehen. 
Sei (uv) ein Paar unabhingiger Funktionen und w eine solche Funktion 
aus (§, die einer ganzzahligen algebraischen Gleichung g(w, uv) =0 geniigt, 
deren Grad in keiner der drei Variabeln gréBer als m sei. Dann miissen 
alle kritischen Primzahlen von u,v, w, welche nicht auch kritische Prim- 
zahlen von u,v sind, in der eben definierten Zahl K(m) aufgehen, und 
folglich ist u,v, w primiir, wenn u,v es ist. 

Gabe es nimlich noch eine andere kritische Primzahl p von uw, v, w, 
zu der etwa eine Normalfunktion g(u,v,w) gehérte, so miiBte notwendig 
auch eine solche zu p gehérige Normalfunktion existieren, deren Grad in 
u,v, w nicht gréBer als der Grad der algebraischen Gleichung g(w, wv) = 0 
ist. Denn, sei zuniichst g eine Primfunktion mod. p, dann ist entweder g 
durch @ teilbar mod. p, und der Grad von @ ist daher niedriger als der 
von g — oder es ist g nicht durch  teilbar und daher g zu @ prim 
(mod. p). Dann aber lassen sich bekanntlich ganzzahlige ganze Funktionen 
g, und g, von u, v, w finden, die nicht der Null kongruent sind nach », 
derart, daB 

9 + Op =V(ur) (uvow, mod. p), 
wobei w von w frei und nicht der Null kongruent mod. p ist. Setzt man 
hier die zulissige q-Darstellung fiir u,v, w ein, so folgt wegen 


= a. et A. 





a a La ae bee 2 
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Gi(qq’)=90 und (gq) =0 (qq; mod. p) 


¥qq) =0 (qq; mod. p), 

d.h. es wiire p bereits kritische Primzahl von u,v. Ist aber g keine 
Primfunktion mod. p, so laBt es sich mod. p in solche zerlegen, und min- 
destens einer der Faktoren mu8 dann eine zu p gehérige Funktion von 
u,v, w sein, worauf man, wie eben, weiterschlieBt. 

Der Hilfssatz b) wird nun mit rein algebraischen Mitteln bewiesen. 
Sei «, v ein primiires Funktionenpaar. Wihlen wir dann eine Funktion 
w aus & so, daB durch u,v, w der Kérper erzeugt wird, so ist nach dem 
Hilfssatz a) auch u,v, w primir. Ist weiter u,,v, ein gegebenes Paar un- 
abhiingiger Funktionen in @, so wihlen wir w, in der Weise aus G, 
daB auch u,, v,, w, den Kérper erzeugt, und weisen nach, daB das System 
u,v,w, primir ist. Zu dem Zwecke denken wir uns die Funktionen des 
einen Systems durch die des anderen rational ausgedriickt: 


auch 


tow) ga wom) 
2 g(uv) ’ g(uv) ’ 
= fi (uy 4%) ad f. (uy 0 €,) —— fy (Uy Y, &;) 
f(u,%,) ’ f(u,v,) ” f(t, ®,) 
und schlieBlich noch 
1 hy (uy 0, ©) 


g(uv)  —s h(a, a) 

Hierin sind 9,,9:,f;, fe, fs, %, Funktionen in der Normalform; eine solche 
Darstellung ist immer méglich. Durch einfache Uberlegungen zeigt man 
dann, daB die kritischen Primzahlen von u,v, nur unter folgenden endlich- 
vielen Zahlen enthalten sein kénnen: 

1. den kritischen Primzahlen von wu, v, w, 

2. den gemeinsamen Koeffiziententeilern von g oder h oder f,. 

Nun wenden wir uns zu dem Hilfssatz c). Wir denken uns zwei 
Funktionen u,v, in einer zuliissigen Potenzreihendarstellung gegeben: 


- eA beh - _ Met Meet ' 

: atiwut’" ; Uther te 
Hierin bedeuten g, die Glieder mit der Dimension 7, g,,, die mit der 
Dimension i+ 1---. Wir wollen unter den Gliedern niedrigster Dimen- 


: . . ; Ww, . 
sion von u, v die Quotienten = resp. - verstehen und nennen i —/ das 
U U 


Gewicht von u, k —1l das Gewicht von v. Wir machen nun die Voraus- 
setzung, es giibe zwei Funktionen u,,v, in G, deren Glieder niedrigster 
Dimension ein Paar unabhiinyiger Funktionen von q, q' bilden. Der Ein- 
fachheit halber nehmen wir auch noch an, das Gewicht der beiden Funk- 
tionen sei negativ. 
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Nunmehr bringen wir die q-Reihen auf die Form gewéhnlicher Po- 
tenzreihen, indem wir 


w= 499; a= qv? q'-V> 
setzen, wodurch das allgemeine Glied einer Potenzreihe des Kérpers k(V D) 


iibergeht in - 
q + Vg a-bYD _ 9,7 9:"- 


Die Dimension dieses Gliedes ist 2-a und ein Aggregat von Gliedern 
gleicher Dimension in g, q hat also die Form 


91°. Aq,’, 
wihrend der Exponent b von q, absolut kleiner als —“ ; ist. 


Um nun zu zeigen, da8 im allgemeinen aus 


g(u,v,) =O (mod. p) 


auch 
G(qq') #9 (qq’; mod. p) 


folgt, bedenken wir folgendes: Ist G(qq') = 0 (qq'; mod. p) und setzen wir 
hier fiir 4, % irgendwelche ganze algebraische zu p prime Zahlen ein, so 
werden die Glieder der einzelnen Dimensionen im Zihler von G séimtlich 
durch p teilbare algebraische Zahlen. Diese Zahlen sind nicht ganz, da 
auch negative Potenzen von q, auftreten, aber der Nenner derselben ist 
zm p prim. 

Auf Grund einer solchen Schlubweise werden wir die Koeffizienten 
von g berechnen und finden, daB sie im allgemeinen durch p teilbar sein 
miissen. Dazu verfahren wir so: Wir kénnen durch Bildung geeigneter 
Kombinationen au,” + bv," eine Funktion erhalten, die zusammen mit u, 
wieder ein Paar von Funktionen bildet, welches unsere Voraussetzungen 
erfillt — wir nennen es jetzt u,v — und welches auferdem folgende 
Eigenschaft hat: Es verschwindet der Zahler von u fiir ein solehes Argu- 
ment, g, = 1, q,=—4,, wofiir weder ~, noch y, verschwinden. Dieser 
Wert qg, ist eine algebraische Zahl, ebenso sind die Werte 7,, »,, 
welche z, und y, fiir diese Argumente annehmen, algebraische Zahlen. 

Wir nehmen nun an, p sei eine kritische Primzahl von u,v und 
g(u,v) eine zugehérige Funktion, von der kein Koeffizient durch p teil- 
bar ist. Wir fassen nun in g die Glieder gleichen Gewichtes zusammen. 
Sei A(u,v) das Aggregat mit dem absolut gréften Gewichte. Da nun die 
Glieder niedrigster Dimension von u,v nach Voraussetzung unabhingig 
sind, so erkennt man, daB die Glieder in der Potenzreihenentwicklung 
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von g, welche in u,v die niedrigste Dimension besitzen, mit den Gliedern 
niedrigster Dimension von h(uv) tibereinstimmen, d. h. 


Gi % 

a . ~ 
sind genau die Glieder niedrigster Dimension. Daher muB der Zahler von 
. h der Null kongruent nach p sein, identisch in g, q’. Wir werden nun zei- 


gen: dies ist nur dann der Fall, wenn alle Koeffizienten von h(u,v) durch 
p teilbar sind, auBer héchstens bei folgenden endlich vielen Primzahlen: 


1. Den Primzahlen p, die mit dem Ziihler oder Nenner der algebrai- 
schen Zahlen q,, 7%, w, einen Teiler gemein haben, 

2. den Primzahlen, welche in allen Koeffizienten von x, aufgehen. 

Haben wir das gezeigt, so ist offenbar auch der Hilfssatz c) bewie- 
sen: Das System u,v hat nur endlich viele kritische Primzahlen. 

Sei nun p von den unter 1. und 2. aufgefiihrten Primzahlen ver- 
schieden. Wenn dann eine Funktion h(uv) existiert, von der vorausgesetz- 
ten Beschaffenheit, daB nimlich der Ziihler von h (%, m1) in q,q simt- 
lich durch p teilbare Koeffizienten besitzt, so kénnen wir offenbar auch 
gleich voraussetzen, h sei mod. p nicht durch wu teilbar, und daher kommt 
in h(u,v) genau ein einziges Glied vor, welches nur v enthilt. Denn h 
ist eine isobare Funktion. Es hat also h die Form: 


h(u, v) = Av™ + uf(u, v), 


wo f wiederum eine ganze ganzzahlige Funktion ist und A eine zu be- 
stimmende ganze Zahl, die nach Voraussetzung nicht durch p teilbar 
sein kann. 


. . = . : I . 
Hierin fiihren wir nun u = : ,v= = ein, und nach Voraussetzung 
I 


I 
sind dann alle Koeffizienten der Reihe im Ziahler durch p teilbar. Setzen 
wir jetzt die speziellen Werte g, = 1, gq. = q, ein, so muB der ganze 
Ausdruck hf gleich einer algebraischen Zahl p-x werden, wo x einen zu p 
primen Nenner hat. Dies folgt daraus, daB p nicht zu den unter 1. ge- 
nannten Primzahlen gehért. Anderseits ist «= 0 fiir diese Argumente, 
und daher ist 


(0)—m 
Wy 
. LZ | ae 


Also miiBte A durch p teilbar sein, was gegen unsere Annahme ist. 
Damit ist der Hilfssatz ¢) bewiesen. 
SchlieBlich haben wir noch zwei solche Funktionen wirklich aufzu- 
stellen, wie wir sie soeben vorausgesetzt haben. Wir miissen dazu nur 
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die einzelnen Thetafunktionen genauer ansehen. Man findet folgende Reihen- 
entwicklungen, wobei wir nur die Glieder niedrigster Dimension hin- 
schreiben: 
D+1 - D+1 : D+1 ,-~ D+1 — 
9,,°9., = 4q * m4 . " — 4q ; wg oo 
1 1 
95° 3, = 4g? 7? +: 
D D 


®, -%, =4q?q?+---. 
Alle iibrigen Theta fangen mit einer 1 an. Nun setzen wir: 
a) D=2 (mod. 4) 


~~ (#5+ o5+ 95+ #5) © = [P14° Py5- Fos - FB, H.)* | 
HPO O55? | D3 OF OF 
b) D=3 (mod. 4) 
= [#,*+ tf + 35+ oA )° a [#,- %,- ®,,° 4,,)" 


[@,- 05> B,- H,- B,.- 854)’ wha [#,- Os F - +O, )° 

Der Nenner beginnt in allen Fallen mit einer Potenz von qq’. Der Zahler 
von « beginnt mit einer Konstanten, dagegen finden sich im Zahler von 
v die beiden Anfangsglieder aus #,,- ,, mit einer Potenz von gq’ multi- 
pliziert. Das Gewicht von wu ist stets negativ, und das von v ist auch 
negativ, wenn D> 4. Ist D< 4, so nehme man statt v: uv, dessen Ge- 
wicht sicher auch negativ ausfiallt. 

In jedem Falle haben wir damit ein System von zwei Funktionen 
gefunden, welches alle Voraussetzungen des Hilfssatzes c) erfiillt, und da- 
mit ist der Beweis des zu Anfang ausgesprochenen Satzes vollkommen er- 
bracht. 

Wir haben bisher immer angenommen, da die Potenzreihe im Zahler, 
wie auch die rationalen Funktionen, die wir betrachteten, stets ganze 
Zahlkoeffizienten besitzen. Unser Satz gestattet uns, von dieser Voraus- 
setzung abzugehen. 

Wir definieren zu diesem Zwecke die kritischen Primzahlen des Funk- 
tionenbereiches G*. Darunter verstehen wir die kritischen Primzahlen von 
x,y, 2 und diejenigen Primzahlen, welche wir zu Anfang dieses Paragra- 
phen ausgeschlossen haben, insgesamt also endlich viele Primzahlen. 

Der Funktionenbereich @* soll aus allen Funktionen bestehen, wel- 
chen folgende Eigenschaften zukommen: 

1. Sie sind ganze Funktionen im Kérper %. 

2. Stellt man sie rational in der Normalform durch z, y, 2 dar, so 
haben sie die Form: 
fot et+-:*+9y-12"—" 

d(x, y) —— 
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Darin sollen die g, ganze rationale Funktionen von 2, y, und ihre Koeffi- 
zienten rationale Zahlen sein, deren Nenner aber nur die kritischen Prim- 
zahlen von &* enthalten darf. 

Aus dieser Definition folgt: Ist eine zulissige Darstellung einer gan- 
zen Funktion des Kérpers § gegeben, so gehért diese Funktion dann und 
nur dann dem Bereiche G* an, wenn die Potenzreihe im Zihler rationale 
.Koeffizienten von der unter 2. angegebenen Beschaffenheit hat. 

Insbesondere formulieren wir noch folgenden 

Satz 1. Ist u irgendeine Funktion aus G*, so geniigt u einer alge- 
braischen Gleichung G(u,xy)=0O mit hichstem Koeffizienten 1, wo die 
iibrigen Koeffizienten rationale Zahlen sind, in deren Nennern nur die 
kritischen Primzahien von &* vorkommen. 

Es gehéren alle in § 1 definierten Funktionen (2) und (7) zum Be 
reiche &*. 

Ist p eine von den kritischen Primzahlen des Bereiches @* verschie- 
dene Primzahl, so kénnen wir die Funktionen von @* auch mod. p be- 
trachten. Von nun an sollen zwei Funktionen aus ©* dann und nur dann 
einander kongruent mod. p in z, y heiben, wenn sie, auf die Normalform 
gebracht, einander im gewéhnlichen Sinne in 2, y, 2 kongruent mod. p sind. 

Satz 2. Zwei Funktionen aus © sind dann und nur dann einander 
in x, y kongruent, wenn sie einander in q, q kongruent sind.*) 


§ 3. 
Die Wurzeln der Transfermationsgleichungen. 
Unter einer Transformation mit der Determinante u vom Teiler a soll 
im folgenden immer eine simultane Transformation der Argumente &, &’ 
Fo w& +B Pus a’ F +B 
v§+ ¢’ vyei+o 
verstanden werden von folgender Art: Ihre Koeffizienten sind ganze Zahlen 


aus k(YD) und die entsprechenden Koeffizienten konjugiert; ferner sind 
die gréBten gemeinsamen Idealteiler 


a sa (a, B, ?> 0), a’ = (a’, B, ”’, 0’), 
und die Determinanten 


ed —Bpy=—u, &d—py=wW 
sind beides positive Zahlen. 


*) Die Uberlegungen dieser Paragraphen stehen in engem Zusammenhang mit 
einer von D. Hilbert formulierten algebraischen Fragestellung (vgl. dessen Vortrag 
»Mathematische Probleme“, Nachr. d. K. Ges. d. Wiss. zu Gottingen 1900. Problem 14). 


Mathematische Annalen. LXXIV. 32 
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Ich betrachte nur den Fall, daB w und D teilerfremd sind; die Fak- 
toren von D nehmen auch in den weiteren Untersuchungen eine Aus- 
nahmestellung ein. 

Wir wollen nun ein vollstindiges System nichtiquivalenter Trans- 
formationen mit der Determinante u aufstellen, wobei aber immer nur die 
eine Serie von Variabeln ins Auge gefaBt werden soll. Die Anzahl ist, 
wie ich schon friiher kurz erwihnte, 


r=¢%(u,a)— N (4) IT + oi) (p ein Primfaktor von #): 


Wir bezeichnen sie mit 

8, 8,, = ae S,. 
Ist dann /(&, &) irgendeine Funktion aus &*, so ist die transformierte 
Funktion eine ganze Funktion und der mit einer Unbestimmten ¢ gebildete 


Ausdruck 


r 


T]-15.8) 


t=1 
ist eine solche Funktion von £, &’, welche bei den Transformationen der 
Gruppe € unveriindert bleibt. Sie JaBt sich daher rational durch die 
Grundfunktionen 2, y, z ausdriicken (in der Normalform), und diese ein- 
deutig definierte Funktion von ¢, x, y, z bezeichnen wir mit 


G, ,(t, 2, y, 2). 


Die Gleichung G =O heiBt eine Transformationsgleichung fiir /(&, ) 
ihre Wurzeln sind die transformierten Funktionen /(S,&). 


Wir behandeln nur den Fall, dab 5 ein Primideal ist, und wollen 


zeigen, daB dann G, , identisch in ¢ dem Bereiche ©* angehirt. 
Es sei nun uw eine rationale Primzahl », welche nicht zerfallt in 
k(VD). Dann ist 
r=1+>p’, 
und man erhilt das vollstiindige System S in der folgenden Gestalt: 
g+4 
p ? 
wo A ein vollstindiges Restsystem mod. p in k(YD) durchlauft. 
Zerfallt dagegen p in das Produkt zweier Hauptideale, p= 2-2’, so ist 


pé, 





r=—1+ P; 
und das System S ist das folgende: 
x§, i=? (a=0,1,2,---,p—1). 
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In beiden Fallen sind die transformierten Funktionen /(S,£) uns unmittel- 
1 1 


bar als Quotienten von Reihen nach g? und gq’? gegeben. Diese Reihen 
haben aber nicht rationale Koeffizienten, sondern enthalten noch p* Ein- 
heitswurzeln. 

Betrachten wir erst den Fall der rationalen Determinante p und 
fassen wir ein bestimmtes Glied 
) a,q°q” 
aus dem Zihler oder Nenner von /(§) ins Auge. Dieses Glied verwandelt 
sich nach Ausfiihrung der Transformation E = pé in 


a,gr?q’?”. 
Also ist damit zuniichst die Funktion f(p&) in einer zulissigen Reihen- 


darstellung nach q, q’ gegeben. 


Durch Ausfiihrung der Transformationen § = aa dagegen verwan- 


delt sich jenes Glied in 





wa — wh! @ w 
ak ™* ¢* 
P o ? 
wobei 
22i 
E = é P 


gesetzt ist. Daraus folgt zunachst, dab der gemeinsame Koeffiziententeiler 
im Nenner von res *) der gleiche ist wie in /(&). Ferner sehen wir, 


daB sicher eine der Funktionen r(£+4), nimlich die mit A=0 (mod. p), 
rationale Entwicklungskoeffizienten besitzt, und zwar dieselben wie /f(&) 


oder, was fiir das spiitere wichtiger ist, wie {(p&) in dem Sinne, daB die 


@ wo! 


Koeffizienten von q? q’? in f( ) iibereinstimmen mit den von g?°q'?” in 


§ 
. ri 
f(pé), wiihrend die Koeffizienten der verschiedenen f (E+ ) sich nur um 


p® Einheitswurzeln unterscheiden. SchlieBlich aber erkennen wir, daB die 
symmetrische Funktion 
+4 
IT -#(>) 
i 


identisch in ¢, g, g’ nach Ausfiihrung der Multiplikation nur rationale 
Koeffizienten enthilt, ferner daB ihre Reihenentwicklung nach q, q’, und 
1 1 


nicht mehr nach g”, q’” fortschreitet und daB schlieBlich diese Reihenent- 
wicklung genau in einer zulissigen Form vorliegt, wie sie im vorigen 
Paragraphen definiert worden ist. 

Daraus ergibt sich sofort, daB die linke Seite der Transformations- 
gleichung G,(#, x, y, 2) eime Funktion von 2, y, z ist, welche identisch in ¢ 
dem Bereiche G* angehdrt. 

$2* 
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Man sieht auch, daB man in dem anderen Falle, wo p das Produkt 
zweier Hauptideale 2, x’ ist, wesentlich dieselben Schliisse machen kann 
und daB man beziiglich der Transformationsgleichung G,—0 zu dem 
gleichen Ergebnis gelangt. 

Nur eine Aussage ist gegen friiher zu verindern. Das Glied 


a, q” q ww! 
in /(€) verwandelt sich bei f(x’&) in 
ad", 
dagegen bei f (5) in 


o ov’ mw no’ 


yy = eal 
a@,,9" 7 -é6.¢" ¢ ?. 


Daraus folgt: Ersetzen wir in f (2) — und & durch pé resp. p&’, d. h. 


q und q’ durch ¢, q’”, so geht es in f(a’) iiber. Dieser Zusammenhang 
zwischen Transformationen mit verschiedenen Determinanten soll besonders 
hervorgehoben werden, da er fiir den folgenden Paragraphen von Wichtig- 
keit ist. 

Wir gehen jetzt zu den komplizierteren Fallen der Transformations- 
gleichungen iiber. 

Wenn niamlich p in das Produkt zweier Primideale p, p’ zerfillt, 
welche nicht Hauptideale sind, so gibt es zuniichst nicht immer Trans- 
formationen mit einer Determinante » = pa*. Denn alsdann miiBte die 
Klasse von p das Quadrat einer Idealklasse sein. Spiiterhin werden wir 


jedoch nur den Fall betrachten, daB die Klassenzahl in k(Y D) ungerade 
ist, und dann ist jene Bedingung fiir jedes » erfiillt. Es sei jedenfalls nun 
p ein Ideal, welches mit a~* fiquivalent ist (im engeren Sinne), dann ist 


ue = pa’ 
eine total positive Zahl, und wir diirfen also von Transformationen mit 
der Determinante w vom Teiler a sprechen. Allein jetzt tritt ein ganz 
neuer Umstand auf, der bei der Modulgruppe in einer Variabeln kein Ana- 
logon hat: Als System repriisentierender Transformationen laBt sich jetzt 
nicht mehr ein System affiner Transformationen angeben, ja, es gibt 
sogar keine einzige affine Transformation mit der Determinante m vom 


Teiler a. Die transformierten Modulfunktionen sind daher nicht, wie in 
1 1 


den friiheren Fallen, unmittelbar in Form von Reihen nach g?q'? gegeben. 
Um eine solche Reihendarstellung zu finden, ist vielmehr eine besondere 
Uberlegung notwendig, welche an die allgemeine Transformationstheorie 
der Thetafunktionen ankniipft. 
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Wir betrachten zu diesem Zweck die Thetanullwerte als Funktionen 
der drei Perioden 1,,1,,1,;. Es ist bereits friiher erwahnt worden, daB 
eine jede Transformation der &, & mit rationaler Determinante n fiir die rt 
eine Hermitesche Transformation der Ordnung n bedeutet.*) Nun gilt 
bekanntlich der allgemeine Satz**): 

Bei Zugrundelegung aller linearen Hermiteschen Periodentransfor- 
mationen kann man stets ein solches vollstindiges System nicht-diqui- 
valenter Transformationen der Ordnung » aufstellen, daB die transformierten 
GréBen 1,,7,,t, ganze lineare Funktionen von 1,,17,,7, mit rationalen 
Koeffizienten sind. Diese Koeffizienten werden nach Multiplikation mit n 
zu ganzen rationalen Zahlen. 

Dagegen liefern die &-Transformationen mit nicht-rationaler Deter- 
minante (von trivialen Ausnahmefillen abgesehen) fiir die Argumente r 
keine Hermitesche Transformation; es sind dies die ,,transformations sin- 
guliéres* des Herrn Humbert. Durch Zusammensetzung mit einer ganz 
bestimmten dieser Transformationen lassen sich aber alle £-Transforma- 
tionen mit der Determinante uw sofort in Hermitesche verwandeln. Denn 
ist £ — S(£) eine Transformation mit der Determinante » vom Teiler a, 
und setzt man 


: st wé, 
so ist 


S(é) = S(7) = 7) 


eine Transformation mit rationaler Determinante uu’ = m fiir =. 
Auf Grund dieser Uberlegungen gelangen wir nun sogleich zu der 
gewiinschten Reihenentwicklung unserer Modulfunktion. Es sei 


G,, Gy-- 


ein vollstiindiges System nicht-iquivalenter Hermitescher Transformationen 
der Ordnung m = pu’, wie es durch den eben angefiihrten Satz geliefert 
wird. Ist dann die Reihenentwicklung von 


o(S@) = 9 (FT 5 


gesucht, so setze man wieder = = w’& und findet 


#(S()) = #(T(S)). 


*) Der Zusammenhang zwischen den &- und den r-Transformationen wird durch 
die Formeln 8. 10 in meiner Dissertation gegeben, die auch fiir den Fall «ad — By =n 
gelten. 

**) Vgl. A. Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen (Leipzig 1903), S. 161f. 
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Bezeichnen wir mit T,, T,, T; die drei Funktionen r(=), welche durch (5) 
definiert sind, so ist 7’ eine Hermitesche Transformation der Ordnung m 
fiir die Perioden T, und es existiert daher eine unter den Transforma- 
tionen G, etwa G,, welche mit 7' aquivalent nach der Gruppe § ist, 
so daB also 
o(7(=)) = (LGN), 

wobei ZL eine Transformation aus § bedeutet. Die Theorie der Theta- 
funktionen lehrt nun, daf 


#°(LG,(T)) = 40°(G,(1)). 


Hierin bezeichnet A eine ganze rationale Funktion der T, welche fir alle 
Thetafunktionen die gleiche ist, und © eine gewisse durch # und L villig 
bestimmte andere Thetafunktion. 

Da A bei der Bildung der Modulfunktionen aus Thetas herausfallt 
und G eine ganze lineare Funktion der T mit rationalen Koeffizienten ist, 
deren Nenner gleich m ist, so haben wir damit, wenn = = w’é eingefiihrt 


ist, die gewiinschte Darstellung der transformierten Funktionen als Potenz- 
1 1 


reihe und zwar nach gq", q'" erhalten. Man erkennt aber sogleich, dab 
1 1 

nur die Potenzen von g’, q’? auftreten, da ja der Teiler a in u = pa? 
offenbar akzessorisch ist und statt a ein beliebiges anderes Ideal derselben 
Idealklasse genommen werden darf, wihrend die Reihenentwicklung ja 
véllig bestimmt ist und von a also nicht abhiingen kann. 

Denkt man sich nun ein vollstandiges System nicht-aiquivalenter Trans- 
formationen mit der Determinante u vom Teiler a in der Gestalt 


S,; ee S 


vorgelegt, so erkennt man unter Anwendung von Uberlegungen, wie sie aus 
der Theorie der elliptischen Modulfunktionen geliinfig sind, ohne Schwierig- 
keit die Richtigkeit folgender Siitze: 

a) Die transformierten Funktionen 


f(S,8) _ 


lassen sich als Quotienten zulissiger Potenzreihen nach q’,q” darstellen, 
deren Koeffizienten noch p” Einheitswurzeln enthalten werden. 
b) Es gibt unter den f(S,&) zwei, etwa 


f(S,§) und f(S,§), 
welche rationale Koeffizienten besitzen. Die tibrigen f entstehen aus /(S,§) 
dadurch, daB man &, & durch 


E+a, +a (a—1,2,---p—1) 
ersetzt. 
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c) Die Transformationen 
p-8,&, p-S,,---p-S,§ 


kann man als Transformationen mit der Determinante u’ vom Teiler a’ 


schreiben, und zwar sind sie simtlich fiquivalent mit der in k(YD) zu 
S, konjugierten Transformation. 


Diese Siitze a) bis c) sind das genaue Analogon der Tatsachen, die 
vorher fiir Hauptideale p = (az) bewiesen wurden. 


Es folgt daraus sofort die eingangs ausgesprochene Behauptung, daB 
die rechte Seite der Transformationsgleichung 


[]e-r88) 


identisch in ¢ dem Bereiche G* angehért. 


g 4. 
Kongruenzeigenschaften. 
Wir sind nun imstande, die fundamentalen Kongruenzen abzuleiten. 
Die Primzahl py gehére nicht zu den kritischen Primzahlen von @*. Wir 
beginnen mit dem einfachsten Falle, dab p in k (YD) nicht zerfallt. 


Ferner sei 


' ' g (xy, 2) 
(13) 95,5) = “Tay 


eine Funktion aus dem Bereiche @*. Betrachten wir nun die Transfor- 
mationsgleichung 
G,(t,cyz) = 0, 


deren Wurzeln ¢ die p*+ 1 transformierten Funktionen 


t+) 


(r§), 9 - 


sind, so wissen wir bereits, daB auch G, dem Bereiche &* angehért, und 
wollen dariiber hinaus noch zeigen, daB unter Beriicksichtigung von (13) 
(14) G,(t, xyz) = [¢ — p(E)] [#— 9(E)) (t,2y; mod. p). 


Dazu brauchen wir auf Grund des Satzes 2 nur nachzuweisen, dab diese 
Kongruenz identisch in /, q, q’ besteht. Ist nun 


F § ; ¢’) => 490°C wy’ 


o 
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eine Potenzreihe in (VD), deren Koeffizienten ganze Zahlen des Kérpers 
2ai 
k e p ) sind und bedeutet $$ das in p aufgehende Primideal dieses Kérpers, 


so ist offenbar 
[Seca T= Seed — aes mod ¥) 


a? =a,, (mod. $) 


F(E, ey = F(pé, pt’) (q,q; mod. §). 
Wenden wir dies auf die Faktoren G, an. Auf Grund der Uher- 
legungen auf S. 483 gilt fiir alle ganzen Zahlen 4 


und wegen 


erhalten wir also 


0 ("5") =9(5) (4, 5 mod. P). 
Nun ist 
G,(t, ryZ) = —o(r8)i] | |t—¢ ( x ‘|, 
9 (pt) = p(éP (q,q; mod. 8), 
[1 (9 (&2)]=[-9 (2) =[e—o (4) =o (ou’smoa.g) 
i 
Daher 


G, (4, xyz) =[t—(Ey) [t?—@() =, 7’; mod. 8). 

Da aber beiderseits alle Koeffizienten von q,q rationale Zahlen sind, so 
gilt die Kongruenz auch mod. p, und daraus folgt (14). 

In ahnlicher Weise verfahren wir nun in den komplizierteren Fillen. 
Es sei p das Produkt zweier Hauptideale 2 und 2’. Dann beweisen wir 
zunichst den 

Hilfssatz: Die Funktionen (x) und g(a’é) sind identisch in q,q’ 
gewissen Funktionen aus @* kongruent mod. p. 

Um das einzusehen, betrachten wir den Ausdruck 


y (xt) + S 9 (Ft), 


welcher offenbar eine Funktion r,(zyz) aus @* darstellt. Nun ist 


9 (+) =9(4) * (qq; mod. §), 
22% 
wo $ wieder das in p aufgehende Primideal des Kérpers k >) bedeutet. 
Daher ist 
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p-i 


: , 
> 9 (++) =0 (4,4/; mod. 8), 
a=0 
also auch mod. p und folglich 
y (x8) = 1, (wy) (q,q; mod. p). 
Ebenso 
9 (2't) = r,(2y2) (q,q; mod. p). 


Nunmehr betrachten wir die Transformationsgleichungen fiir die De- 
terminanten x und 2’. Es ist identisch in ¢, q, q’ 


G,(t, yz) = (t — (#8) [T¢ - (=) j 


a=0 \ d 
Vermige des Hilfssatzes ist 
t — p(a§) =t— 1,(xye) (t,4,q; mod. p). 
Ferner ist auf Grund des vorigen Paragraphen und des Hilfssatzes 


[I (\-¢*%) =[:—0(¢)'="—9(0-4) 


= — g(x) =t?—r, (xyz) (t,¢,q'; mod. p). 
Also endlich 


G,(t, zy2) =[t — 7, (wyz)|[t?—r,(eyz)] —(t,g,q; mod. p). 
Wegen Satz 2 folgt hieraus aber auch die Kongruenz identisch in t, xy, 
da beide Seiten Funktionen aus &* sind. 

Alse ergibt sich 
(15) G,(t, xyz) =[t—r,(aye)][t?—ry(zyz)] (ty; mod. p), 
ebenso 

G,(t,zye) =[t—r,(aye)][t?—r(zye)]  (t,2y; mod. p). 

Endlich erledigt sich in derselben Weise auch der allgemeine Fall 
der Transformationen mit der Determinante u = pa? vom Teiler a. Mit 
Hilfe der Sitze a) bis ¢) des vorigen Paragraphen erhilt man so das all- 
gemeine Resultat: 

Satz 3. Sei w= pa* eine total positive ganze Zahl und » ein Prim- 
ideal 1. Grades. » gehe in keiner kritischen Primzahl auf. Fiir die Trans- 
formationen mit den Determinanten w bew. uw’ vom Teiler a bzw. a’ gelten 
alsdann folgende Kongruenzen: 


Gy,a (t, xyz) = (¢ — "; (xy2)| [or — r,(xyz)| (t,2y; mod. Pp), 
Gye (t,2ys) = [t — ra(eye)]ler— r(xye)] (ty; mod. p). 


Hierin sind r,,7, gewisse Funktionen aus @*, welche natiirlich von der 


(16) 
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zugrunde gelegten Funktion g und von uw noch abhingen, aber in beiden 
Kongruenzen dieselben sind. 

In diesen Kongruenzbeziehungen zwischen verschiedenen Transforma- 
tionsgleichungen hat man das wesentlichste Hilfsmittel fiir die Ableitung 
der zahlentheoretischen Eigenschaften jener algebraischen K6rper zu er- 
blicken, welche durch die komplexe Multiplikation unserer Modulfunk- 
tionen geliefert werden. Sie bilden die wahre Verallgemeinerung der 
einen fundamentalen Kongruenz, welche in der klassischen Theorie der 
elliptischen Modulfunktionen auftritt. 

Die eben dargelegte Beweismethode, welche auch auf diesen Fall an- 
wendbar ist, scheint mir der von Herrn Weber*) gegebenen Ableitung 
insofern vorzuziehen zu sein, als sie keinen Gebrauch von speziellen Eigen- 
schaften der Transformationsgleichungen macht, die fiir die Giltigkeit des 
Satzes ohne Bedeutung sind. Vielmehr diirfte sie sich auch fir die all- 
gemeinsten Funktionen durchfiihren lassen, bei denen ein solcher Satz 


tiberhaupt zutrifft. 


§ 5. 
Die Wurzeln der Multiplikatorgleichungen. 
Ich betrachte nun folgende multiplikativen Funktionen der Gruppe U 
(die tibrigens sogar zur Gruppe GU gehéren): 
1. Wenn D = 2 (mod. 4) 
0, (&, &’) = 0;- 3,- 9° Oy; 
2. wenn D=3 (mod. 4) 
0, (E, 5) = Oya + Ogg Oy- Do, - Dy - Dos. 
Es sind dies die beiden Systeme, welche bereits auf S. 469 vorkamen. 
Ferner setze ich 


im ersten Falle 


(17) n(&, &) = O,*(E, &) - O,*(e&, 26’), 
im zweiten Falle 
(18) n(&, &’) = 0,'°(E, &) - O,"%(&, «’&’). 


Hierin bedeutet ¢ die kleinste Potenz der Grundeinheit des Kérpers k(VD), 
welche total positiv ist. 

Die Funktionen 7 sind dann im Innern des Existenzbereiches nir- 
gends Null und verindern sich bei einer Substitution der Gruppe € wie 
folgt: 

(=F 5-5) = (78 + 8)" (V8 + 0°) 016, 8). 


*) Vgl. das Zitat auf S. 467. 
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Nun betrachten wir eine Transformation mit der Determinante u vom 
Teiler a. Die Funktion 


ts 

é y ter , y 48 , 
Tee (E+ 8-8 (v8 + 0-8 (HE) (a = a’) 
ist innerhalb des ganzen Existenzbereiches regulir*) und bleibt bei den- 
’ selben Transformationen der Gruppe € unverindert, durch die eine belie- 
bige, entsprechend transformierte Modulfunktion 


@& + 
Ate 
ungeindert bleibt. Nun sei gm so gewahlt, dab die Transformationsglei- 
chung 


(19) #8) —- 


Gua(t, xyz) = 0 
fiir m im allgemeinen verschiedene Wurzeln hat. Dann muB sich die durch 
(19) definierte Funktion rational durch o (E75) und 2, y, 2 ausdriicken 


lassen. Diese Darstellung soll jetzt genauer untersucht werden fiir den 
Fall, daB w = a*p, wo p ein Primideal ersten Grades bedeutet. Zuniichst 
sei p ein Hauptideal z, so daB wir a=1 annehmen diirfen, und p sei 
von p’ verschieden. Als repriisentierendes System von Transformationen 
mit der Determinante x wihlen wir das § 3 angegebene, und haben dann 
folgende r = p + 1 Funktionen: 


ewes) ‘sl 
n(&§) ’ n(&, &) 

die wir der Reihe nach mit y, ---#, bezeichnen. Die entsprechend trans- 

formierten Modulfunktionen g bezeichnen wir in derselben Reihenfolge 

mit g,---qg, und bilden nun mit einer Unbestimmten ¢ die symmetrische 

Funktion 


tte f+ 
( ) (m=0,1---p—1), 


T= G,(t, 2y2) [FP +++ + 45]: 
Als Funktion von &, &’ betrachtet, bleibt dieser Ausdruck bei allen Trans- 
formationen der Gruppe € ungeiindert und ist tiberdies, da G, das Pro- 
dukt der Faktoren ¢—g,---t—g, ist, eine ganze rationale Funktion 
von ¢ und eine ganze Funktion der Gruppe €. Setzt man nun fiir 2, y, 2 
und die Gréfen m, und y, die g-Reihen ein, so erhilt man fiir J eine zu- 


*) Solche Funktionen 4, welche zu iiberall reguliren Funktionen yw fiihren, 
lassen sich aus Thetaprodukten in jedem Fall bilden, auch wenn die Diskriminante 
D eine ungerade Zahl ist. 
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lissige Darstellung als Quotient zweier g-Reihen, und hierbei besitzt der 
Zahler simtlich durch p teilbare, ganze Zahlkoeffizienten. Man erkennt 
dies daraus, daB im Kérper der p*" Einheitswurzeln die Reihen 
Y; . « 
— (¢=2,3---r) 
siimtlich untereinander kongruent sind nach dem in p aufgehenden Prim- 
ideal $8 und daB daher 


: Po =" =0 (4,4,4q'; mod. B), 
i=2 ’ 


also auch mod. p ist, weil dieser Ausdruck rationale Koeffizienten hat. 
AuBerdem hat y, von selbst den Faktor p, und es ist daher in der Tat 
der ganze Ausdruck J der Null kongruent nach p, identisch in ¢, g, ¢’. 
Daraus folgt auf Grund von § 2, daB man die Funktion J(t, & &’) so 
darstellen kann: 
J=p-M,(t, 4, y, 2). 


Hierin bedeutet M, eine Funktion, welche identisch in ¢ dem Bereiche G* 
angehért. Setzen wir in dieser Identitit ¢—@,, so verschwindet der 
Faktor G, von J, aber da in der Klammer der Ausdruck ¢ — 9, einmal 
(und nach Voraussetzung nur einmal) im Nenner vorkommt, so bleibt von 
der ganzen linken Seite das Glied 


Ga (Pj, LYZ) - Y; 


iibrig, wobei der Akzent die Ableitung nach dem ersten Argument be- 
deutet. Da G,’ nach Voraussetzung nicht Null ist, so folgt 


M,,(9;, cy2z 
=P Gigs a 4 
Das ist die gewiinschte Darstellung von w, durch 9,. 

Man erkennt, daB man genau dieselben Schliisse auch dann machen 
kann, wenn p kein Hauptideal ist, aber « = pa’ ein solches ist. Dies ist 
méglich auf Grand der Siitze und Uberlegungen, welche fiir die Trans- 
formationen mit der Determinante u vom Teiler a in § 4 auseinander- 
gesetzt worden sind. So erhilt man die allgemeine Formel 


af + 
uv) ‘ 
(20) . dia “Ges o = (ye + 6)-8 (7 +8 (f= y* 
Malo Gayo): #4) 


Gia (5 (=; +4) » &, ¥, ‘) 
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§ 6. 


Die speziellen Argumente &, §’, fiir welche eine komplexe 
Multiplikation stattfindet. 


Fir die in § 1 eingefiihrten Funktionen der Gruppe € gelten nun 
_ genau dieselben Entwicklungen beziiglich der sog. komplexen Multiplika- 
tion, wie ich sie in meiner Dissertation fiir die Gruppe S€ ausgefiihrt 
habe. Ich stelle die Haupttatsachen kurz zusammen: 

Man setze fiir &, &’ die imaginairen Wurzeln konjugierter quadratischer 
Gleichungen 


(21) af? + BE +y =0, 
(22) af? + pe + yp’ =0 


ein, deren Koeffizienten ganze Zahlen des Kérpers k(VD) sind, & sei die 
Wurzel mit positiv imaginiirem Teil von (21), & die mit negativ imagi- 
niirem Teil von (22). Das Ideal uw dividiert durch den gréBten gemein- 
samen Teiler von (a, B, y), wo u = 6’—4ay, wird die Primitivdiskrimi- 
nante von £ genannt. 

Wir beschiftigen uns nun ausschlieBlich mit dem Falle, daB dieses 


Ideal gleich der Relativdiskriminante }® von K(é) beziiglich k(YD) ist 
und daB der Kérper K(§) zusammen mit K(&’) einen Galoisschen Kérper 
vom Grade 8 erzeugt. 

Die Zahlen € mit der Primitivdiskriminante #* kénnen nun gewissen 
Idealklassen aus K(€) zugeordnet werden, derart, daB nach der Gruppe € 
aiquivalente Zahlen & zur selben Idealklasse gehéren. Die Relativnorm 
dieser Idealklassen gehért in k(YD) einer festen Klasse an. 

Die Klassen nicht fquivalenter Zahlen mit derselben Diskriminante 
zerfallen in zwei Gruppen: die Zahlen der einen Gruppe kénnen durch 
lineare Transformationen mit total positiver Determinante ineinander tiber- 
gefiihrt werden, ebenso die Zahlen der anderen Gruppe unter sich. Da- 
gegen ist der Ubergang von einer Gruppe zur anderen nur durch Trans- 
formationen méglich, deren Determinante positiv, aber nicht total positiv ist. 

Wenn nun die Norm der Grundeinheit in k(YD) positiy ist, so ent- 
sprechen die Zahlklassen § umkehrbar eindeutig jenen Idealklassen. Ist 
dagegen die Norm der Grundeinheit gleich —1, so gehért zur selben 
Idealklasse je eine Zahl aus beiden Gruppen. 

Betrachtet man gleichzeitig mit § auch die eindeutig aus (22) dazu 
bestimmte Konjugierte &’, so ist der Unterschied zwischen beiden Zahl- 
gruppen dieser: Der durch & + & bestimmte Zahlkérper ist derselbe fiir 
alle Zahlen der gleichen Gruppe, dagegen fiir beide Gruppen verschieden. 
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Nun sei 


(23) &, g,': g., &; rey E,, g, 


ein vollstindiges System nicht aquivalenter Zahlen, welche zu der einen 
Gruppe gehéren. Wir betrachten im folgenden ausschieBlich solche Argu- 
mente &£, &’, welche aus den Zahlen (23) durch Transformationen mit total 
positiver Determinante hervorgehen. Eine jede Funktion aus @* wird fiir 
jedes dieser Argumente einer algebraischen Zahl gleich und wir verstehen 
nun unter m eine Funktion aus &* mit folgenden Eigenschaften: 

1. die h Zahlen (é,, &) sind voneinander verschieden; 

2. es sind ganze algebraische Zahlen; 

3. jede Funktion aus @* fiir ein Argument £,, &, ist (numerisch) 
eine rationale Funktion von (&,, &,) mit Koeffizienten, die dem 
Korper k(Vuu’) angehoren. 

DaB es solche Funktionen gibt, folgt aus der friiher bewiesenen*) 
Tatsache, daB fiir jede Funktion 7(&, &’) aus G* die GréBen 7(é,, &’) die 
Wurzeln einer algebraischen Gleichung vom Grade h sind, deren Koeffi- 
zienten dem Kérper k(Vuu’) angehéren. 

Die Wurzeln der Klassengleichung von g, d. h. die Nullstellen des 
mit einer Unbestimmten ¢ gebildeten Ausdruckes 


(24) H(t) ae [¢— P(E, 5,)] sas [¢—- p(&,, 5, )] 
haben dann, wie ich 1. c. bewiesen habe, folgende wichtige Eigenschaft: 
Durch Adjunktion der symmetrischen Funktionen der Argumente, 
d. h. des Kérpers K(E+&’) kann man jede Wurzel g,= (§,, §,)) durch 
jede andere , rational ausdriicken, und diese Substitutionen bilden eine 
Abelsche Gruppe, welche holoedrisch isomorph mit der Gruppe derjenigen 
Idealklassen in K(E,) ist, deren Relativnorm in k(VD) der engeren Haupt- 
klasse angehért, und zwar ist, wenn &, zur Idealklasse A gehirt, dagegen 
&, zur Idealklasse PA und £, zur Klasse P-'A, 


(25) %,= R2(y,, Vu + Ve) ’ = R-(y,, _— Vu Te Ve’). 


Hierin ist Rp eine rationale Funktion, deren Form nur von der Klasse P 
abhiingt, die aber fiir alle Klassen A dieselbe ist. Daraus folgt im be- 
sonderen, indem man in die zweite Gleichung statt der mit A bezeichneten 
Klasse die Klasse PA einsetzt, 


(26) 9, = Re(g,, —Vu —Ve). 
Das ist also die Umkehrung von (25). 
Es ist nun zweckmiiBig, statt der Zahlen £; immer direkt mit den 


*) Vgl. Dissert. § 11 und 12. 
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dazu gehérigen Idealklassen zu rechnen. Der numerische Wert einer 
Funktion fir unsere speziellen Argumente hingt ja nicht von den Indi- 
viduen &,, &,° selbst ab, sondern nur von der eindeutig bestimmten Ideal- 
klasse in K(,), zu der & gehért. Wir werden deshalb mit Vorteil als 
Argument von g auch diese Idealklasse selbst hinschreiben, oder auch, 
wo es zweckmiaBig ist, gelegentlich ein zu dieser Klasse gehériges Ideal. 
* Wir wollen also unter 
g(A) oder (2) 
denjenigen Wert der Modulfunktion g(§, &’) verstehen, welchen sie an- 
nimmt, wenn man darin das eindeutig bestimmte Argumentenpaar aus der 
Reihe (23) einsetzt, dessen erste GréBe &, zur Klasse A oder zu dem 
Ideal 2M aus der Klasse A gehért. 
Die Gleichungen (25) und (26) kénnen wir dann so schreiben: 


(27) p(PA)=Rp(p(A), Vut+Ve’), 
p(P-!A) = Re(p(A), — Vu — Vu’) 
und daher auch 


(28) ~(A) = Re(~(PA), — Vu — Vu’). 
SchlieBlich wollen wir noch kurz die Konstitution des Galoisschen 
Zahlkérpers K(&, &’) angeben. Seine Gruppe hat folgende Gestalt: 


1 ee . 
¥ 1, Siy Say Szy % 88,, 88, 88. 
Dabei ist . 
§,2= 8,%— 82a s'= 1, 8,55,=1, 88, = 88, 


$8, = 8,8, 88, —= 3,8. 


Dieser K, hat folgende uns interessierende Unterkérper: 


























Erzeugende Zahl Zugehérige Untergruppe Bezeichnung 
VD ‘i; is te % k 
&, oder Vu i, & K 
&/ oder Vu’ «+ 
| Vew tL, 6, be & t 
B+ ES Vet Ve 1, 8 & 
Es ist 
(29) b= 86, 


und wir setzen noch 
Q=(YutVe' Pautw+2Vuv', 


Q,—(Ve—Ve =n +0'—2V ee, 
so dab Q2-Q, gleich D mal dem Quadrat einer ganzen Zahl ist. 


(30) 
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Die Substitutionszeichen verwenden wir auch bei den Idealklassen. 
Die Abelsche Gruppe, um die es sich hier immer handelt, besteht aus 
denjenigen h Idealklassen P von K = K(Vu), fiir welche 


P-s,P =1. 
Die Zahlen £; gehéren zu solchen Idealklassen A aus K, deren Relativnorm 


1 
A-3sA~ d’ 


und man erhilt alle Klassen A aus einer, indem man sie mit den Klassen P 
multipliziert. Die Anzahl dieser Klassen ist gleich dem Grade h der Klassen- 
funktion H(t). 

Wir machen nun die Voraussetzung: 

Die Klassenzahl von K(Vu) und daher auch die von k(YD) sei nicht 
durch 2 teilbar. 

Es sollen jetzt die Zerlegungsgesetze in dem durch die Wurzeln der 
Klassengleichung bestimmten Kérper aufgestellt werden. Dieser Kérper 
soll Klassenkirper R* von  genannt werden, zuniichst ohne Zusammen- 
hang mit der Tatsache, daB diese Bezeichnung schon fiir gewisse rein 
arithmetisch definierte Zahlkérper verwendet wird. Es wird sich aller- 
dings dann herausstellen, daS unser funktionentheoretisch konstruierter 
Klassenkérper ein Unterkérper des Hilbertschen Klassenkérpers ist. 

Um nun die Kongruenzbeziehungen zwischen Funktionen, die wir in 
§§ 4 und 5 abgeleitet haben, zur Herstellung von mnuwmerischen Kon- 
gruenzen in unserem Zahlkérper verwenden zu kénnen, hat man sich zu- 
nichst dariiber klar zu werden, ob denn jene Kongruenzen auch als 
numerische Kongruenzen richtig sind, wenn man die unbestimmt ge- 
bliebenen Variabeln durch numerische Werte ersetzt. 

Das ist, wie man bald sieht, keineswegs immer der Fall. Aber unter 
den hier vorliegenden Umstiinden bleiben jene Kongruenzen doch richtig 
fiir fast alle Primzahlen, d. h. fiir alle Primzahlen mit AusschluB endlich 
vieler. Dies soll zuniichst auseinandergesetzt werden. 

Die Klassengleichung fiir die beiden Grundfanktionen z, y braucht 
keine ganzen Zahlkoeffizienten zu besitzen. Die in ihren Nennern vor- 
kommenden Primzahlen bezeichnen wir allgemein mit (p),. Ferner seien 
die kritischen Primzahlen des Bereiches &* allgemein mit (p), bezeichnet. 
Weiter seien (p), die Primzahlen, welche in der Diskriminante der Klassen- 
gleichung fiir die oben fest gewahlte Funktion m aufgehen. Und scblieB- 
lich bezeichnen wir noch die in den Diskriminanten von VD, Vu, V2 
aufgehenden Primzahlen mit (p),. 

Nun definieren wir den Integrititsbereich J von relativ ganzen Zahlen: 
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er soll zunichst alle gewéhnlichen ganzen Zahlen enthalten, dariiber hin- 


aus aber auch noch diejenigen gebrochenen Zahlen, in deren Nennern 
keine anderen Primzahlen als 


(P)i> (Per (P)s, (DP) 


vorkommen. 

Die Primzahlen (p) nennen wir die kritischen Primzahlen des Inte- 
‘grititsbereiches J. Wesentlich ist, daB dies nach unserem Satze in § 2 
nur endlich viele Primzahlen sind. 

Ist p irgend eine von diesen verschiedene Primzahl, was von nun ab 
immer vorausgesetzt wird, so behalten die Begriffe der Kongruenz mod. p 
auch fiir diese relativ ganzen Zahlen einen Sinn. Man erkennt dann so- 
gleich die Richtigkeit folgender Siitze: 

Satz 4. Jede Funktion aus G* wird fiir die speziellen Argumente (23) 
einer relativ ganzen Zahl gleich, 


Das folgt unmittelbar aus Satz 1. 


Satz 5. Sind zwei Funktionen aus G* einander mod. p identisch in 
q, q oder identisch in xy kongruent, so sind auch die Zahlwerte dieser 
Funktionen einander kongruent mod. p, welche sie fiir irgend eines der Argu- 
mente (23) annehmen. 


Ist nimlich eine Funktion u = /f(&, &) aus G* der Null kongruent 
mod. p identisch in q, q’, so ist sie es nach Satz 2 auch identisch in 2, y, 


und = gehért daher auch dem Bereiche &* an; also ist = fiir die speziellen 


Argumente &, &’ eine relativ ganze algebraische Zahl, daher die Zahl w=0 
(mod. p). 

Satz 6. Die Wurzeln der Transformationsgleichungen fiir die Funk- 
tionen aus G* sowie auch die Wurzeln der Multiplikatorgleichungen sind 
relativ ganze Zahlen, wenn man die Argumente (23) einsetet. 

Satz 7. Die Funktionen Rp in (25) sind ganze rationale Funktionen 
ihrer Argumente mit relativ ganzen rationalen Zahlkoeffizienten, wenn man 
unter @ die oben definierte Funktion versteht. 

SchlieBlich hebe ich noch folgende Tatsache hervor: Es ist immer 
méglich, eine solche Funktion aus &* zu finden, daB in der Diskriminante 
der zugehérigen Klassengleichung eine gegebene Primzahl p nicht aufgeht 
(sofern p keine kritische Primzahl ist) und daB gleichzeitig diese Funktion 
an gegebenen endlich vielen nicht-iquivalenten Stellen verschiedene Werte 
hat — ausgenommen die ,singulaéren“ Argumente, was aber fiir das Fol- 
gende gar nicht in Betracht kommt. 


Mathematische Annalen. LXXIV. 33 
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§ 7. 
Die Zerlegungsgesetze der Primideale. 


Wir verstehen unter h’ den Relativgrad des Kérpers 8* beziiglich &, 
von dem spiiter gezeigt wird, daB er gleich h ist. 

Das Zerlegungsgesetz fiir die Primideale des Kérpers 8 im Klassen- 
kérper &* laBt sich so aussprechen: 

Satz 8. Es sei B ein Primideal aus 8 = R(VQ) und ferner n der 
kleinste positive Exponent von der Beschaffenheit, daf 

P"- 3, Pe~ 1 : 
im Korper K=K (Vu). Dann zerfiillt ® im Korper 8* in = verschiedene 
Primideale. 

Einen vollstiindigen Beweis dieses Satzes kann ich mit den mehr 
funktionentheoretischen Hilfsmitteln, die ich in dem Vorhergehenden ent- 
wickelt habe, nicht geben. Von einer gewissen Art von Primidealen, und 
darunter gerade denjenigen, welche nach dem obigen Satz in lauter Fak- 
toren 1. Grades zerfallen wiirden, laBt sich auf diesem Wege gar nichts 
aussagen. Indessen werde ich zunichst den Zerlegungssatz in einem sol 
chen Umfange beweisen, daB sich daraus in § 9 die Irreduzibilitét der 
Klassengleichung schlieBen lift. Daraus wiederum wird sich die Identitit 
des Kérpers R* mit dem Hilbertschen Klassenkérper ergeben, und da fiir 
ihn der Zerlegungssatz richtig ist, so erhilt man auf diesem Wege den 
volistindigen Beweis von Satz 8. 

Um den Beweis vorzubereiten, bedenken wir folgendes: Gilt fiir eine 
erzeugende Zahl A des Kérpers &* nach einem bestimmten in p auf- 
gehenden Primideal $* die Kongruenz 
(31) Ar" = A (mod. $*), 
so gilt sie fiir jede ganze Zahl in K*, wenn $* nicht in der Diskriminante 
von §* aufgeht. Und m ist daher der Grad von $*, sofern m die kleinste 
ganze Zahl ist, fir welche die Kongruenz (31) statthat. Ist f der Grad 
des durch $$* teilbaren Primideals $ in R und g der Grad des durch $ 
teilbaren Primideals p in f, so ist m durch f und f durch g teilbar, und 


man kann n= 7 den Relativgrad des Primideals $* beztiglich  nennen; 


§ zerfallt dann in S* in * Primideale. Es ist fiir jedes ¢ 


H(t’ = H(t”) (t; mod. p), 
und daher gibt es zu jeder Wurzel g; eine Wurzel g, von H = 0, welche 
die Kongruenz 


g? =, (mod. B*) 
erfiillt. 
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Der Beweis fiir den Satz 8 wird nun fiir die verschiedenen Arten 
von Primidealen auf ganz versehiedene Weise erbracht. Wir beginnen mit 
dem einfachsten Falle: 


1) Sei $ in & ein Ideal vierten Grades, dann ist 


f = 4, g=2 
und daher 
(32) vf =% (mod. $*). 
Nun ist aber nach (27) 1 
~:= R(y,, VQ) 
und wegen 
(VQ)” =-yaQ (mod. 8) 
folgt i - 
pi” = R(v’, —V2) = R(g,, — VQ) (mod. $*). 
Wegen (28) ist dieser Ausdruck aber gleich g,, folglich 
vi = 9%; (mod. B*), 


und in Verbindung mit (32) folgt daraus wegen g = 2 


gf = ef eh (mod, $*). 
Diese Kongruenz gilt fiir jede Wurzel von H =O und da die Kongruenz 


(V2)” =V2 (mod. 8*) 
fir keinen kleineren Exponenten als f= 4 gilt, so ist f—4 der Grad 
von $*, der Relativgrad beziiglich & ist also gleich 1, und daher zerfallt 
% in &* in h’ Primfaktoren. Da nun § als Primideal vierten Grades in 
R gleich dem Hauptideal (p) ist, so ist fiir alle Primideale vierten Grades 
der Satz 8 bewiesen. 


2. Es sei $% ein Ideal zweiten Grades, und die Primzahl p zerfalle 
schon in f. Hier ist 


f=2, g=1. 
Wir schlieBen ebenso wie im Falle (1) 
of = % (mod. *), 
29 =f, 


d.h. % zerfallt in R* in h’ Primfaktoren. Da $ bereits ein Ideal in f 


ist, so ist 
B= sP = 5,8 = ssf, 
d. h. das im Satz 8 auftretende Produkt %-s,$% ist eine rationale Zahl, 
es ist also m= 1, und der Satz ist auch fiir diese Primideale bewiesen. 
33* 
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3. Es sei 8% ein Primideal zweiten Grades in 8, die Primzahl p zer- 
falle aber nicht in & Hier ist 


f _ 2, g9=2. 
Das ist nun die eine Art von Primidealen, tiber deren Zerlegung sich hier 
noch nichts aussagen \aBt. 
Ganz anders gestaltet sich der Beweis fiir die Primideale ersten 
Grades. 
4. Es sei zuniichst $$ ein solches Primideal ersten Grades, das in 


dem Galoisschen Kérper K, nicht zerfallt. Die quadratischen Restcharak- 
tere der in p aufgehenden Primfaktoren sind dann folgende: 


()-+5 (By-tn Ga 


()--4  (f)-44 


Es zerfallt also pink —k(VD) nicht, wohl aber in K = K(Vu). Daraus 
folgt auf Grund der Siitze, welche ich im $7 meiner Dissertation zusam- 
mengestellt habe: Es sei p das Produkt zweier Primideale $ und s,} 
aus K, welche beziiglich zu den Klassen P und s,P = P-' gehéren. 
Dann gibt es zu einer Zahlklasse —,, die der Idealklasse C zugeordnet ist, 
genau zwei nicht-aquivalente Transformationen mit der Determinante p, 
welche die Zahl & in eine andere Zahlklasse des Systems iiberfiihren, 
und zwar sind dies die zu den Idealklassen 


PC baw. P-'C 


Und folglich 


gehérigen. Nun betrachten wir die Klasseninvariante g(&,) = p(C). Nach 
dem Gesagten geht durch eine gewisse Transformation mit der Determi- 
nante p »(C) in o(PC) baw. o(P-'C) iiber. Es ist also t — (PC) 
und ¢=g(P-'C) Wurzel der Transformationsgleichung fiir die Funk- 
tion o(C): 

G,(t, 2, y, 2) = 9, 


wenn man die numerischen Werte x = x(§,, &’), ---, 2 = 2(&,, &;) einsetzt. 
Andererseits ist nach (14) 


G, = (t — ¢*)(” — 9) (t, wy; mod. p), 
und folglich gilt wegen Satz 5 die numerische Kongruenz 


0 = (t — p(C)”)(#& — piC))” (mod. p) 
fiir 
t=g(PC) und t= g(P-'C). 
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Ist also $* ein Primfaktor von p in S*, so gilt mindestens eine der Kon- 
gruenzen 


a) 9(PCY=9(C) 

(33) oder (mod. $*) 
b) = 9(C)? = (PC). 

Wenn nun aber Q irgendeine Klasse in XK ist, deren Relativnorm in & in 

‘die Hauptklasse fiallt, so folgt aus 


(A, = 9( Ay) (mod. $*) 
stets auch 


(34) 9(Q4,) = 9(QA,) (mod. 8). 
Denn es ist nach (27) 
~(QA,) = Ro(9(A,), VQ) 


9(QA,)? = Re(p(A,), (V 2") = Re(p(Ay), V2) (mod. P*), 


~(Q-Az) = Re((Ay), VQ), 
d.h. die Kongruenz (34) gilt. Daher kénnen wir die Kongruenz (33b) 
auch durch die folgende ersetzen: 
(35) 9(P-*Cy = (0) (mod. *). 
Es gilt also immer die Kongruenz (33a) oder (35). Welche wir weiter 


verfolgen, ist gleichgiiltig, wir nehmen etwa an, es bestiinde die erste. 
Daraus schlieBen wir der Reihe nach 


und daher 


ebenso 


- p(P*C)" = 9(C) (mod. $*) 
(36) ? 
a=-1,2,... 
Ist nun » der kleinste Exponent, fiir den 
(37) P~i, 
so ist fir a—n 
(38) p(Cy”" = 9(C) (mod. $*). 


Es kann aber wegen der Giiltigkeit von (36) die Kongruenz (38) fir 
keinen kleineren Exponenten als n bestehen, da nach Voraussetzung p 
mit der Diskriminante der Klassengleichung keinen Teiler gemein hat. 
Aus (38) folgt in bekannter Weise, daB $8* den Grad m hat, und dab B 


in R* also in = - Primfaktoren zerfiallt. 


Wiren wir von der Kongruenz (35) ausgegangen, so hiitten wir das- 
selbe Resultat erhalten, da m durch (37) definiert ist. 

Nun ist noch zu sehen, um den Zerlegungssatz als richtig zu er- 
kennen, wie die Klasse P sich aus der Klasse von § herleitet. Da $ in 
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K, nicht zerfallt, so ist 8 —s$ Primideal in K,, und die in p auf- 
gehenden Primideale aus K(&) sind daher 


$-s,B und s,$-s,$, 
deren Produkt gleich p, also ~ 1 ist. Es ist also die Klasse von $-s,8 
gleich P oder P-', und daher ist » durch (37) genau so definiert wie in 
Satz 8, der damit auch in diesem Falle als richtig erkannt ist. 

Ein wesentlich neues Element tritt nun bei der Diskussion derjenigen 
Primzahlen auf, welche im Galoisschen Kérper K, in lauter Faktoren 
ersten Grades zerfallen. Hier werden alle in § 4 und 5 entwickelten 
Hilfsmittel verwendet werden. 


§ 8. 
Die Zerlegung der Primideale ersten Grades des Galoisschen Kérpers. 


5. Es bleiben also noch diejenigen Primideale ersten Grades, die in 
K, auch zerfallen; die zugebérigen rationalen Primzahlen p zerfallen in 
jedem Unterkérper von K, in Faktoren ersten Grades. 

Es sei © ein Primfaktor von p in K,, und $ das durch © teilbare 
Primideal aus &: 


(39) $=—O-sH. 
Ferner sei p, in k(YD) in seine Primfaktoren zerlegt, gleich 
| laa pp, 
(40) p= M- s,-M 
und 
p= N-s,N, 
wobei 
M = O - s, HO, 
NM — sO -s,sH. 


Da nach Voraussetzung die Klassenzahl von k ungerade ist, so gibt es ein 
Ideal a aus einer Klasse A, sodab 


par=u 
eine total positive Zahl ist. Es sei 
N(a) =a. 


Nun gibt es zwei nicht-aquivalente Transformationen mit der Determi- 
nante u vom Teiler a, welche eine Klasseninvariante » irgendeiner Klasse C 
wiederum in eine Klasseninvariante iiberfiihren und zwar in die Invarianten 
der Klassen PC und s,P-C = P-'C, wobei P die Klasse von aM be- 
deutet. 
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Wir betrachten jetzt die Transformationsgleichung fiir die Funktion p. 


(41) Gua (t, cyzZ) = 0 
und wollen die Richtigkeit der numerischen Kongruenz 
(42) Gia (t, (OC), y(Q), 2(C)) =0 (mod. M - sM) 
fiir 
t= 9(PC) 


nachweisen. Hierbei bedeutet wieder der Akzent an G@ die Ableitung 
nach ¢ 

Bei dem Beweise von (42) unterscheiden wir zwei Fille: 

a) Es sei M ~ s,M. 

Setzt man in (41) als Argument in zyz die Klasse A ein, so ergeben 
dann die beiden oben erwihnten nicht iquivalenten Transformationen doch 
dieselben Klasseninvarianten, und daher ist t= q(aMC) eine Doppel- 
wurzel von (41). Es besteht also sogar die Gleichung 

Gia (t, w(C)---) =O 
fiir 
t=—@ (PC), 
daher a fortiori die Kongruenz (42). 

b) Es sei M + s,M. 

Wir setzen der Einfachheit halber zuniichst voraus, daB nicht zufiallig 
eine Klasseninvariante Doppelwurzel der Transformationsgleichung (41) ist. 
In Hinsicht auf den Zusammenhang zwischen Zahlklassen und Idealklassen 
verstehen wir nun unter A,, A, eine Relativbasis eines (im iibrigen be- 
liebigen) Ideals © der Klasse C, unter B,, B, eine Relativbasis des Ideals 
2EC der Klasse PC, wobei 

L= aM 
gesetzt ist, und beweisen zuniichst den folgenden wichtigen 
Hilfssatz: Die Zahl 


(43) wv (B, A) = it: -pa) 


) 


ist eine relativ ganze Zahl des Klassenkérpers * und durch keinen Prim- 
faktor von Mt -sM teilbar. 
Es gehen niimlich die Zahlen B aus A durch eine Transformation 
mit der Determinante u vom Teiler a hervor: 
B, = «A, + BA,, 
B, = yA, + dA,. 
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Setzt man daher “. = §&, so kann man die GréBe (43) so schreiben: 
2 


’ (55) pa 48 
n(&) (se + 8) (E+ *) : 


und diese Zahl ist Wurzel einer Multiplikatorgleichung, also nach Satz 6 
eine relativ ganze Zahl. Ferner laBt sie sich nach GL (20) durch 


o(PC)—9(g') und 9(C) = 9(,") 


rational mit rationalen Koeffizienten ausdriicken. Vermége unserer An- 
nahme verschwindet namlich der Nenner nicht. Folglich ist die Zahl (43) 
auch eine Zahl des Kérpers *. 


Um nun den letzten Teil des Hilfssatzes zu beweisen, nehmen wir 
statt des Ideals © in (43) nacheinander die Ideale 


LC, VEC, --., Wn-'C, 
und es sei m die kleinste Zahl, wofiir 
(45) LW" ~ 1. 


Es ergeben sich damit m— 1 weitere Zahlen 
r, 

n(7') 
B 

n(g) 


und es bedeutet dabei 


(44) y= 


(Bt pet, MU) 
? 


” (tM. pa)” 
fF. ? n(n’) M, 8M, P 4 
N, 


[,, f, eime Relativbasis von 2°G, 
M,, M, eine Relativbasis von 2”@. 
Durch Multiplikation aller dieser Zahlen hebt sich je ein Faktor im Zahler 


der einen gegen denselben Faktor im Nenner der niichsten fort, und das 
Produkt aller m Zahlen y» hat den Wert 


M, 

Y = "(n) 

A, 
n(x) 

Da nun aber 2"@ ~ € wegen (45), so sind die Zahlen x und * 


fiquivalente Zahlen, und den Wert von Y kénnen wir aus der Theorie 
der linearen Transformation der Thetafunktionen ermitteln, da 4 nach 
Gleichung (17), (18) im wesentlichen ein Produkt von Thetas ist. Setzen 


“(mame)” 
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wir 2” gleich einer Zahl M, so miissen ’ und ~ Basizahlen von € 


und daher faiquivalent mit A, und A, sein. D.h. es ist 
M, = M (aA, + BoAs), 
M, = M(7 A, + dog) 


und 
& 9, — By) = total positiver Einheit. 


u(m) — 0 (Seta) 


und nach den Formeln der linearen Transformation ist 


. Es ist daher 


«,§ + B, 
"E+ e) E+ d,)*8( E+ 0) = (ats at y": 
n@) Yoo + Co) \Yo 0) = \MA,” SMA, 


Dies in (46) eingesetzt, ergibt den Wert 


mom \48 


pa 
vo ( M-sM 
Nun ist 
M = 2” = a” Ql” 
und daher 


M-sM = a™(Dt - sM)", 


= 4 p 45m 
¥=(geisme) 
Daraus ergibt sich, daB Y zu M-sM prim ist, und da wy ein Faktor 
von ¥% ist, so ist auch » prim zu Mt-sM, w. z. b. w. 
Aus diesem Hilfssatz kénnen wir endlich die Kongruenz (42) folgern. 
Denn nach (20) kann man die Zahl w in (43) oder (44) so darstellen: 


Zihler und Nenner sind relativ ganze Zahlen, und da nach dem eben be- 
wiesenen Hilfssatz yy zu Pt-sPt prim ist, so mub G;,,, durch M- sM 
teilbar sein, d. h. 

(42) G..e(p(PC), x(C), ---) =0 (mod. M-sM), 
w. z. b. w. 


Diese Kongruenz gestattet uns den Beweis des Zerlegungssatzes fiir 
unsere Primideale, Es ist nimlich nach Satz 3 


Gy,a(t, ry2) = (t — 7.) (? — 15) (t, ey; mod. p), 


also 


Gua (t, 2yZ) = & — ry (xyz) (t, xy; mod. p). 
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Mit Hilfe von (41) und (42) ergibt sich also: 


(47) # —r,(x(C),---)=0 (mod. M - s Me) 
fiir 

t=_ (PC), 
und 
(48) [¢— 1, (x(C), -- -)][# — 7, (a), ---)] =0 (mod. p) 
fiir 


t=g(PC) und t=g(P-'C). 


Die entsprechenden Kongruenzen kénnen wir nun fiir die Transformationen 
mit der Determinante wu’ vom Teiler a’ aufstellen: Nennen wir P, die 
Klasse von a’ 8, so gelten auf Grund vonSatz 3 die beiden Kongruenzen: 


(49) ? —47,(2(Q),---)=0 (mod. N- sN) 
fiir 
t= gp (P, C), 
und 
[¢ — r, (x(C), -- -)] [# — 17, (xO), ---)] =0 (mod. p) 
fiir 


t=—@(P,C) und t= (P,-'C). 
Nun nehmen wir an, da8 nicht gleichzeitig 
P~P-* und P,~ P,-* 
Es sei etwa 
ry fF, 

Da dann die Kongruenz (48) zwei wirklich verschiedene Wurzeln besitzt, 
so muh wegen (47) notwendig 
(50) t—r,=0 (mod. M-sM) fir t= g(P-'C) 
sein. 

Nun haben die beiden Moduln von (49) und (50) genau den gréBten 
gemeinsamen Teiler 


$=—O-sH, 
und folglich gilt 
9(P, CP = 9(P-'C) (mod. $) 
oder 
p(PP,CP= 9(C) (mod. $*). 
Es ist aber 


PP,~aMN-aR~ MN = $-s, 8, 
daher ergibt sich 
(51) OP - 5, PB - CP = H(C) (mod. $*), 
und daraus schliebt man wie friiher die Richtigkeit des Zerlegungssatzes. 
Diejenigen Primideale 8, fiir welche wir die Kongruenz (51) auf 
diesem funktionentheoretischen Wege nicht beweisen kénnen, sind durch 
die Aquivalenzen 


P~ P-', P,~ P=! 
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charakterisiert. Wegen unserer Voraussetzung iiber die Klassenzahl von K 
folgt hieraus 
P~1, Pj~1, PP,~1, 


d. h. 
(52) B-s Pr. 
Diese Primideale wiirden also — wire der Zerlegungssatz auch fiir 
‘ sie richtig — in lauter Faktoren ersten Grades zerfallen. 


Wir hatten bei dem Beweise jetzt noch die Voraussetzung getroffen, 
daB g(PC) nicht zufiillig Doppelwurzel der in Frage kommenden Trans- 
formationsgleichungen sei. Auf Grund der Bemerkung am Schlusse von 
§ 6 lat sich aber diese Spezialisierung in einfachster Weise beseitigen. 
Satz 8 ist also bewiesen insbesondere fiir alle Primideale ersten Grades 
aus § mit jener Ausnahme (52). 


§ 9. 
Irreduzibilitit und Beziehungen zum Hilbertschen Klassenkérper. 


Jeder Relativsubstitution, welche eine Wurzel von H=O in die 
andere iiberfiihrt, entspricht genau eine Idealklasse in K, deren Relativ- 
norm in k(YD) der Hauptklasse angehdrt. Da es uns nur auf die Sub- 
stitutionsgruppe ankommt, brauchen wir fiir Klasse und Substitution das- 
selbe Zeichen. ; 

Ist H,(#) ein in & irreduzibler Faktor der Klassenfunktion, dessen 
Wurzeln . 

p(A), p(P,A), p(P,A4)--- 
sind, so bilden die Klassen 
1, P,, Py: 
eine Gruppe, welche isomorph mit der Relativgruppe des Kérpers &* ist. 

Um nun die Irreduzibilitiit der Klassengleichung im Kérper 8 nach- 
zuweisen, benutzen wir folgenden Umstand: 

Gibt es fiir eine Klasse P ein Ideal $* in R*, so daB die Kongruenz 

p(PA)’= (A) (mod. $*) 
gilt, und geht * nicht in der Diskriminante der Klassengleichung auf, 
so gehért die durch P charakterisierte Substitution sicher zur Galoisschen 
Relativgruppe von &*, wenn das durch $* teilbare Primideal $ in R vom 
ersten Grade ist. 

Sei niimlich H,(¢) ein in & irreduzibler Faktor der Klassenfunktion. 
Da $ vom 1. Grade in & ist, so folgt identisch in ¢ 

[H,®P=A,(#) (mod. $). 
Ist also ¢ = g(A) Wurzel von H, =0, so ist auch (A)? Kongruenzwurzel 
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von H,=0 (mod. $*) und muB folglich mit einer Wurzel von H, = 0 


etwa 
g(Q-'A), 
iibereinstimmen mod. $*, d. h. 


g(QA)’= (A) (mod. $*). 
Folglich mu8 P mit @ iibereinstimmen, und es ist also P eine Substitu- 
tion der Galoisschen Relativgruppe von &*. 

Daher ergibt sich aus (51), dab, wenn $ ein Primideal ersten Grades 
in & ist, welches in K, zerfillt, sicher die Klasse $8 -s, zur Relativgruppe 
von §* gehért. 

Also gehéren zur Relativgruppe von S* alle diejenigen Idealklassen 
aus K, welche sich in der Form $-s,$ darstellen lassen, wo § ein in 
K, zerfallendes Primideal ersten Grades bedeutet. 

Folglich ist die Klassengleichung sicher dann irreduzibel in 8, wenn 
wir nachweisen, daB alle Klassen aus K, deren Relativnorm in k(YD) der 
Hauptklasse angehért, sich als Produkte von Klassen jener Form darstellen 
lassen. 

Dies wollen wir nun zeigen. Wir bedenken, daB man jede Klasse aus 
K als Relativnorm einer Klasse aus K, darstellen kann, weil die Klassen- 
zahl von K nach Voraussetzung ungerade ist, und daB man daher jede 
Klasse in K durch Primideale ersten Grades repriisentieren kann, welche 
in K, zerfallen. Ebenso kann man jede Klasse P in K, deren Relativ- 
norm in bezug auf k(YD) der Hauptklasse angehért, als Quadrat einer 
ebensolchen Klasse M darstellen: 


P= MM, M.s,M=1. 


Wir werden nachweisen, daB P sich in der gewiinschten Form darstellen 
laBt. Ist niimlich R eine solche Klasse in K,, deren Relativnorm gleich 
M=f.-s,R, 
so setze man weiter 

N=shk-s,sh. 
Dann sind 

MN=R-skh-s,(R-sR) 
und ebenso 
M-s,N=R-s,R-s,sR-s,s,sk 

=s,R-ss,R-s,(s,R- ss, R) 
Klassen von der Form $ -s,$, also gehéren sie zur Relativgruppe, folg- 
lich gehért dazu auch ihr Produkt 


M* Ns,N. 
Dieses ist aber gleich M*, da aus M-s,M~1 auch N-s,N~1 folgt; 
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also gehért auch die gegebene Klasse M*=— P zur Relativgruppe. Damit 
ist endlich der Hauptsatz bewiesen : 

Satz 9: Die Klassengleichung H(t) = 0 ist irreduzibel im Korper &. 

Hieraus und aus dem Zerlegungssatze kann man nun schlieBen, daB 
der Kérper &* ein Unterkérper des Hilbertschen Klassenkérpers ist. 

Ich setze den Beweis an dem einfachsten Fali auseinander, daB der 
. Grad h der Klassengleichung eine Primzahl / ist, die wegen unserer Vor- 
aussetzung von zwei verschieden ist. Wir verstehen unter S das System 
derjenigen Idealklassen P in 8, welche die Bedingung 
(53) P.s,P~1 
erfiillen. Das gesamte Klassensystem von & hat dann die Form 

S-Cé i=0,1---l—1, 
wo C eine bestimmte Klasse mit 
C~ 1 
ist. 

Unser Zerlegungssatz 8 wurde nun bewiesen jedenfalls fir alle Prim- 
ideale ersten Grades, welche in einer Klasse liegen, die nicht zu S gehért 
(ausgenommen héchstens endlich viele Primzahlen). 

Adjungieren wir nun die /* Einheitswurzel £. Der Kérper &* ist 
relativ zyklisch vom Grade / in bezug auf &, und daher wird der Kérper 
(K*, £) erzeugt durch Adjunktion der /’* Wurzel aus einer Zahl A des 
Korpers (8, §): 

(S*, ¢) = (®, & VA). 
Nun besitzt auch der Hilbertsche Klassenkérper von & einen Unterkérper 
RK, vom Relativgrade / beziiglich &, welcher im Sinne der Ausfiihrungen 
von Herrn Furtwiingler zur Untergruppe S der Klassengruppe gehért. Er 
werde erzeugt durch Adjunktion von VA: 


(2,; g) = (&, 4 VA,,)- 
Ist nun &,, von S* verschieden, so gibt es unendlich viele Primideale 


ersten Grades in (S, £), so daB die l' Potenzrestsymbole in (8, §) den 
Wert 
An 


A 
(54) (w)+1, (G)=1 
besitzen. Vermége der Zerlegungsgesetze im Hilbertschen Klassenkérper 
sagt die erste dieser Beziehungen aus, daB die Primideale $$ aus Klassen 
entspringen, die nicht zu S gehéren. Fiir alle diese Primideale aber haben 
wir gerade unseren Zerlegungssatz fiir R* bewiesen. Dieser sagt aus, dab 
sie alle in §* unzerlegt bleiben, d. h. es miibte 


(;) +1 
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sein, gegen die Gleichung (54). Folglich sind &, und §* identisch. Daher 
ist der Kérper &* ein Unterkérper des Hilbertschen Klassenkérpers. 

Die obige SchluBweise ist ahnlich derjenigen, welche Herr Furtwingler 
zum Nachweise der Identitaét des Hilbertschen Klassenkérpers mit dem aus 
der gewéhnlichen komplexen Multiplikation entspringenden Kérper an- 
wendet*); in gewisser Hinsicht nimmt sie jedoch gerade den entgegen- 
gesetzten Weg, denn die obige Schlubweise benutzt die bemerkenswerte 
Tatsache, dab man auf Grund der Zerlegungsgesetze doch den Identitiits- 
nachweis fiir zwei Kérper fiihren kann, obwohl man gerade die Primideale 
ersten Grades in dem einen Kérper dabei nicht beherrscht. Diese Tat- 
sache ist natiirlich bekannt, scheint mir aber doch wert, besonders hervor- 
gehoben zu werden. 

Im allgemeinen Falle, wo der Grad h keine Primzahl ist, laBt sich 
ebenfalls dieselbe SchluBweise anwenden, und man findet so das allgemeine 
Resultat: 

Der funktionentheoretisch durch die Modulfunktionen (&,, &;) gegebene 
algebraische Zahlkirper R* ist identisch mit einem arithmetisch genau an- 
gebbaren Unterkirper des Hilbertschen Klassenkirpers von &(&,+ 6); die 
Gruppe der Idealklassen, zu der er gehirt, ist durch die Aquivalenz P-s, P~1 
charakterisiert. 

Damit ist die Grundlage fiir die funktionentheoretische Konstruktion 
aller Abelschen Kérper im Bereiche & gewonnen. 


*) Vgl. Furtwingler, Math. Ann. 63, S. 35—37. 
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Uber die Zerlegung der ganzen Zahlen in sieben Kuben. 
Von 


W. 8S. Baer in Géttingen. - 


Einleitung: Herr Wieferich*) hat bewiesen, daB sich jede ganze 
positive Zah! als Summe von héchstens neun Kuben ganzer positiver 
Zahlen darstellen laBt; diese Anzahl lift sich nicht weiter verkleinern, 
da z. B. die Zahl 23 mindestens neun Kuben erfordert. Dieses Verhalten 
zeigen aber, wie Herr Landau**) nachwies, jedenfalls nur endlich viele 
Zahlen: von einer gewissen Stelle an geniigen fiir jede Zahl bereits acht 
Kuben. Insbesondere besitzt also die Anzahl***) C,(”) der ganzen posi- 
tiven Zahlen < z, die in acht oder weniger Kuben zerlegbar sind, gewib 


F » . . ° 'e ( , 
die GréBenordnung z in dem Sinne, daB der Quotient 5 von einem 


gewissen z an unterhalb einer endlichen und oberhalb einer positiven 
Schranke verbleibt. Bisher war nicht bekannt, ob das entsprechende auch 
fiir die Anzahl C,(x) richtig ist; ich weise nun in meiner demniichst er- 
scheinenden Dissertation +) im Kapitel itiber Kuben unter anderem die GréBen- 
ordnung x von C,(x) nach, und ich will hier in dieser kleinen Arbeit, 
um eine Probe der Beweismethoden und Resultate meiner Dissertation zu 
geben, einen in dieser Formulierung dort nicht enthaltenen Satz — der 
iibrigens noch etwas mehr als diese GréBenordnung 2 besagt — (fiir 
einen Leser, der jene griéBere Arbeit nicht zu kennen braucht, direkt) 
beweisen. 

Satz: Die Zahlen 4096-u, wo u>O ungerade ist, lassen sich in sieben 
Kuben zerlegen, deren sdmtliche sieben Basen eine beliebig vorgegebene positive 
Zahl g von einer Stelle an, d. h. fiir alle u> wu = uo(g), tibersteigen. ++) 


*) Math. Ann. 66 (1909), 8. 95—101. 
**) Math. Ann. 66 (1909), 8. 102—105. 
***) Allgemein bezeichne C,(x) die Anzahl der ganzen positiven Zahlen <2, die 
in v oder weniger Kuben zerlegbar sind. 
+) Beitriige zum Waringschen Problem, Diss. Gottingen, 1913. 
++) Der Satz gilt natiirlich auch fir alle Zahlen 4096-c*-u, wo e>1 ganz ist. 
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Beweis: Sei zuniichst 
(1) u> (6 -2% + 2%). 2 — 1573376, 
so gibt es zu jeder solchen ungeraden Zahl u eine ganze Zahl v > 1, 
sodaB 
(6 x gi 4 2°) . gv< u< (6 . 215 + 2¢) - 23(¥ +1) 
ist; wird 
(2) u— 6-21. 25» —¢ 
gesetzt, so geniigt diese ungerade Zahl ¢ den Ungleichungen 
28°46 <4 <(7-6-2% 4 8.28) - 28" — 43. 215. 98» _ 43 . O3v+15, 
Weiter sei der reelle Wert von 
Vi= 
gesetzt, so wird wegen 9 = V/#> 2"+? 
O=—t— oe St —[eP<t— ((e]—G-2"—b)<t—(@—1—3-2"+1)° 

=t—o°+3-3-2"-9? — 3-9-2°".9 + 27-25" 

= 9-2". VP — 27.2%. (g— 2") < 9-2". V4B®. 27+ 9 < 147 . Q8r+10, 
fiir die wegen 9 > 2’*? simtlich iiber 2” gelegenen, 3-2” konsekutiven 
ganzen Zahlen 

n=T[el, le] —1, --+ le] —-2”—1) 


gilt also 

(3) 0<t—n® < 147 - 25+, 
Die Kongruenz 

(4) v = t —3.2"-! = «' (mod. 3-2”) 


besitzt mod. 3-2” mindestens eine Lisung a; denn jede Zahl ist kubischer 
Rest mod.3 und sogar auch mod.6, was dem Falle » = 1 entspricht; 
ferner ist fiir vy > 2 die mit ¢ ungerade Zahl v kubischer Rest mod. 2’, da 
ja nach dem Fermatschen Satze v = v'+®~*=v'+*-?”~* (mod. 2”) und 
einer der beiden letzten Exponenten von v durch 3 teilbar ist. Von den 
3-2” konsekutiven ganzen Zahlen n > 2”, die (3) befriedigen, geniigt also 
mindestens eine, etwa n=«a> 2’, auch (4); fiir dieses a ist mithin 
wegen (4) 


©) t—@ = 8-2-1241) — 3-2-7 M, 
wobei 
(6) M = 2.(2-t'+1) = 2 (mod. 4) 


gesetzt ist und M wegen (3) und (5) den Ungleichungen geniigt 
(7) 0< M< 49. 297+12, 





> © = S aA 


~_ ~_  —_—- FH ~~ ~*~ ee 


- 
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Wegen (6) laBt sich bekanntlich M in drei Quadrate ganzer Zahlen 
zerlegen 
M = 2° + 2 + 257, 
wobei wegen (7) 
0<a4,<VM<7-2'+* fir k=1,2,3 
gilt. Durch Zusammenfassung von (2) und (5) ergibt sich nunmehr 
4096 -u = 2'.(6 - 2%. 23” + ¢) — 21. (6 - 2%. 28" 4 oF + 3.2"-2. M) 
_ (24. a+ 6 . Q8v+27 4 6 m Qr+9, (x,2+ a4? + 2”) 
= (2*- w)® + (279+ 2,)% + (2”+® — 2)? + (2”+9+2,)° + (2”*+* —2,)* 
+ (2"+9 +2;)>+ (2”7+9— g,), 
wo saimtliche sieben Basen der rechts stehenden Kuben nach dem Voran- 
gehenden ganze Zahlen > 2”** sind. Da v mit uw unbegrenzt wiichst, kann 
man also, wenn man u groB genug wahlt, alle sieben Kuben gréBer als 
eine beliebig vorgegebene Zahl g machen. Mithin ist unser Satz zunichet 
fiir alle ungeraden u > 1573376 bewiesen. 
Nach den v. Sterneckschen*) Tabellen ist weiter fiir jede Zahl s des 
betreffenden Intervalles 
(8) s= K,**) fir 455<s < 40000, 
(9) s= K, fir 8043 < s < 40000. 
Sei zunichst 1000000 < u < 1573376, so ist die ungerade Zahl u ku- 
bischer Rest mod. 2°, also u — a® = 64-m, wo m ganz und a mod. 64 be- 
stimmt ist; fir 0< a< 64 wird daher 737 856 < u — a®= 64-m < 1573 376, 
folglich 11000 < m < 25000, also ergibt sich nach (9) m= K,, und mithin 
erhailt man u—a’+ 64-m = K, + 2°. K, = K,+ K, = K,. Sei nunmehr 
weiter 40000 <u < 1000000, so wird fir z —V/u—8043 > 0 
8043 =u — 2cu—[zeP<u—(e—-1P=u—24+3-2—3-241 
< 8044 + 3- Vu? < 38044, 
also nach (9) u —[z]* = K,, u=[z]®>+ K, = K,. Daher sind wegen (8) 
alle ungeraden u im Intervalle 455 < u < 1573376 gewiB K,, also sind es 
fiir diese w auch die Zahlen 4096-u = 16°.w. Fiir die Zahlen 8 < u < 455 
gilt weiter 512 < 64.u < 64-455 < 30000, also ist nach (8) fiir sie 
4096 -u = 2°.64-u=—2°.K, — K,. Fiir die ungeraden Zahlen u = 1, 3, 5,7 
endlich folgt direkt 4096-4 — K,, indem man 4096-« aus lauter gleichen 
Summanden 4096 = 16° zusammensetzt. 
Damit ist unser Satz allgemein bewiesen. 
*) Sitzungsberichte der K. Akademie der Wissenschaften in Wien, Math.-Natur- 


wissensch. Klasse, 112, Abt. 2a (1908), S. 1627—1666. 


**) Allgemein bedeute s = K,, daB sich die ganze Zahl s in » oder weniger 
Kuben ganzer Zahlen >0 zerlegen lasse. 
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Folgerung: C,(z) hat die GriBenordnung z. 

Denn nach dem vorangehenden Satze kann von 2-4096 = 8192 suk- 
zessive aufeinander folgenden ganzen positiven Zahlen stets mindestens 
eine, namlich die, die = 4096 (mod. 8192) ist, in sieben Kuben zerlegt 
werden; daraus folgt, da C,(x)<[| ist und 1 auch gewiB in sieben 
Kuben zerlegt werden kann, 


1 


C, (x) : 
gia <0 <1 fr 221, 


d. h. C,(x) besitzt die GréBenordnung x oder, um es noch anders aus- 
zudriicken: Der prozentuale Anteil der durch sieben oder weniger Kuben 
darstellbaren Zahlen < = liegt fiir alle >1 oberhalb einer positiven 
Schranke. 

Ubrigens hitte fiir diese Folgerung offenbar bereits der zuerst be- 
wiesene Teil des vorangehenden Satzes geniigt, daB nimlich alle groBen 
Zahlen 4096-u, wo u ungerade ist, K, sind. 


Géttingen, den 24. Juni 1913. 
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Le corrispondenze fra i punti di una curva variabile in un 
sistema lineare sopra una superficie algebrica.*) 


Di 


Francesco Sever in Padova. 


A fondamento delle sue classiche ricerche sulle corrispondenze alge- 
briche**), il sig. Hurwitz pone, com’ @ ben noto, una rappresentazione 
trascendente di una qualunque corrispondenza 7’ fra i punti di una curva 
algebrica C, di genere p > 0, dalla quale seguono p* relazioni (quadratiche 


e a coefficienti interi) fra i (p+) eriodi dei p integrali normali di 
9 P | gr 


1* specie appartenenti a C. Tali relazioni riduconsi a identita, allora e 
solo allora che la corrispondenza 7 @ a valenza (Wertigkeit) y, cioe 
quando, detti x, x’ due punti arbitrari di C e Y, Y’ i gruppi rispettivi 
degli omologhi di x, 2’ nella 7’, si ha la equivalenza: 

Y+pr=YV'+ ye, 
ove y @ un intero (positivo, negativo o nullo). 

Nel caso in cui le p’ relazioni che conseguono dalla 7, non sono 
tutte identita, Hurwitz chiama la corrispondenza singolare; ed osserva che 
una tal corrispondenza non pud presentarsi se non quando i moduli della 

*) Un riassunto dei principali risultati di questa Memoria, trovasi nella mia 
Nota, Les correspondances algébriques existant sur les courbes d’un systéme linéaire 
tracées sur une surface |Compt. Rend. de l’Acad. des Sciences de Paris, 166 (1913), p. 287]. 

) Cfr. Hurwitz: a) Uber algebraische Korrespondenzen und das verallgemeinerte 
Korrespondenzprinzip {[Math. Ann. 28 (1886), p. 561]; b) Uber diejenigen algebraischen 
Gebilde, welche eindeutige Transformationen in sich zulassen [Math. Ann. 31 (1888), 
p. 290]. 1 risultati principali della Memoria a) trovansi pure esposti in Kiein-Fricke, 
Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischen Modulfunktionen (Teubner, Leipzig (1892), 
2, p. 518] e in Baker, Abel's theorem and the allied theory [University Press, Cam- 
bridge (1897), p. 639]. Lo studio generale per via sintetica, delle corrispondenze fra 
i punti di una curva algebrica, forma l’oggetto della mia Memoria, Swulle corrispon- 
denze fra i punti di una curva algebrica e sopra certe classi di superficie [Memorie 
della R. Ace. delle Scienze di Torino (2) 54 (1908)], alla quale rinvio per altre 
citazioni sulla teoria delle corrispondenze. Questa Memoria nel seguito verra citata 
brevemente colla sola parola « Corrispondenze». 


34* 
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curva sono particolari. In altri termini insomma, nella varieta algebrica 
di dimensione 3p — 3, i cui elementi sono le classi di curve algebriche 
di genere p, birazionalmente equivalenti, gli elementi che rappresentan 
classi di curve con corrispondenze singolari, formano una varieta sub- 
ordinata; sicché sulla curva pid generale di genere p, tutte le corrispon- 
denze sono a valenza. In altre parole ancora, si pud dire che le funzioni 
abeliane a moltiplicazione complessa, son singolari, anche nel caso delle 
funzioni abeliane, che Poincaré chiama speciali (cioe delle funzioni abeliane 
provenienti da una curva di genere p). 

Ma in verita per stabilire in modo completo questa conclusione, che 
per Hurwitz del resto @ puramente incidentale, non adempiendo essa ad 
alcun ufficio nello sviluppo delle sue Memorie citate, occorre provare 
che le p* relazioni quadratiche, cui sopra si @ alluso, sono del tutto 
indipendenti dalle ee —*) yelazioni che legano, qualunque sia C, i 


Pp maa periodi degl’integrali normali di 1* specie.*) 


Il presente lavoro @ nato appunto da tale questione. E chiaro che 
per dimostrare la indipendenza suddetta, basta far vedere che, per ogni 
valore di p, esistono curve di genere p, prive di corrispondenze singolari. 
Poiché qualche sintomo mi lasciava intuire che avrei trovato ampie classi 
di curve senza corrispondenze singolari, sulle superficie algebriche regolari 
(e in particolare sul piano), cosi mi proposi di caratterizzare, per quanto 
fosse possibile, le corrispondenze fra i punti di una curva tracciata sopra 
una superficie regolare.**) 

Tale questione @ certamente molto pit larga di quella da cui ho 
preso le mosse; ma non credo perd che la ricerca, per ogni valor di p, 
di classi anche assai ristrette, di curve prive di corrispondenze singolari, 
offrirebbe difficolts meno lievi. A prescindere da cid, io ho creduto op- 
portuno di trattare il problema pid ampio, perché mi sembra che presenti 
di per s® un interesse innegabile, anche in vista delle sue possibili ap- 
plicazioni alla geometria sopra una superficie. 

Il risultato da me ottenuto @ il seguente: 

Ogni corrispondenza fra i punti della curva generica di un sistema 
lineare |C\, almeno o0*, tracciato sopra una superficie regolare, ¢ dotata 


*) Per p = 4 queste relazioni (una) sono state scritte esplicitamente da Schottky, 
Zur Theorie der Abelschen Funktionen von vier Variabeln[J. f. Math. 102 (1888), p. 304]. 

**) Per la distinzione delle superficie algebriche in regolari ed irregolari, nonché 
per altre proprieta di geometria sopra una superticie, di cui faccio uso nel corso di 
questo lavoro, rinvio alle due Monografie di Castelnuovo-Enriques, delle quali l’una 
pubblicata nei Math. Ann. 48 (1896), p. 214, e l’altra, contenente i pid recenti risultati 
della teoria, a p. 485 (t. Ll) del trattato di Picard et Simart, pid innanzi citato. 
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di valenza (n. 7). In particolare si ha che ogni curva piana, variabile in 
un sistema lineare almeno oo*, possiede soltanto corrispondenze a valenza. 

E appena necessario di avvertire che curve particolari del sistema | C| 
(formanti entro C una varieta algebrica subordinata) posson ben possedere 
corrispondenze singolari. Dal teorema precedente segue subito (n. 8) che 
per ogni valor di p, una curva di genere p a moduli generali, non possiede 
- corrispondenze singolari. 

Non bisogna perd credere che una curva variabile in un sistema 
lineare sopra una superficie regolare, sia necessariamente a moduli generali; 
che anzi @ facile costruire esempi in contrario (n. 8). 

La dimostrazione del teorema principale del presente lavoro, @ assai 
laboriosa; e vi si pongono in opera i pit recenti risultati ottenuti nella 
geometria sopra una superficie. In essa adempie ad un ufficio essenziale, 
oltre alla rappresentazione di Hurwitz, la considerazione dell’equazione dif- 
ferenziale E, di Fuchs-Picard, alla quale soddisfanno i periodi di un inte- 
grale abeliano di 1" (o di 2") specie, appartenente ad una curva, i cui coef- 
ficienti dipendan razionalmente da un parametro. 

Mi oceupo poi (§ 3) di caratterizzare le corrispondenze fra i punti 
di una curva tracciata sopra una superficie irregolare, e, dopo aver intro- 
dotto il concetto di corrispondenze a doppia valenza, escludendo queste 
dal novero delle singolari, trovo che i sistemi continui di corrispondenze 
singolari esistenti fra i punti della curva generica d’un sistema lineare |C\, 
almeno co*, tracciato sopra una superficie irregolare F’, sono biunivocamente 
coordinati ai sistemi continui di corrispondenze singolari fra i punti della 
varied di Picard V, relativa ad F*), per guisa che, quando i moduli 
di V son generali, C non possiede che corrispondenze a valenza, semplice 
o doppia (n‘. 12,13). Si deduce pure che il numero delle corrispondenze 
indipendenti che appartengono alla generica C, non pud superare 2q? + 1, 
q essendo lirregolarita della F: 

Nel § 4 espongo infine una trattazione geometrica della questione 
precedentemente risoluta per via trascendente; e cid mi da anche occasione 
di indicare qualche nuova proprieta. Provo anzitutto che quando sulla 
generica C di un sistema lineare infinito, tracciato sopra una superficie 
(regolare o irregolare), esiste una corrispondenza singolare, si pud staccar 
razionalmente su C un sistema continuo di corrispondenze singolari; 
ed inoltre che su C si pud staccare una sola corrispondenza singolare, 
quando sulla curva stessa sieno razionalmente dati un punto ed un gruppo 
non speciale di p punti (n’‘. 15, 17). 

*) Per la definizione e le proprieta della varicta di Picard annessa ad une 
superficie irregolare F', ved. Castelnuovo, Sugli integrali semplici appartenenti ad una 
superficie irregolare (Rend. della R. Acc. dei Lincei (5) 14 (1905)]. 
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Da questo teorema segue facilmente l’inesistenza di corrispondenze 
singolari fra i punti della curva generica di un sistema lineare co |C', 
tracciato sopra una superficie regolare. 

Il teorema stesso poteva anche applicarsi al caso in cui il sistema 
|C| fosse tracciato sopra una superficie irregolare; ma non ho creduto che 
valesse la pena di intrattenermi lungamente su cid. 


§ 1. 
Proposizioni preliminari. 


1. Notazioni. Indicheremo sempre con C una curva algebrica ir- 
riducibile di genere p, con (6,, 6,,,), (63, G42), ***» (Gp) G2») P Coppie 
di retrosezioni riemanniane di C — o pit precisamente della relativa super- 
ficie di Riemann — e con @,,, a», ---, @,.2, i periodi (normali) lungo 
i cicli 6, di un integrale abeliano di 1* specie u,, appartenente a C. 

Denoteremo inoltre con ® la superficie delle coppie ordinate 2, y 
dei punti di C, con {K,}, {K,} i due fasci unisecantisi di genere p, le 
cui curve rappresentano rispettivamente le coppie con un dato x o con 
un dato y, e con K la curva, unisecante le K,, K,, che rappresenta le 
coppie z, y costituite da due punti coincidenti.*) 

2. Un lemma sui periodi normali degl’integrali di 1* specie. 
Dimostriamo anzitutto il seguente lemma: 

Fra i periodi normali @,,, @,3,°- +, 2, (h=1,2,---,p) di p integrali 
indipendenti di 1* specie u, (h=1,2,---,p) appartenenti alla curva C, di 
genere p, non posson mai sussistere p relazioni del tipo 


2p 


(1) > 4,0, =0 (h=1,2,-+-,p) 


s=1 


per valori reali, non tutti nulli, delle a.**) 
Suppongasi infatti che fra le @ sussistano le relazioni (1) per valori 
reali delle a: dovremo allora provare che le a son tutte nulle. 


*) Per lo studio della superficie ©, e pit in generale della superficie rap- 
presentante le coppie di punti di due curve, cfr. a) Maroni, Sulle superficie algebriche 
possedenti due fasci di curve algebriche wnisecantisi, [Atti della R. Accad. delle Scienze 
di Torino 88 (1903)]; b) De Franchis, Sulle varicté «* delle coppie di punti di due 
curve o di wna curva algebrica, (Rend. del Circ. Mat. di Palermo 17 (1903)]. Pei 
legami tra la teoria delle corrispondenze che esistono sulla curva C, e le proprieta 
della superficie ®, cfr. Severi, Corrispondenze. 

**) Nel testo citato di Klein-Fricke a pag. 540, Bd. II, il lemma trovasi dimostrato 
nel caso in cui gl’ integrali u, sieno essi stessi normali. L’estensione al caso pit 
generale da noi considerato, @ assai facile. 
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Costruiamo a tal uopo i p integrali normali di 1* specie J, J,, --- 
corrispondenti alle retrosezioni 6; cio? poniamo: 
Ty = Aya, + Aggy $°°° + A, 5M, (h=1,2,--,p), 
ove le 4 soddisfanno alle equazioni 
Ayr, + Aye, +++ + 4,,0,, = 0, 
Ay y+ Ayg@gy,t o> + 442%, = 1 


E poniamo inoltre: 


(s—1,2,--,h—1, h+1,--+p). 


y= An .54, + Aus .n47 -oso> Aip®%.n4r (r= 1,2,-- DP), 
sicché le t saranno i periodi degl’integrali normali ai cicli 6, 


eae" > 6, p? 
e fra esse sussisteranno le note relazioni 


(2) Tir = Trae 
Moltiplicando i due membri della (1) per 4, e sommando da h=1 ad 
h =p, avremo: 


2p P 
(3) > } a, >) 1,49, =0 (r= 1, 2, yp). 
s=1 


h=l 


P 

Poiche > br, @ il periodo di J, lungo il ciclo o,, le (3) si ridur- 
A=1 
ranno alle 


il 
(4) 6, + > Ap 40% = 0 (r= 1,2,--+,p). 
s=1 


Se ora formiamo l’integrale di 1* specie 
J=4,,,1,+---+%,],, 
il cui periodo lungo o, (r=1,2,---,p) @ a,,,, in forza delle (2), (4) il 
suo periodo lungo o,,, (s=1,2,---,p), & —a,, sicché J, avendo tutti i 
periodi reali, deve ridursi ad una costante e le a debbon esser tutte nulle. 
3. Rappresentazione trascendente d’una corrispondenza. 
Interi caratteristici.*) Fra i punti di C consideriamo una corrispon- 
denza algebrica 7, dindici («, 8), la quale cioe faccia passare da un punto x 
a 6 punti y, mentre la sua inversa 7'~', fa passare da y ad @ punti z. 
Poiché la somma dei valori d'un integrale u, ai punti y/, y”, - - -, y? 
corrispondenti ad z, @ un integrale di 1* specie al punto 2, avremo le 
relazioni: 


*) La rappresentazione cui si allude trovasi gid, sotto l’ipotesi che gl’ integrali 
«, sieno normali, nella citata Memoria a) di Hurwitz. Qui occorre qualche lieve 
modificazione alle formole di Hurwitz, giacché, per gli scopi ulteriori, ci é necessario 
di supporre che gl’integrali u, sieno qualunque. 
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Pp 
(5) u(y’) + +--+ u(y’) =>" a, u(2) + a, (modd. periodi), 


i=1 


ove le x son costanti, indipendenti dalla posizione di z. 
Facendo descrivere ad z il ciclo 6, (r=1,2,---,2p) e uguagliando 
le variazioni dei due membri della (5), viene 


6 . “4 r=1,2,---,2p 
( ) Dur rn a ee: ); 


in cui le @ sono interi dipendenti solo dal ciclo 6, considerato, e non 
dall’ integrale u,, che figura nella (5). 

Siccome il determinante dei periodi @ ai cicli 6,, 6,,---, 6,, non @ 
nullo, si potranno risolvere le prime p delle (6), per un valor fissato di h, 
rispetto alle 2,,, %,9,°~*,%,,; @ similmente essendo non nullo il determi- 
nante delle @ corrispondenti ai cicli 6,,,,---,6,,, Si potranno risolvere le 
ultime p delle (6), rispetto alle medesime x. Dai due gruppi di relazioni 
cosi ottenuti, si elimineranno allora le 2,,,---,2,, @ si perverra in tal 
modo a p* relazioni algebriche fra le @, che indicheremo con 


(7) R,,(4, @) =O (h, b= 1, 2,° : *;P)- 
Vediamo anzitutto per quali valori delle a le (7) riduconsi a identita 
nelle o. 

Se le (7) sono identiche rispetto alle @, assegnando valori zero a 
tutte le @, tranne che ad @,,, dalle (6) si trae: 

Ty, = 4,55 

e assegnando valori zero a tutte le w, eccezion fatta per w,, (i+h), dalle 
(6) segue 
m,,—= 0 (i+h). 
Sicché le (6) divengono 


7 
a,, @,, => a,, 5) 


e dovendo anche queste essere identité rispetto alle m, ne deriva 


a,,=0 (s+r). 
Ponendo pertanto 
h= 1,2,--yp 
a, = 6,,"7=—/7 dt 


ove y @ un intero (20), le (5) danno: 
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u,(y’) prey u,(y") + yu, (x) =, (h= 1, 2,- ‘+ P) 
cioe la corrispondenza 7’ @ a valenza y.*) 
Proviamo reciprocamente che, se la corrispondenza data ha la valenza y, 
le a definite dalle (6), hanno necessariamente i valori 


@,,=—y7; a,, = 0 (sr; r,$=1,2,---,2p), 
talche insomma le (7) riduconsi a identita. 

Proveremo anzi pid in generale che: 

Quando le w son date, ogni soluzione a = a° delle (7) é univocamente 
determinata dai corrispondenti valori a,,— 2), delle quantita x, legate 
aglinteri a dalle (6). 

Se infatti le (6) potesser esser soddisfatte ponendo una volta 

Typ = Thy 1, = A, 
e un’ altra volta 

Thi _ This a,, — Can 
ove le a,, non fossero ordinatamente uguali alle a?,, dalle (6) medesime 
si trarrebbero i legami 

Se h=1,2,---p 
0 , : is ? 

> (ahr — ar) ons = 0 eee 3 
per valori non tutti nulli delle a?,—a,,. E cid @ assurdo pel lemma del n. 2. 

In particolare dunque: _ 

Le (7) riduconsi a identita nelle , allora e solo allora che la cor- 
rispondenza T é dotata di valenza. 

Poiché ogni corrispondenza 7, una volta scelti gl’integrali u, e i cicli 
normali o,, individua i valori degl’interi a, questi posson chiamarsi gl’interi 
caratteristici della 7’ (rispetto a quella determinata scelta degl’integrali e 
dei cicli). 

4. Lemma sui sistemi continui di corrispondenze apparte- 
nenti ad una curva C. — Stabiliamo ora un’ altra proposizione che ci 
servira per le ricerche ulteriori: 

Sopra una curva C, le corrispondenze algebriche di indici dati a, B, 
si distribuiscono in un numero finito di sistemi continui. 

Consideriamo la superficie ® definita al n. 1. Ogni corrispondenza 
(a, 8), fra i punti z, y di C, ha per imagine una curva 7’ di ® incontrante 
le K,, K, rispettivamente in 6 ed @ punti. 

Presa entro al fascio delle K, una serie lineare semplice g” (r>2) e 
un’ altra serie semplice g*, (s>2) nel fascio delle K,, le curve composte 


*) Per la definizione trascendente di corrispondenze a valenza, ved. la Memoria 
a) di Hurwitz. Per la definizione geometrica ved. p. es. la mia Memoria, Corrispon- 
denze, § 2. 
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coi gruppi tolti dalla gy e dalle g*, saranno contenute in un medesimo 
sistema lineare | Z| semplice, di dimensione ¢>r+s>4. E la T tagliera 
le curve L in ma + B punti. 

Considerando la superficie ©’ di ordine 2mn, appartenente allo spazio 
S, e birazionalmente identica a , le cui sezioni iperpiane son le cor- 
rispondenti delle curve L, noi vediamo che la curva 7” di %’, omologa 
di 7, ha precisamente l’ordine ma +n. Si conclude pertanto che le 
corrispondenze d’indici («, 8) vengon rappresentate da curve del medesimo 
ordine tracciate sulla superficie ©’ e quindi ch’esse distribuisconsi in un 
numero finito di sistemi continui. 

La proposizione dimostrata pud completarsi colla seguente: 

Osservazione. Per le corrispondenze algebriche di dati indici a, B 
sulla curva C, le quantita x,, delle relazioni (5), non possono assumere che 
un numero finito di gruppi distinti di valori. 

E invero, quando una corrispondenza («, 6) rappresentata dalle (5) 
varia in un sistema continuo di corrispondenze analoghe, glinteri a definiti 
dalle relazioni (6) non posson mutare, perch?, se mai variassero, lo dovreb- 
bero fare con continuité. E quindi non posson mutare neppure le quantita 
a,,- Siech® ogni sistema continuo di corrispondenze (a, 8) da luogo ad 
un sol gruppo di valori per le 2,,. In forza della proposizione precedente 
si conclude allora nel modo enunciato. 

Ricordando infine che glinteri @ sono univocamente determinati 
dalle quantita 2,,, possiamo anche dire che per le corrispondenze di dati 
indici (a, B), gl’interi a posson assumer soltanto un numero finito di gruppi 
distinti di valori. 


§ 2. 
Le corrispondenze fra i punti di una curva C variabile in un 
sistema lineare sopra una superficie regolare. 


5. Modo di variare dei periodi spettanti a p integrali di 
1* specie fissati razionalmente su C. Suppongasi ora che la curva C 
sia tracciata sopra una superficie regolare F’ e sia variabile ivi entro un 
sistema lineare irriducibile |C|, almeno oo', di grado > 0, e tale che le 
curve di un fascio generico 2, scelto entro |C|, non abbian, fuori dei 
punti base — assegnati con moltiplicita virtuale eguale all’effettiva — che 
punti doppi nodali. 

Poiché il sistema |C’| aggiunto a |C; sega sulla C la serie canonica 
completa*), potremo fissare p curve aggiunte linearmente indipendenti, per 


*) Castelnuovo, Alcuni risultati sui sistemi lineari di curve appartenenti ad una 
superficie algebrica [Memorie della Societa italiana delle Scienze (3) 10 (1896), n. 7]. 
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guisa che sulla generica C resteranno determinati razionalmente p integrali 
abeliani di 1* specie u,, uy, ---, u,. 

Fissato sopra una particolare C, di 2 — che non abbia genere minore 
di p — un sistema (6) di retrosezioni, risulteré definito per continuita 
un sistema di retrosezioni sopra ogni curva del fascio. 


In realté sopra ogni C i cicli 6, che noi intendiamo di considerare, 
" restano definiti a meno delle sostituzioni (omologie) lineari (di modulo + 1 
e a coefficienti interi) di un certo gruppo G; perché appunto, quando C 
circola entro al fascio a partire da C, e ritornandovi, le retrosezioni iniziali 
subiscono una sostituzione lineare siffatta; ed eseguendo successivamente 
due circolazioni, si ottiene la sostituzione prodotto di quelle che cor- 
rispondono alle circolazioni stesse, prese singolarmente. 


Il gruppo G non é infine altro che il gruppo dell’ equazione dif- 
ferenziale E d’ordine 2p (di Fuchs-Picard) alla quale soddisfanno i periodi 
ciclici d’un integrale abeliano u, fissato razionalmente sulle C di 2; 
ed i cui coefficienti son funzioni razionali del parametro 4, col quale 
s'individua la posizione di C entro al fascio.*) Naturalmente queste 
funzioni razionali — e quindi l’equazione  — dipendono dalla scelta dello 
integrale w. Cid che rimane immutato, variando l’integrale, @ il gruppo 
G dell’ equazione stessa. 

Aggiungeremo che anche~i periodi @,,, @,---,@,.2, degl’ integrali 
u, (kh =1,2,---,p), fissati razionalmente su C, subiscono per le circolazioni 
di C, le sostituzioni lineari medesime del gruppo G. 


6. Liipotesi posta al principio del n. prec., che cioe il fascio Z abbia 
il grado > 0, porta come conseguenza che: 

1) Ogni ciclo lineare di F’ — o meglio della corrispondente rieman- 
niana a quattro dimensioni R — pud deformarsi con continuita sino a 
farlo stare sopra una generica C.**) 

L’ipotesi che le C di Z aventi genere <p, sieno dotate, fuori dei 
punti base, di soli punti doppi nodali, sicché il loro genere effettivo 
risulta p — 1, porta alla sua volta alla conseguenza che: 

2) Quando una C tende ad una particolare C,, con un nodo P, 
distinto dai punti base, due e due soli punti di diramazione della superficie 


*) Per le proprieta dell’equazione HL, veggasi il trattato di Picard et Simart, 
Théorie des fonctions algébriques de deux variables indépendantes [Paris, Gauthier- 
Villars (1897—1906), t. I, p. 98 e segg.; t. II, p. 387 e segg., p. 421—424]. 

**) Ved. Severi, Intorno al teorema d’ Abel sulle superficie algebriche ed alla 
riduzione a forma normale degl’ integrali di Picard [Rend. del Circ. Mat. di Palermo 
21 (1905), n. 2]. 
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di Riemann corrispondente a C, tendono a riunirsi in P, che diviene un 
punto di combaciamento di due fogli della riemanniana.*) 

Distendiano il parametro A, da cui dipende la posizione di C entro 2, 
sopra un piano complesso, e segnamo ivi il punto generico 4, corrispondente 
a C, e i punti A,, 4,,---, 4s, che corrispondono alle é curve C, di genere 
p—1. Allora in virta di risultati stabiliti da Picard per un fascio di 
sezioni piane d’una superficie regolare, risultati che valgono anche nel 
caso che stiamo esaminando, perché essi poggiano essenzialmente sopra i 
fatti 1) e 2), si pud affermare che: 

a) I punti critici dell’ equazione differenziale FE sono 4,, A,,---, 45 e 
ciascuno di essi corrisponde ad una radice doppia dell’ equazione deter- 
minante fondamentale.**) 

b) Detto 6, il ciclo lineare ben definito di C,, che circonda quei due 
punti di diramazione i quali tendono a coincidere col tender di 4 a 4,, 
lungo il cappio 4,4,, tra i cicli 6 ve ne sono precisamente 2p linearmente 
distinti, e con questi si pud formare un sistema di p retrosezioni***). 

Talché insomma pud sempre supporsi che le retrosezioni (6), che 
noi abbiamo inizialmente considerato, sieno state appunto costruite nel 
modo ora definito. 

Cid posto sieno ,, @,,---,@,, i periodi dell’ integrale abeliano u, 
cui riferiscesi l'equazione E, lungo i cicli 6,, 6,,---,6,,. Allora ogni 
periodo @,(4), pel modo con cui é@ definito, si presentera come olomorfo 
e corrispondente ad una radice doppia dell’ equazione determinante, nello 
intorno di uno o pid punti critici: sia u, — coincidente con uno dei 
punti 4,,4,,--+,4s — uno di questi. 

Ad @,(4) sara associato un altro periodo, e sia @,,(4) (l--m), non 
olomorfo nell’ intorno di w,, ma tale anzi che, percorrendo il cappio 4)u,, 
@,,(4) si mutera in @,(4) + @,,(2), 


mentre tutti gli altri periodi si riprodurranno immutati. Allora girando 
attorno a mw, si provochera fra i cicli o la sostituzione: 


o,, ~@, + Gm) 

"2 t 8, dilial 
6, ~ 6, (sm). 

Le sostituzione generatrici del gruppo G son tutte del tipo di § 


im* 


*) E appena necessario di avvertire che la riemanniana corrispondente a C 
completamente determinata, ingieme a’suoi punti di diramazione, quando sia fissata 
razionalmente una g} sulla C medesima (p. e. una serie di sezioni piane od iperpiane di C). 

**) Picard et Simart, 1. c. t. I, p. 97. 

*“*) Picard et Simart, 1. c. t. Il, p. 379 e p. 424. 

+) Il segno ~, che si legge <omologo a», @ qui usato nel senso stesso datogli 
da Poincaré ne’ suoi lavori sulla Analysis situs. Cfr. p.e. le mie Lezioni di geometria 
algebrica (Draghi (Padova, 1908), p. 275]. 
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7. Determinazione delle corrispondenze esistenti su C. 
Consideriamo adesso sulla generica C, di cui sopra, una corrispondenza 
algebrica 7' d’indici (@, B), la quale, quando C varia entro 2, sia suscet- 
tibile di variare con continuita. 

Fissata al solito, in modo generico, la curva C, di 2, diciamo a® 
gl’ interi caratteristici della 7’ — che si ha su C, — in relazione agl’ inte- 
- grali u,, fissati razionalmente sulla C di 2, ed ai cicli 6 or ora definiti. 
E, per quella particolar posizione di C, sieno z° i valori delle costanti z, 
che figurano nella rappresentazione (5) delle corrispondenza 7. 

Allorche C si muove con continuita entro 2, a partire da C,, i 
numeri interi a® — che dovrebbero variare con continuita — restano 
immutati, mentre i periodi @ variano nel modo gia indicato. E restan pure 
costanti gl’ indici («, 6) della 7. 

Le quantita x, tratte dalle (6), e corrispondenti alla 7’ variabile, risultano 
a priori funzioni delle @, le a restando costantemente uguali alle a®. Per 
indagare il modo di variare delle x, occorre vedere quale effetto producan 
sulle (6) le sostituzioni generatrici del gruppo G. 

Consideriamo ad esempio la sostituzione 


Ohm = Ort + Dims 
(8) , 
Op, = Drs (s+ m) 


corrispondente alla S,,,. Mediante essa la m-esima delle (6), che s’ottiene 
per r= m (ed a =a), diviene: 


(9) > i Or > hi Dim = Am Opt > Bm rs, 


s=1 


mentre le altre danno: 
p r 
(10) > mii Oir = Any Ont +>’ A ,@n, (r=1,2,---,-m—1,m+1,---,2p), 
i=1 s=1 


ove 2; @ il valore assunto da 2,; dopo la circolazione, che ha prodotto 
la sostituzione S,,, 


Sottraendo a — a membro dalla (9) es delle (10) che cor- 
risponde ad r =1, e trascrivendo le altre relazioni (10) si ha: 


(11) > xi = Vim. (r =1,2,--+,2p), 


s=1 
in cui si @ posto: 


dim = Om + ao as a, —_ a!,, he = Bn _ a’, (s+), 
a, =a}, +a, (rm), a,, = ae, (s+1, rm). 


(12) 
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Le relazioni (11) danno gl'interi caratteristici a’, rispetto ai periodi 
iniziali w, della corrispondenza 7” trasformata della 7, dopo la circolazione; 
mentre gl'interi caratteristici di 7’, rispetto ai periodi trasformati ', sono 
le medesime a°, che caratterizzavano 7’ rispetto agli a. 

Ripetendo yv volte di seguito la circolazione precedente, e chiamando 
x), a”) i nuovi valori delle z,a, e TJ la corrispondenza trasformata 
della 7, si avra intanto dalle (12): 


a =a? (s+l,r+m), a —a,—va’ (s+), 


U 
(») 0 0 
a =4,,+4,, (r +m). 


E cid prova che 


a}; = 0 (s+1), an, = 0 (r+ m), 


| a\” si otterrebbero, al crescere di v, quanti 


sm? “ir 
si vogliano gruppi distinti di valori, il che (n.4, Oss.) @ assurdo, dal 
momento che le corrispondenze 

T, ; wf 7's rey T,-++, 


cui quegli interi si riferiscono, hanno tutte gli stessi indici («, ). 
Ne segue che: 


perché altrimenti per le a 


a= 4, (+0,  ap—ay, (rm), 


ir 
e quindi: 


a” =a’ + v(a’ —a)). 


im mm Ty 
E da cid, per la stessa ragione ora addotta, deriva 
a}, = a’, my) a>, = a 
Si hanno pertanto in definitiva le relazioni: 
(13) ao, = 0 (s+), a, = 0 (r+ m), ay, = Gnm; 
nelle quali / pud assumere i valori 1, 2,---,2p, ma m @ determinato (in 
uno o pit modi) da l. 

Da queste relazioni e dalle analoghe provenienti dalle altre sostitu- 
zioni di G, si trarrebbe facilmente la conclusione che la corrispondenza 
T ® a valenza, qualora UVequazione differenziale E fosse irreducibile; ma 
poiché cid non consegue necessariamente dalla regolarita di F, cosi con- 
verra invece tener conto del fatto che le a” (vy=1,2,---) risultan ordi- 
natamente eguali alle a®, per modo insomma che gl’interi caratteristici 
della trasformata di 7’, dopo una qualsiasi circolazione di C, son le a’, 
tanto rispetto ai periodi trasformati, quanto rispetto agl’ iniziali. Ne 
deriva che, se 7 accompagna C in una variazione entro 2, le z,, tratte 
dalle (6) per a = a, risultan funzioni wniformi (e quindi razionali, perché 
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non hanno singolarita essenziali) del parametro 4, per modo che le 
relazioni 


P 
(14) u(y) + +--+ u,(y?) => %,,U,(%) +2, (h=1,2,---,p), 
i=1 

ove le x, son costanti generiche ad z, y’,---, y? punti variabili di C, in 
base al teorema d’ Abel, definiscon razionalmente sopra C, un sistema 
continuo di co” corrispondenze algebriche S(a’, p), alle quali competon 
gli stessi interi caratteristici della 7. Le S saranno dunque singolari, se 
lo @ 7. Dopo cid, mediante considerazioni geometriche che esporremo 
nei n’. 17, 18, 19, si prova assurda l’ipotesi che 7’ sia singolare, quando C 
possa variare in un sistema lineare almeno oo’, e si conclude pertanto che: 

Avendosi sopra una superficie regolare un sistema lineare irriducibile 
'C\, almeno co*, la curva generica di questo sistema non possiede che cor- 
rispondenze a valenza. 

Naturalmente curve speciali del sistema C  posson benissimo possedere 
corrispondenze algebriche singolari (prive di valenza). 

Poiché il piano @ una particolare superficie regolare, dal teorema 
dimostrato si trae il corollario: 

Sulla curva generica di un sistema lineare irriducibile, almeno oo*, di 
curve piane, tutte le corrispondenze algebriche sono a valenza. 


8. Le corrispondenze fra i punti di una curva a moduli 
generali. Come ho gia avvertito nella prefazione, il teorema del n. 7 
permette di rispondere, in modo esauriente, alla domanda se |’esistenza 
sopra una curva C di corrispondenze prive di valenza, porti una particolariz- 
zazione dei moduli della curva. 

A tale domanda si risponde subito, adducendo appunto l’esempio delle 
curve variabili entro sistemi lineari infiniti sopra una superficie regolare 
o in particolare sopra un piano. Di tali curve ne esistono per ogni valore 
del genere p. 

Sicché si pud a fortiori enunciare che: 

Sopra una curva a moduli generali, di genere qualunque p, non si 
trovan che corrispondenze a valenza. 

Abbiamo detto «a fortiori», perché effettivamente le curve variabili 
entro sistemi lineari su di una superficie regolare, non son sempre a 
moduli generali. Cosi non sono a moduli generali le curve piane di ordine 


3 pome es i ae SS 
me genere p>- m— 3,*) variabili in sistemi lineari infiniti, né sono a 
*) Giacch® sopra una curva a moduli generali di genere p, le g?, dipendon da 


3(m—2)—2p costanti. Cfr. Brill e Noether, Uber die algebraischen Functionen und 
thre Anwendung in der Geometrie [Math. Ann. 7 (1874), § 9]. 
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moduli generali le curve staccate sopra una superficie F, di ordine m > 4, 
priva di punti multipli nello S,, dalle superficie di un ordine / arbi- 
trario*); ecc. 

E facile provare che per una curva a moduli generali, le relazioni del 
tipo (7) riduconsi necessariamente ad identita. 

Suppongasi infatti che possa accadere il contrario; che cioé le (7), 
per a=a®, valgano per qualunque curva C di genere p, senza tuttavia 
che la soluzione a = a® sia identica. Le relazioni medesime sussisteranno 
in particolare quando C sia variabile in un sistema lineare almeno oo’, 
sopra una superficie regolare F. Sieno u,, Us,---,“, p integrali di 1* 
specie, fissati razionalmente su C, nel modo gia indicato (n. 5), e le @ 
sieno i periodi di questi integrali definiti al n. 5. Allora le relazioni: 


P 
u(y’) + u(y") +--+ u(y’) = > a}; u,(z) + 22 (h=1,2,---,p), 
i=1 


ove le 2°; sono i valori delle z,, tratti dalle (6) per a= a, le 2? son 
costanti generiche ed 2, y’, y’,---, y® punti variabili di C, in base al 
teorema d’Abel, definiscono sopra la C, un sistema continuo di co? 
corrispondenze algebriche 7, di indici (a’, p), le quali dunque sono su- 
scettibili di variare con continuité insieme a C. Ora cid, in forza del 
teorema stabilito al n. 7, non si concilia coll’ ipotesi che la soluzione 
a=a® delle (7), non sia identica. E quindi risulta assurda la sup- 
posizione fatta. 


§ 3. 
Le corrispondenze fra i punti di una curva C variabile in un 
sistema lineare sopra una superficie irregolare. 


9. Determinazione razionale di p integrali di 1* specie ap- 
partenenti a C e modo di variare dei loro periodi. Passiamo ora 
ad esaminare le corrispondenze fra i punti della curva generica C di un 
sistema lineare irriducibile C |, almeno oo’ e di grado > 0, tracciato sopra 
una superficie F, d’irregolarita g = p,—p, >. Il sistema |C’, aggiunto 
a |C , sega sulla generica C una serie canonica di deficienza q,**) e quindi, 


*) Infatti, detti n, p V’ordine e il genere di quelle curve risulta n= ml, 


p= >; ml(m+1—4)-+ 1, e si vede che, per m> 4, @ certo p>an—4 mentre, se 


si trattasse di curve a moduli generali, dovrebbe aversi 4(n—38)—3p>0. Brill e 
Noether, 1. c. 

**) Cfr. Severi, Sulla regolarita del sistema aggiunto ad un sistema lineare di 
curve appartenente ad wna superficie [Rend. della R. Acc. dei Lincei (5), t. 17 (1908)]. 
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mediante p— gq curve C’ indipendenti, si potranno staccare razionalmente 
su ogni C soltanto p—q integrali indipendenti di 1* specie w, , ,, U, 4.9,°"* Mp. 
Ad essi aggiungeremo gl’ integrali u,, u,,---, 4,, subordinati su ogni C 
dai q integrali semplici di 1* specie, appartenenti ad F. Questi ultimi 
integrali non posson essere tra loro dipendenti sulla generica C*), né 
dipendenti da w,,,,---, u,**). Cosicch®, complessivamente, si saran 
determinati, in modo razionale, sulla C generica, p integrali abeliani di 
1* specie u,, Ug, ---, Up, linearmente indipendenti. 
Si pud anzi scegliere su C un tal sistema di retrosezioni 
(6,, 6,41) alas (6,, 5.) (0, Op—o+1)s pe (Qp—9s @2(p-1) 

— definite, al variare di C, a meno delle sostituzioni lineari intere uni- 


modulari, di un certo gruppo G — che la tabella dei periodi (normali) 
degli u,, ai cicli 6, 9, risulti***): 


me ks. Ee. ee | 

Uy | My Dy ++. Oy.) 0 0 --+ O 

Uy | @yy yg *-* Weg, O 0 soa'G 

. ele. ° e . . . ° . . . . . . . . . 

U, |, Os @,.2, 0 0 0 

U4 | 0 --- 0 Ty Ti2 tas U1 .2(p—y) 
“, 7 O we Bs Tp—q-t Tp—g-2 © °° Tp—g-2(p-y" 


Il gruppo G opera identicamente — a meno di un’ omologia fra cicli, 
entro ogni C — sui cicli 6; cosicch® in sostanza esso riducesi ad un 
gruppo G di sostituzioni lineari, operanti soltanto sui cicli g. 

Suppongasi C variabile in un fascio generico 2 di |C|, e s’indichi 
con A il parametro che individua la posizione di C nel fascio. Il gruppo 
G’, riferito, anziché ai cicli g, ai periodi t di un integrale di 1* specie 
u fissato razionalmente sopra C, non é altro che il gruppo dell’ equazione 
differenziale EL’, d’ordine 2(p—q), a coefficienti funzioni razionali di 4, , 
cui soddisfanno i periodi rt, al variare di C in &. Gli altri periodi w di u, 
ai cicli 6, son funzioni razionali di 47). 

Facendo l’ipotesi che le C di  aventi il genere <p, abbiano ciascuna 
come nuova singolarita, rispetto alla generica (’, un punto doppio nodale — 


*) Ved. la mia Memoria citata, Intorno al teorema d’ Abel, ecc., n. 2. 

**) Cfr. Severi, Di alewni recenti risultati sulla teoria delle superficie algebriche 
€ sopra qualche problema ad essi collegato [Atti del IV Congresso internazionale dei 
Matematici, Roma (1909), p. 241]. 

***) Picard et Simart, 1. c. t. II, p. 433. 

+) Cfr. Picard et Simart, 1. c. t. Il, p. 389, nonché la mia comunicazione citata 
al Congresso internazionale di Roma. 
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fuori dei punti base — i punti critici di E’, nel piano complesso rap- 
presentativo dei valori di 4, saranno i valori 4,, 4, ---, 4; corrispondenti 
alle suddette C, di genere p — 1. 

E le sostituzioni elementari, generatrici del gruppo G’ avranno la 
stessa forma della sostituzione S,,,, considerata nel n. 6. 

Insomma tutto quanto dicemmo in quel n. 6 della equazione EF, del 
suo gruppo G e delle relative sostituzioni, si pud attualmente riferire 
all’ equazione E’ ed al suo gruppo G’. I cicli 6,, 6,,---, 6,, che la 
consideravamo, vengono adesso sostituiti dai cicli 9,, Q3,---, @sp—,)) & | 
periodi @ dai periodi t. 


10. Forma canonica delle relazioni che rappresentano una 
corrispondenza variabile insieme a C. Procedendo parallelamente 
alla trattazione svolta nel caso di una superficie regolare, consideriamo 
sulla C, variabile in 2, una corrispondenza 7, d’ indici (a, 8), che accompa- 
gni C nella sua variazione continua. E sieno ancora le (5) le formole che 
rappresentano la 7. A causa della particolare forma dei periodi normali 
degli attuali integrali u,, le (6) si ridurranno soltanto alle 2q* + 2(p—q)* 
relazioni: 


$ 34 r=1 2 eee 2q 
15 >’ o.= > —. ) 
(15) ra %,; O;, — a,, @,, i. ’ 


p—9 2(p—9) 
+ r=1,2,---,2(p—q) 
(16) = ®45 Tir -»> b,Trs a: are ), 
i=1 s=1 tied 
in cui 
b 


€n6 = Mang tar er W945, 294r° 


In verita a priori dalle (6) deriverebbero pure le 4q(p—q) relazioni: 


P—9 29 h = ].... q 
, . , 
. (15’) D> Faster >, Steer en a 


i=1 s=1 
g 2(p—9) 
; 7 h=1,--.p—q 
(16) _ H+ ni Pir = > Osy ger Tas ( “ 9 )s 
oe rm r=1,---,2¢ 
ma non @ difficile vedere che in queste le 7 — e per conseguenza le a 
(n° 3) — son tutte nulle. E infatti la conclusione stabilita al n° 7, che 


cioe gl’ interi caratteristici della corrispondenza trasformata di 7’, dopo 
una circolazione di 4, son gli stessi tanto rispetto ai periodi iniziali, che 
rispetto ai trasformati, e quindi che tutte le x son funzioni razionali di 4, 
vale immutata nel caso attuale. Cid premesso si ricordi che le @, per 
essere i periodi degl’ integrali semplici di 1* specie di F, non dipendon da 2. 











Corrispondenze sopra curve di una superficie algebrica. 531 
P-9 

Ne segue, in virti delle (15’), che lintegrale abeliano S 2, .,,,u,,, 
t=1 


ha i periodi indipendenti da 4, e quindi ch’esso @ una costante, perche 
altrimenti*) dovrebbe essere linearmente dipendente da ,,---,u,; il che 
non puo darsi (n°. 9). Si conclude pertanto che 


Th.oti™ 0 (h=1,---,q; i=1,2,-- *»P—Q)- 


Quando alle relazioni (16’), si osservera che il 1° membro di ciascuna 
di esse risulta funzione razionale di A, sicché si avra: 


—* 2(p—9) 
7 j Ago4e.r Ths = > , Ag 045-r Ther 
s=1 s=1 


ove le tr son le trasformate delle + dopo una circolazione di 4. Mediante 
una sostituzione generatrice di G’, r,,;, per es., si mutera in t,1 + tag, le 
altre r restando invariate; cosicché risultera a,,,,., = 0, non potendo tutte 
le t,, esser nulle, giacché altrimenti gl’ integrali u,,,,---,u, avrebbero 
meno di 2(p—q) periodi ridotti, il che non pud avvenire**). Similmente 
si prova che son nulle le altre a,,,,.,. Poiché gl’ integrali u,, ---,u, sono 
indipendenti, ne segue z,,,,—0 (h=1,---,p—q; i=1,--+,q). Dobbiamo 
dunque in definitiva tener conto soltanto delle (15), (16). 

D’altronde il lemma del n..2 e la conseguenza trattane al n. 3, cioe 
il fatto che, una volta fissate le @, i valori delle z,,;, individuano i valori 
degl’ interi a, valgono anche nel caso attuale, non solo in quanto si 
riferiscano globalmente a tutte le relazioni (6), ma anche qualora si 
riferiscano singolarmente alle (15) o alle (16). 

E cid perché le argomentazioni addotte nella dimostrazione del lemma, 
continuano a reggere, a causa delle proprieta di cui godono i periodi 
degl’ integrali normali di 1* specie, appartenenti ad F, ed i 2(p—q) periodi 
dei p—q integrali riducibili w,, ,,-- -, u,.***) 

Ne deriva che le (15) danno per le z,, valori costanti. Poiché inoltre 
le ¢,, son funzioni razionali di 2, ragionando come al n. 7, si conclude 
che su C si pud staccar razionalmente un sistema continuo di oo? cor- 
rispondenze S(«’,p), aventi, rispetto alle w, t e a tutti i sistemi di periodi 
trasformati, gli stessi interi caratteristici a, b, che competono a 7. Nel 
n. 20 dedurremo da cid che, se C @ variabile in un sistema lineare almeno 
co*, le S e quindi 7, hanno necessariamente una valenza y, rispetto agli 
integrali riducibili u,,,,---,u,, 0, in altri termini, che: 


*) Picard et Simart, 1. c., t. I, p. 102 e segg. 
**) Ved. ad es. le mie Lezioni di geometria algebrica (Padova, Draghi 1908) p. 338. 
**) Ved. il n. 4 della mia Memoria, Intorno al teorema d’ Abel, ecc. 
35* 
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Per ogni corrispondenza T(«, 8) che accompagni C nella sua variazione 
continua entro un sistema lineare almeno 00%, le relazioni (5) riduconsi alla 
forma: 


g 
u,(y’) ate u,(y") =>" x; u(x) + %, (h = 1,2,--;, q); 
i=1 
Mel) Foe + (YW) + 7,4 2(%) = 2,44 (k= 1,2,--p—9), 
ove le x,, e y restan costanti durante la variazione di C. 
Sicch® la determinazione delle corrispondenze variabili insieme a C, 
riducesi allo studio delle (15), in cui, si ricordi, le m non sono altro che 
i periodi degl’ integrali semplici di 1* specie appartenenti ad F. 


11. Determinazione razionale, su C, di una corrispondenza 
coordinata ad una soluzione z,; = 2®,, a,, = a®, delle (15). Com’ é@ 
noto*), le equazioni 


u,(y’) + u(y”) + --- + u(y?) = cost. (modd. periodi @) (h=1,2,--:,q), 


” 


ove y', y',---,¥’ son q punti di C, al variare delle costanti dei secondi 
membri, definiscon sulla varieta dei gruppi di q punti di C, un’ involuzione 
abeliana J,, di un certo ordine m (cio® un’ involuzione i cui gruppi posson 
rappresentarsi coi punti di una varieta abeliana o di Picard). Data per- 
tanto una soluzione — eventualmente anche identica — 2,,— 2°, a,,=<a°,, 
delle (15), le relazioni: 


g 


w(¥)+---+4(y) = aif u,(x) + af (h=1,2,---,q), 


i=1 
dove x @ un altro punto variabile su C e le 2? son costanti generiche, 
coordinano ad ogni posizione di x, nq punti: 
Mi, "i, a Yi; M2; y2, at y3; li Yur Yury ah Yo 
formanti un gruppo dell’ involuzione J, e tali quindi che: 
tay) +--+ + Ua yt) = ua(ys) +--+ > + ten (yh) =--- Sea (Yn) +- +> + Ua(Yn). 
Avremo cosi una corrispondenza algebrica 7, d'indici (a, q), tra i punti 


z, y, e varranno le relazioni: 


tn(ys) +++ + u(y) + ma(ys) + +--+ un(yd) +--+ u(y) +--+ un(yf) 


a 
= Po x? u(x) + nx? (h =1,2,--+q). 


i=1 


*) Cfr. Picard, Sur la réduction du nombre des périodes des intégrales abéliennes, etc. 
[Bull. de la Société Math. de France 11 (1883)]. 
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Poiche questa corrispondenza resta staccata razionalmente sopra ogni C e 
quindi accompagna C nella sua variazione continua, cosi ne deriva (n°. prec.) 
che fra i rimanenti integrali « dovran sussistere le relazioni: 


U, 4(Y3) lates U, 2(¥3) + yu, .,(2) = Mik 
Si conclude pertanto che: 

Data una soluzione 2,,=— 2),, a,,= a, delle (15), si pud staccar 
razionalmente sulla yenerica C di un sistema lineare almeno co*, una cor- 
rispondenza i cui interi caratteristici valgano: 

G,,= @, (r,8=1,2,---,2q), 
im =O (lem; lpm=1,2,---,2(p—q)). 

Osservazione 1*. Si notera che la 7 cosi costruita appartiene ad 
un sistema continuo oo’, le cui corrispondenze provengono dalla variazione 
delle costanti 2?. 

Osservazione 2*. In base al teorema d’Abel, sulla generica C si 
pud anche definire, non una sola corrispondenza, ma un sistema continuo 
di co? corrispondenze T(«’,p), variabile insieme a C e coordinato ad una 


soluzione 2, = };, @;,= a2, delle (15) e ad un valore intero arbitrario 
per y. E cid mediante le relazioni: 


b,=—*7, b 


q 
u(y’) +--+ + u(y’) = >) xu(a) +a (h=1,2,--9), 

i=l 
Uy ey’) Port} U,42(¥”) + YU, 4 4() = Me +k (k=1,2,---,p—q). 
Si osservera che, se pure la soluzione considerata dalle (15) @ identica, 
cioe se 2°, = — y’ (h=1,2,---,¢), 29, = 0 (h, i=1,2,---,q; hi), tuttavia 
le T cosi costruite risultano singolari non appena sia y' + y. Corrispondenze 
siffatte sulla generica C, le diremo corrispondenze a doppia valenza (y, y’). 
Nelle parte restante di questo § per brevita riserberemo il nome di singolari 


soltanto a quelle corrispondenze che provengon da soluzioni non identiche 
delle (15). 


12. Coordinazione delle corrispondenze singolari esistenti 
sulla curva C, alle corrispondenze singolari fra i punti della 
varieta picardiana relativa alla superficie F. Sia V’ la varieta di 
Picard, a q dimensioni, i cui integrali semplici di 1* specie hanno gli 
stessi periodi w degl’ integrali u,, w,,---, 4, (cioe infine degl’ integrali 
semplici di 1* specie di F’). Ho gia osservato altrove*) come V’ non 


*) Un teorema dinversione per gl’integrali semplici di 1* specie appartenenti ad 
una superficie algebrica [Atti del R. Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti 
72 (1918)]. . 
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coincida di necessita con quella che pit precisamente si chiama la «varieta 
di Picard relativa alle superficie F’», cio® colla varieta V, i cui punti rap- 
presentano gli co? sistemi lineari contenuti in un sistema continuo completo 
di curve tracciate su F. Ma, cid nonostante, pel momento fisseremo I’at- 
tenzione sulla V’. 

Se indichiamo con U,, U,,---, U, i q integrali semplici di 1* specie 
di V’, che hanno rispettivamente gli stessi periodi degli u,,u,, --, u,, ogni 
soluzione z,, = x°,, a,, = a®, delle (15), dara luogo ad un sistema continuo 
di oo’ corrispondenze algebriche 


q 

(17) U,(n) =>} 28, 08) + (h—=1,2,---,4), 
i=1 

fra i punti £, 7 di V’; ciascuna di queste corrispondenze essendo individuata 

dai valori delle z,. Ma una tale corrispondenza potra esser su V’ non 

singolare, in quanto la soluzione considerata delle (15) dia luogo su C, 

secondo |’Oss. 2* del n°. prec., ad una corrispondenza a doppia valenza. 

Ad ogni punto &, pel teorema d'inversione sulla V’, rispondera un 
sol punto » e ad ogni punto y rispondera un numero finito @ di punti &. 

Viceversa, ogni sistema continuo di oo? corrispondenze singolari fra i 
punti di V’, dara luogo ad una soluzione non identica x,; = 2?,, a,, = a°, 
delle (15) [talché al dato sistema si potra, mediante le (17), sostituire — 
se si vuole — un sistema di oo? corrispondenze singolari («, 1)] e quindi 
(n°. prec.) ad esso restera coordinato un sistema di oo’ corrispondenze 
singolari fra i punti di C. 

Concludendo: 

I sistemi continui di corrispondenze singolari esistenti sulla curva 
generica C d'un sistema lineare almeno oo*, tracciato sopra una superficie 
dirregolarita q > 0, sono biunivocamente determinati dai sistemi continui 
di corrispondenze singolari esistenti sulla varieta abeliana V’, i cui integrali 
semplici di 1* specie hanno gli stessi periodi degl’ integrali semplici di 1* 
specie appartenenti ad F. 


13. Profittando della circostanza che la varieta di Picard V, annessa 
ad F, qualora non coincida con V’, & birazionalmente identica ad una 
involuzione, J;, generata su V’ da un gruppo finito H, di trasformazioni 
di 2* specie (trasformazioni del gruppo continuo abeliano co’, che muta V’ 
in sé),*) si prova che ad ogni sistema continuo di corrispondenze singolari, 
appartenenti a V’, resta coordinato un sistema continuo di corrispondenze 
analoghe, fra i punti di V; e viceversa. Converra far per gradi il passag- 
gio da V’ a V nel modo che brevemente indichiamo. 


*) Ved. la mia Nota ultimamente citata. 
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Si consideri anzitutto una trasformazione S,, ciclica d’ordine 6, > 1 
(0, divisore di 6) contenuta in H,, e l’involuzione abeliana, J; , generata 
da S,. Allora la J; risulteri composta colla Z,, per modo che, indicando 
con W, la varieta abeliana i cui punti rappresentano i gruppi di J,, 
la V risultera birazionalmente identica ad un’ involuzione Jy, generata 
0; 
gu W, da un gruppo di x trasformazioni di 2* specie. 


La tabella dei periodi normali (primitivi) di un sistema d’integrali 
normali di W, si desume dalla tabella analoga relativa agl’ integrali di V*), 
e si ha modo allora di associare ad ogni corrispondenza singolare di V’ 
una corrispondenza singolare di W, e viceversa. Si consideri poi una 
trasformazione S,, ciclica di ordine 6, > 1 (6, divisore di i). che ap- 

1 
partenga al gruppo generatore dell’ involuzione J; . Si costruisca la varieta 


d, 
abeliana W,, che rappresenta l’involuzione generata su W, da S,; e cosi 
si prosegua fino ad arrivare a V. 

La conclusione sara che i sistemi continui di corrispondenze singolari 
esistenti sulla generica C — di cui nell’ enunciato precedente — restano anche 
coordinati ai sistemi continui di corrispondenze singolari esistenti sulla varieta 
di Picard V, annessa ad F. 

Osservazione. Poiché quando la varieta V (o la V’) @ a moduli 
generali, cioe quando i periodi de’ suoi integrali semplici sono affatto 
arbitrari (compatibilmente colla nota condizione che sia definita positiva 
una certa forma quadratica) le relazioni fra le m che si deducon dalle 
(15) eliminando le z,,; — relazioni analoghe alle (7) — devono ridursi 
ad identita (cfr. col n. 8), pud anche dirsi clte: 

Quando la varieta di Picard V annessa ad F ¢ a moduli generali, 
sulla generica C, di cui sopra, non esistono che corrispondenze a valenza 
(semplice 0 doppia). Effettivamente sopra la generica C esistono corrispondenze 
a doppia valenza (y,y'), con y,y’ interi arbitrari (n. 11, Oss. 2"). Fa ec- 
cezione soltanto il caso in cui p =4q, che si verifica ad. es. quando | C}| 
é un sistema lineare di unisecanti delle generatrici di una rigata di genere q. 


14. Limite superiore pel numero delle corrispondenze indi- 
pendenti fra i punti della generica C. Consideriamo ora q integrali 
normali di 1* specie della superficie F’**); e, per non moltiplicar le 
notazioni, indichiamoli con w,, U,,---, &,. Sia: 


*) Ved. il Mémoire sur les surfaces hyperelliptiques di Enriques-Severi { Acta Mathe- 
matica 32, 33 (1909)], ove al n. 11 (p. 295) la cosa @ sviluppata diffusamente per 
q=2. Il ragionamento si estende subito, qualunque sia q. 

**) Ved. il n. 5 della mia Memoria citata, Intorno al teorema d’ Abel, ecc. 
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Uy a 0 - 0 On O14 
1 
u, O . - 0 Or, 0s, 
0,,= 0,, 
1 
a|/0 0---- @,---@, 


& 

la tabella dei periodi normali di questi integrali, ove ¢,, ¢,---,¢, som 
numeri interi positivi. Le relazioni (15), mediante cui si determinan le 
corrispondenze singolari sulla C (o sulla V’), tenuto conto degli speciali 
valori dei periodi normali, assumono adesso la forma: 


q 

Thr a, 

e, — e, + 45-7 Ons 
s=1 


q 9 

h-qtr 
> XQ, = e, + > Qoss-g+r Ons 
i=1 


s=1 


(h, ince 1,2,--+,q). 


Da cid si desume molto facilmente un limite superiore pel numero delle 
corrispondenze indipendenti che esistono su C*). 

Ricordiamo anzitutto che pid corrispondenze 7,, T,,---, 7,, sopra una 
curva C, diconsi indipendenti, quando una loro combinazione lineare 
qualunque 4,7, +---+ 4,7, a coefficienti interi 2, non tutti nulli (ma 
anche, eventualmente, in parte negativi, sicché la corrispondenza 4, 7’, +-- 
--+4,T, pud risultar virtuale), non @ mai a valenza zero**). Se le 
T,, T,,---, T, corrispondono ai valori z;, x; ,---, a delle x,, ed ai valori 
rispettivi — y’, — y”,---, —y™ per le b., esse son dipendenti o indipendenti, 
secondo che @ non @ possibile soddisfare alle equazioni 


k a 
(18) D1=-0, S47-0  (yr=1,2,--,4), 
t=1 t=1 
per valori interi non tutti nulli delle 4. In forza del lemma del n. 2, che, 
come abbiamo gia osservato, vale anche per gl’integrali semplici di 1* 
specie d’una superficie, le prime q’ delle (18) equivalgono alle 24? equazioni 


k 7 
> 40-0, >'4,0%,,=0 (r=1,2,--44), 
t=1 t=1 


e da cid segue senz’ altro che: 


*) Qui si applica il procedimento stesso indicato da Hurwitz, in un caso analogo, 
a p. 582 delle Memoria a). 
**) Ved. la mia Memoria, Corrispondenze, § 3. 
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Il numero delle corrispondenze indipendenti che esistono sulla curva 
generica C dun sistema lineare infinito di grado > 0, tracciato sopra una 
superficie Virregolarita q>0, non pud superare 2q* + 1*). 


§ 4. 
Trattazione geometrica della questione. 


15. Determinazione razionale, sulla generica C, di un sistema 
continuo di corrispondenze, a partire da una particolare cor- 
rispondenza che accompagni (' nella sua variazione continua. 
Senza distinguere pel momento le superficie regolari dalle irregolari, con- 
sideriamo al solito sulla F’ un fascio 2, tolto genericamente da un sistema 
lineare irriducibile |C| 00’, privo di co”-! curve spezzate, traccifto sulla 
superficie medesima; e supponiamo, come al n. 7, che sulla ( generica 
di 2, esista una corrispondenza irriducibile T(«, B), suscettibile di variare 
con continuitaé insieme alla C. 

Fisseremo lattenzione non sulla sola 7, ma su tutto il sistema 
continuo completo {7'} di corrispondenze (a, 8) definito su C dalla 7**). 

Allorché C circola entro 2, a partire da una posizione iniziale e 
riternandovi, la 7 conserva gli stessi indici, e quindi il sistema continuo 
{7'} si muta in un sistema continuo, eventualmente coincidente con {7}, 
di corrispondenze («, 8). Ricordando il lemma geometrico del n. 4, si vede 
dunque che, quando C circola entro 2, {7'} si pud al pid scambiare con 
un numero finito sistemi continui analoghi. Sieno 


{7}, (Tz},-++ (T,}; 
isistemi continui distinti che posson venire a coincidere con uno, { 7',} ={ 7'}, 


di essi, mediante le circolazioni di (’; e indichiamo cogli stessi simboli 7, 


usati per le corrispondenze, le curve imagini di queste, sulla superficie ® 
delle coppie ordinate x,y dei punti di C***), Il grado virtuale della 


*) La questione di ricercare se questo limite superiore possa esser raggiunto, 
resta insoluta. Quando pubblicai la Nota riassuntiva dei C. R., credevo invece di 
poter rispondere affermativamente. 

**) Considerando la superficie ® definita al n.1, il sistema continuo { 7'}, ha 
per imagine un sistema continuo completo di curve tracciate su ®. E Vinfinita dei 
sistemi lineari distinti contenuti in questo sistema, @ generalmente 2p, perché tale 
é Virregolarita di ®. 

***) 4 qualche lettore potra riuscir pit chiaro il ragionamento seguente, qualora 
venga prima fissato razionalmente, a partire da C, il modello projettivo della super- 
ficie ®. Se la F s’imagina in un iperspazio S, (r> 3), per costruire un siffatto 
modello, si trasformera F’, mediante un’ omografia di S,, nella superficie F’. Detta 
C’ la curva omologa di C, si potrd prendere come superficie ® la sezione, con un 
dato iperpiano, della varieta delle «* rette appoggiate a C, C’. 
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eurva 7, (i=1,2,---,k) — che coincide col numero delle coppie z, y 
comuni a due corrispondenze 7’, dello stesso sistema continuo, quando 7, 
non sia una curva isolata — si mantiene immutato durante le circolazioni 
di C, cosicché sara 
v =([7,7,) =[7,7,] =--- =[7,7,]-*) 

Vogliamo ora provare di pit che anche i numeri delle coppie comuni a 
due corrispondenze 7';,,7, di differenti sistemi, sono uguali tra loro ed a 1; 
ossia che 

v =([7,7,) (i, l= 1,2,---,k). 
Consideriamo infatti lente algebrico oo'f che ha per elementi i sistemi 
continui derivanti da {7,},---,{7,}, quando C deserive 2. L’ente [ @ 
irriducifile, perche due qualunque de’ suoi elementi, pel modo stesso con 
cui son definiti, si possono scambiare fra loro con una conveniente 
circolazione di C; e inoltre il gruppo dei k elementi dif che appartengono 
ad una C di 2, al variare di ( nel fascio, descrive entro [ un’ involuzione 
di grado k, razionale, cio® una serie lineare g,'. Ne deriva che due 
qualunque sistemi {7} posson portarsi a coincidere sopra qualche curva 
(irriducibile) del fascio**) e quindi che due curve 7’, di due diversi sistemi, 
s'incontrano in un numero di punti uguale al loro grado virtuale. Da cid 
segue inoltre che, se k>1, @ necessariamente v>(, perch? se fosse v = 0, 
tutte le corrispondenze irriducibili T non potrebbero che appartenere ad 
un unico fascio. Son pertanto soddisfatte le condizioni aritmetiche 

[7;7;) = (7,7,) = [1,7] > 0 (4, 1=1,2,---,k), 

e quindi***) due equimultipli convenienti 47,, 247, delle curve T7,, 7, 
appartengono ad un medesimo sistema continuo. A priori l’intero positivo 
4 dipende degl’ indici i, 1; ma considerando il minimo comune multiplo u 
di tutti i possibili 4 relativi alle coppie 7, 7,, si avra, a fortiori o a 
egual ragione: 

aT, — wf, (i, = 1,2,---,k), 
ove uw ® un intero positivo indipendente dagl’ indici i, l. 


*) Ved. per le notazioni e per le proprieta di cui avremo da far uso, la mia 
Memoria, Sulla totalita delle curve algebriche tracciate sopra una superficie algebrica 
[Math. Ann. 62 (1906), p. 194]. 

**) Sopra un ente algebrico irriducibile (curva) [, due punti di un medesimo 
gruppo di g} posson sempre portarsi a coincidere. Dall’ ipotesi opposta segue infatti 
che la g} @ composta con un’ involuzione y}, i cui gruppi son formati da quei punti, 
coniugati in g} , che posson venire a coincidere tra loro. E poiché due gruppi di 7}, facenti 
parte d'un medesimo gruppo di g}, per la loro stessa definizione, non posson mai 
coincidere, cosi, sulla curva imagine della y}, si avrebbe una serie lineare g',, priva 
di elementi multipli. A 

***) Ved. la mia Memoria citata, Sulla totalita delle curve, ecc., § 2. 
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E le stesse relazioni varranno anche se in uw s’intende incluso un 
fattore intero di grandezza aroitraria. 

Ma per dedurre da cid che le curve u7,, u7;, ---, wT, appartengono 
ad uno sfesso sistema continuo, occorre provare che il sistema continuo 
{wT}, p. e., & perfettamente individuato. A tale scopo si osservi che, 
detto x il genere virtuale di 7,, e v,, x, il grado ed il genere virtuali 
di u7,, si ha: 


v,—%, +1= (“F*)»—u@—1). 


Essendo v>O, al crescere di uw, l’espressione del 2° membro, e 
quindi v, —2z, +1, si posson rendere tanto grandi quanto si vuole; e 
quindi per u sufficientemente alto, si pud supporre positiva la «dimensione 
virtuale» della curva wZ7,. Cid basta per affermare che il sistema con- 
tinuo {u 7} @ individuato*) e quindi che: 


ul, wl, —---= pT, 


Si conclude che la corrispondenza uw 7’, multipla**) secondo wu della 7 
inizialmente considerata, quando C circola entro Z, si muta in una cor- 
rispondenza dello stesso sistema continuo, cioé che: 

Se sulla curva C variabile in un sistema lineare infinito, tracciato 
sopra una superficie algebrica F’, esiste una corrispondenza T, variabile con 
continuita insieme a C, un multiplo conveniente wT di quella corrispondenza, 
definisce un sistema continuo completo {uT} di corrispondenze, razionalmente 
determinato sopra ogni C. 

Si avvertira che se 7 @ singolare, lo @ pure uw 7***) ed ogni altra 
corrispondenza dello stesso sistema continuo}) e quindi che: 

Quando sulla generica C, di cui sopra, esiste qualche corrispondenza 
singolare, si pud definir razionalmente sopra ogni C, un sistema continuo 
completo di corrispondenze singolari. 

Nel seguito, per non moltiplicar le notazioni, chiameremo ancora 
{7} — anziche {u7} — il sistema continuo di corrispondenze singolari, 
razionalmente determinato su C, a partire da una data corrispondenza 
singolare, che accompagna C nella sua variazione continua. 


*) Severi, Osservazioni varie di geometria sopra una superficie algebrica e sopra 

una varieta [Atti del R. Istituto veneto di Scienze, Lettere ed Arti 65 (1906), n. 7}. 

**) Pel concetto di «multiplo» di una data corrispondenza, ved. la mia Memoria, 
Corrispondenze, n. 2. 

***) Cfr. la mia Nota Supra aleune proprieta aritmetiche delle corrispondenze fra 
i punti di una curva algebrica [Atti della R. Acc. delle Scienze di Torino 48 
(1913)], n. 3. 

+) Ibidem, pn. 5. 
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16. Poich® la corrispondenza 7(«, 6), appartenente al sistema con- 
tinuo { 7} razionalmente staccato su C’, @ singolare — e quindi in particolare 
non @ a valenza zero — al sistema {7'} resta associato un sistema con- 
tinuo {8} di corrispondenze, non degeneri, aventi uno degl’ indici uguali a p. 

Scelta infatti su C una generica serie lineare g, +» non speciale, e 
indicato con Y il gruppo dei # punti y che corrispondono ad z in una 
data 7, basta associare ad x il gruppo (non speciale) Z di p punti, residuo 
di Y rispetto alla 9.03 si ha cosi fra le posizioni di x e i punti del 
gruppo variabile Z, una corrispondenza S, d’indici (a’, p), che diremo 
brevemente la corrispondenza complementare di T, giacché la somma S + T 
@ a valenza zero. 

Il sistema continuo {S} rimane in tal modo razionalmente definito a 
partire da {7}. Sulla superficie ®, l’imagine di {S} @ il sistema costituito 
dalle curve residue delle 7’ rispetto al sistema continuo, ben determinato, 
delle curve Z a valenza zero, che segano rispettivamente in 6 + p ed in 
« + «’ punti le curve K,, K, dei due fasci unisecantisi, appartenenti a ®. 

Se 7’ @ singolare, S lo @ pure, perché se S avesse la valenza y, T 
dovrebbe avere la valenza — ». 

Si conclude pertanto che: 

Se sulla generica C, di genere p, variabile nel modo suddetto su F’, esiste 
qualche corrispondenza singolare, sopra ogni C puo definirsi razionalmente 
un sistema continuo completo di corrispondenze singolari, di indici (a’, p). 


17. Condizioni affinché sulla generica C si possa staccar 
razionalmente una corrispondenza singolare. Abbiano gia osservato 
(n. 15) che una corrispondenza S fra i punti di C, appartiene ad un sistema 
continuo completo, il quale contiene generalmente co*? sistemi lineari 
distinti di corrispondenze. 

Su ® il sistema continuo {S} @ il luogo dei sistemi lineari 


(19) S+ K:—K?}+K,—K?}, 


ove K?, K? son due gruppi genericamente fissati di p curve dei fasci 
{K.}, | K,} e Ki, Kj due gruppi variabili di p curve dei fasci stessi. 
Com’ @ noto*), il sistema lineare (19) esiste sempre che la «dimensione 
virtuale» della curva S sia non negativa 

Quando perd la corrispondenza S abbia, come nel n°. prec., gl’ indici 
(a’, p), e faccia corrispondere al generico x un gruppo non speciale di p 
punti, cio® quando la curva S seghi K, in gruppi non speciali di p punti, 
@ ben chiaro che non potra mai esistere il sistema (19), perche una sua 





*) Severi, Sulle curve algebriche virtuali appartenenti ad wna superficie algebrica 
[Rendiconti del R. Istituto Lombardo (2) 38 (1905)]. 
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curva S, dovrebbe segare sopra ogni K, un gruppo (non speciale) coinci- 
dente con quello ivi staccato da una curva S, del sistema lineare |S + K,—K7). 
Sarebbe quindi S, = S,, cioe K,= K?, il che, essendo K? generico, e 
percid non speciale, non puo avvenire se K, non coincide con K?. 

Una generica curva del sistema continuo {S}, di cui si parla al 
n. 16, determina un sistema lineare completo |S|, 90°, perché ogni curva 
di-|S| deve segare un gruppo determinato di punti sopra ciascuna K,. 
A causa delle osservazioni precedenti si pud pertanto affermare che il 
sistema continuo {S} @ oo”. Cid che del resto @ ben d’accordo col fatto 
che gli co” sistemi 7'|, le cui curve segano gruppi equivalenti di 6 punti 
sulle K,, e che si ottengono tutti da uno di essi mediante le oo? operazioni 
+ K;— K}, danno come residuo, rispetto al sistema {L}, definito al 
n. 16, una medesima curva S. 

In verita potrebbe dubitarsi che la dimensione di {S} si riducesse 
ulteriormente, se non esistesse sempre il sistema |S + K,—K}|. Ma un 
tal dubbio si rimuove osservando che, pel modo con cui le S furon 
costruite, ve n’@ sempre qualeuna che passa per un gruppo di p punti 
generici scelti sopra una K, assegnata, giacché cid equivale ad affermare 
che c’@ sempre qualche corrispondenza S in cui ad un punto fissato « 
di C, corrisponde un dato gruppo generico Z di p punti. 

Quest’ osservazione sarebhe sufficiente per le deduzioni successive; 
ma non @ inopportuno di precisar la cosa ulteriormente, provando che 
per p punti generici di una K, passa una sola curva S 0, in altri termini, 
che dato su C un punto x, ed un gruppo Z, di p punti generici, vi @ 
una sola corrispundenza del sistema continuo {S}, che faccia corrispondere 
ad 2 i punti y del gruppo Z,. Questo fatto si stabilisce facilmente per 
via trascendente. Invero nelle equazioni (5) di una corrispondenza S(6—p), 
le z,, si conservano inalterate quando S varia in {8}, giacche non mutan 
gl’ interi a, i quali‘ determinano univocamente le z,;. Due S diverse dif- 
feriscon pertanto pei valori delle costanti z,, indipendenti dalla posizione 
di x su C, e quindi esse fanno corrispondere ad ogni x due gruppi distinti 
di p punti. Si conclude che: 

Da ogni sistema continuo completo di corrispondenze singolari («a’, p), 
razionalmente determinato sopra ciascuna CO, si pud sempre staccare una 
corrispondenza, appena sulla C sieno razionalmente dati un punto ad un 
gruppo non speciale di p punti. 

18. Determinazione razionale di una corrispondenze singo- 
lare sulla curva generica C di un fascio. Proviamo ora che: 

Se sulla generica C del fascio X, tracciato sulla superficie F, esiste 
qualche corrispondenza singolare, si pud sempre fissar razionalmente sulla 
stessa C una ben determinata corrispondenza singolare. 
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Si consideri infatti una curva D di F, la quale sia generica rispetto 
al fascio 2, nel senso che il gruppo dei punti (C, D) non contenga nes- 
suno dei punti di WeierstraB relativi alla generica C (punti p-pli della serie 
canonica). Costruito razionalmente su C un sistema continuo {S} di 
corrispondenze singolari di indici («’, p) (n. 16), e indicati con 2,, 2,,---, 2, 
i ¢ punti del gruppo (C, D), assegnando come punti y omologhi del punto 
x; (i=1,2,---,¢) i p punti (coincidenti) del gruppo non speciale pz,, si 
stacchera da {S} una determinata corrispondenza S, (n°. prec.). Sicché la 
corrispondenza d’indici (ta’, tp): 

T=S8,+ 8, + ‘+8, 
restera razionalmente determinata sopra ogni C. Proviamo ch’essa é 
singolare. Osserviamo a tal uopo, anzitutto, che, detto w il numero dei 
punti uniti delle corrispondenze S e 2y il loro grado virtuale (neces- 
sariamente pari) il numero wu’ dei punti uniti di 7’ il grado 2uy’ della 
corrispondenza medesima risultano espressi da 
u=tu, 2u'=2fu; 
perché sulla superficie ®, 7’ ha gli stessi caratteri d’una curva ¢S. Se 
quindi la corrispondenza 7 fosse a valenza, verrebbe*): 
(u’ — ta’ — tp)* = 4p(t?a'p—t*y), 

donde segue: 

(u—«’—p)* = 4p(a'p—n), 
la quale prova**) che ogni corrispondenza S sarebbe essa pure a valenza, 
contrariamente al supposto. 

Ne deriva che 7’ @ singolare, ed il teorema enunciato risulta percid 
stabilito. 

Osservazione. Abbiamo detto nel n. 17 che pei nostri scopi bastava 
soltanto sapere che il sistema continuo completo {S} ha la dimensione p, 
ossia che per p punti generici di una K, passa un numero finito ¢>1 
di curve S. Mentre nel ragionamento precedente abbiamo profittato della 
circostanza pid precisa che «= 1. Ma in realta si pud anche farne a 
meno. Basta all’ uopo considerare invece della corrispondenza 7’ sopra 
definita, la corrispondenza 


T.= S/+8,"+ coe S,O+ S,'+ 8," + coe 8, 7. S/+ 8+ oe $9, 
ove S/, S,",---, 8 sono le ¢ corrispondenze di {S} che fanno passare 


dal punto 2, al gruppo dei p punti y coincidenti con pz,. Alla 7, é@ 
applicabile lo stesso ragionamento sopra sviluppato per la 7’: si conclude 


*) Ved. la mia Nota citata, Sopra alewne propricta aritmetiche delle corrispondenze. 
**) Ibidem, n. 5. 
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cioe che la 7, @ singolare. E d’altronde @ chiaro che anche 7’, resta 
razionalmente staccata sopra ogni C. 


19. Determinazione delle corrispondenze fra i punti di una 
C variabile in un sistema lineare sopra una superficie regolare. 
Facciamo adesso l’ipotesi che la superficie /' sia regolare, e che la curva 
C-su essa tracciata, di genere p, sia variabile in una rete H, di grado n. 
Dimostreremo allora che non pud esistere su C una corrispondenza singolare, 
variabile colla curva. Invero, dall’ ipotesi che esista una corrispondenza 
siffatta, segue (n°. prec.) che sopra ogni C si pud fissare razionalmente 
una corrispondenza singolare 7’. Cid posto, scelto un punto generico x 
di F, consideriamo la curva D, riempita dagli omologhi y di @ nelle 
corrispondenze 7’, relative alle co’ curve C passanti per x. La curva D, 
abbia la molteplicita s nel punto x e le molteplicita ¢ — necessariamente 
eguali per ragioni di simmetria — in ciascuno degli m — 1 punti z in cui 
le C per x si segano fuori di # e dei punti base della rete. Inoltre D, 
passera pei punti base della rete con certe molteplicita, che non occorre 
neppure tener presenti, giacché al variare di x sopra una fissata CU, esse 
danno luogo ad intersezioni fisse della C colla D,. Le intersezioni variabili, 
oltre al punto 2, contato s volte, sono il gruppo Y dei punti y cor- 
rispondenti ad z nella C considerata, e il gruppo Z dei punti z, contati 
ciascuno ¢ volte. Né posson esservi altre intersezioni variabili, come subito 
si vede tenendo conto del fatto che la rete H @ un sistema d’indice 1. 

Al variare di 2 sulla fissata C, si ottiene un sistema continuo co! 
di curve D,, che, a causa della regolarita di F, dovranno esser contenute 
totalmente in un medesimo sistema lineare*). Sicch@ detto 2’ un altro 
punto di C; Y’, Z’ i gruppi Y, Z relativi, i due gruppi sz+ Y+¢#Z, 
sx’+ Y’+tZ’, essendo staccati su C, fuori di punti fissi, da due curve 
equivalenti D,, D,, saranno essi pure equivalenti: 


sa+ V¥+tZ=se'4+ Y'+tZ.. 
Ma poiché evidentemente 
2+Z=27+7, 
dal confronto colla precedente si trae: 
Y + (s—t)4#= Y'+ (s—t)z, 
la quale prova che la corrispondenza 7’ ha la valenza s—t, contro il 


supposto. E dunque assurdo ammettere che su C esistano corrispondenze 
singolari variabili. Si conclude cioe che: 


*) Enriques, Una proprieta delle serie continue di curve appartenenti ad una 
superficte algebrica regolare [RKend. del Circolo mat. di Palermo 13 (1899)]. 














544 F. Sever:. Corrispondenze sopra curve di una superficie ulgebrica. 


Ogni corrispondenza algebrica esistente sulla curva generica C di un 
sistema lineare, almeno oo*, sopra una superficie regolare, é a valenza. 

Osservazione. Il teorema del n. 15, che costituisce il fondamento 
della trattazione geometrica svolta in questo §, richiede che la curva C 
sia variabile in un sistema lineare |C| oo” (r>1), privo di co”’~' curve 
spezzate; mentre per la trattazione trascendente occorre soltanto che le 
curve di un fascio generico del sistema |C| (che deve per in tal caso 
avere la dimensione r > 2), non abbian fuori dei punti base, che punti 
doppi nodali. Da questa condizione deriva una notevole semplicita pei 
calcoli esposti al n.7; ma non @ percid detto ch’essa sia essenziale. 
Comunque, poiché le due ricordate condizioni non hanno fra loro alcun 
legame, cosi @ legittimo indurne che nell’ enunciato definitivo si possa 
astrarre da entrambe, lasciando soltanto, come abbiamo gia fatto, la con- 
dizione che C sia variabile in un sistema lineare almeno oo’. 

20. Caso delle superficie irregolari. I teoremi dimostrati in 
questo §, sino al n. 18 incluso, non richiedono affatto la regolarité della 
superficie F e posson pertanto servire di fondamento ad una trattazione 
geometrica della questione risoluta per via trascendente al n. 13. Non 
crediamo opportuno di dilungarci ulteriormente in proposito, perché il 
punto fondamentale della trattazione geometrica riman sempre, anche nel 
caso delle superficie irregolari, il teorema del n. 18. Ci limiteremo soltanto 
ad osservare— poiche la cosa occorre per completare il teorema del n. 10—che: 

Ogni corrispondenza algebrica esistente sulla generica curva di un sistema 
lineare almeno oo*, sopra una superficie dirregolaritd q, ¢ a valenza rispetto 
al sistema di integrali riducibili u,,,,---,u,, definiti al n. 9. 

Per dimostrare cid basta ripetere il ragionamento del n°. precedente, 
sostituendo soltanto all’ affermazione che le D, son contenute in un medesimo 
sistema lineare, Valtra ch’esse staccano su C una serie algebrica di gruppi 
di punti equivalenti rispetto al sistema di integrali u,,,,---,u,, cioe tali 
che la somma di ognuno di questi integrali nei punti di uno dei gruppi 
suddetti, resta costante al variare del gruppo*). Le equivalenze scritte 
nel n®. prec. debbono adesso intendersi come equivalenze rispetto al 


sistema U,.4,°°* u,.- 


Padova, 26 Marzo 1913. 


*) Questo fatto si troverd stabilito in un mio prossimo lavoro sulle corrispondenze 
a doppia valenza. 
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Erweiterung eines Markoffschen Satzes tiber die Konvergenz 
gewisser Kettenbriiche. 


Von 


Osxar Perron in Tiibingen. 


Einleitung. 


Ist w(x) eine in dem endlichen Intervall (a,b) wachsende Funktion 
mit unendlich vielen Wachstumsstellen, so hat das Stieltjessche Integral 


b 
five 
J &+2 


a 


einen assoziierten Kettenbruch*) 


k, | SS 


fort, + is+ tietut 


Der Ubergang vom Integral zum Kettenbruch wird vermittelt durch die 
Reihe 


U 


1 w (x) c ¢ c 
oe ; +2t3*""% 


wobei 


h 


¢= y] (—a)'~' dw(a) 


ist. Wiahrend aber die Reihe nur fiir geniigend grobe Werte von ¢ kon- 

vergiert, hat Herr Markoff den sehr bemerkenswerten Satz bewiesen, daB 

die Konvergenz des Kettenbruches viel weiter reicht, indem die Gleichung 
b 


dy(z)_ _—sawik, S|, 
J8-thl+ H+ 


*) Uber die hier auftretenden Begriffe vergleiche man Kap. 1X meines Buches: 


Die Lehre von den Kettenbriichen, Leipzig 1913. Im folgenden unter ,,Lehrbuch* 
zitiert 


Mathematische Annalen. LXXiV 36 
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fiir alle (reellen und komplexen) z gilt, welehe nicht dem Intervall 
—b<2<—a angehéren (Lehrbuch, 8. 385, Satz 2). 
Ist speziell a = 0*), so gibt es auch einen korrespondierenden Ketten- 


bruch 
1 1 1 1 1 


1] , 
wea us b: + 5, tT bt Rt 
und dieser ist wieder gleich dem Integral fiir alle z, welche nicht dem 
Intervall — b< 2<0 angehéren (Lehrbuch, S. 388, Satz 3). 

Der Markoffsche Beweis ist wesentlich an die Voraussetzung eines 
endlichen Intervalles (a,b) gebunden. Wenn aber ) = ov, so ist der Ketten- 
bruch, obwohl dann die Reihe fiir alle z divergiert (Lehrbuch 8. 390), noch 
vielfach konvergent, und Herr Markoff hat an der gleichen Stelle auf 
einem anderen Weg einige engumgrenzte Spezialfille nachweisen kénnen, 
in denen der assoziierte Kettenbruch gleich dem Integral ist. Fiir den 
korrespondierenden Kettenbruch hat Stieltjes die Frage zu einem gewissen 
AbschluB gebracht, indem er in der Divergenz der Reihe 2b, die not- 
wendige und hinreichende Bedingung dafiir erkannte, daB der Kettenbruch 
fiir alle nicht der negativ reellen Achse inkl. 0 angehérenden ¢ konver- 
giert und gleich dem Integral ist (Lehrbuch, 8. 390, Satz 4). 

Indessen ist es wiinschenswert, aus dem Verhalten der Funktion w(2) 
direkt auf die Konvergenz des assoziierten oder korrespondierenden Ketten- 
bruches und seine Gleichheit mit dem Integral schlieBen zu kénnen, ohne 
daB man die Koeffizienten k,, 1,, b, erst explizit berechnen muB. Bereits 
Stieltjes hat am Schlu® seiner Arbeit 4a (Numericrung wie im ,,Lehrbuch“) 
diesem Problem ein paar Seiten gewidmet. Ein weiterer Beitrag soll in 
den folgenden Zeilen geliefert werden. 


§ 1. 
Sei a eine endliche reelle Zahl, und (zx) eine im Intervall (a, co) 
wachsende Funktion, aber derart, daB die Integrale 
(1) | (—a}-'dy(a) = ¢, (k = 1,2,3,--+) 
simtlich existieren. Dabei setzen wir voraus, dab ~(a) nicht von einem ge- 
wissen z an konstant bleibt, sondern also beliebig groBe Wachstumsstellen 


*) Hierin ist auch der Fall a> 0 inbegriffen. Denn fiir a> 0 ist 
b b 
“d w(x) “dw (x) 
ete Jet+nx’ 
a v 
wenn man w(x) = u:(a) fiir «<a setzt. 





—) 


4@é@<4é68sh 
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aufweist; andernfalls kénnte man die obere Integrationsgrenze durch eine 
endliche ersetzen. Unter dieser Voraussetzung ist von einem gewissen k 
an stets 


(2) [ tav(a) >fa-dy(2). 
Fir a>1 ist das evident. Wenn aber a <1, so ist 
: 2 ; : 
J 2'-'(a—1) dy(z) -/ + +f >- f + ; 
a a 1 a+3 a ai+3 
Nun ist offenbar 
fir acrcl: a-'\(a—1)|< (a +1), 
fir 22> a +3: |ja*-*(a—1)| > (ja| +2), 
sodaB aus vorigem folgt: 
oo 1 a 
Jf > (#1) dv(a) >—(a+ 1 f dv(x) + (ja +2) f dv(a). 
a a a\+8 


Die rechte Seite wird aber fiir geniigend groBe k gewib positiv, weil (x) 


~~ 


beliebig groBe Wachstumsstellen hat, also / ‘dw (2) gréfer als Null ist. 
a+3 
Aus der hiermit bewiesenen Formel (2) folgt insbesondere 


[a dv(2) = (—1)'-14, > 0 
fiir geniigend groBe k. Denn wenn / ungerade, so ist das evident; fiir die 
naichstfolgende gerade Zahl k aber folgt es dann aus (2). Wir setzen nun 
voraus, die wachsende Funktion y() sei so beschaffen, daB fiir unbegrenzt 
viele Werte von k die Ungleichung besteht: 


(3) | tt dv(a) = (—1)"q, < @E!, 


wo G eine von k unabhiingige Zahl ist. Mit anderen Worten, es soll 
. ee 
-_ 1 : 
(4) lim in. V 2: (— 1, = endlich 


sein. In (3) kann man fiir G natiirlich eine beliebig groBe Zahl denken 
sodaB wir, wenn a vielleicht negativ ist, doch jedenfalls 
(5) a+G>0 

36* 
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voraussetzen diirfen. Weiter bemerken wir, daB die Ungleichung (3) gewiB 
auch fiir unendlich viele wngerade Werte von k besteht, wenn wir nur G 
eventuell durch eine gréBere Zahl G’ ersetzen. Denn wenn im Gegenteil 
fiir alle hinreichend groBen ungeraden /: 


[ a-*dy(«) > Gk! 


wire, so wiirde aus (2) folgen 


J[atdy()> Gk = axno(g) G+kt1)I> G+(k4 DI, 


wo nun k+1 gerade ist. Die Ungleichung (3) wiire also fiir alle hin- 
reichend groBen k (gerade und ungerade) nicht erfiillt, im Widerspruch 
mit unserer Voraussetzung. 


Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir 


Satz 1. Unter der Voraussetzung (4) ist der mit dem Integral f mae 
assoziierte Kettenbruch fiir R(z)>— a konvergent und gleich dem Integral.*) 
DaB der assoziierte Kettenbruch iiberhaupt existiert, ist Lehrbuch, 


S. 377, Satz 1 bewiesen. Ist dann ie der Niherungsbruch 4" Ordnung, 


so sind die 4 Wurzeln von L,(—x) ungleich und gehéren dem Intervall 
(a, co) an (Lehrbuch, 8. 385). Bezeichnet man sie mit 2,,2,,---,2,, 80 
ist (Lehrbuch, S. 386f.): 


(6) tes >? (i= 1,2,--+2) 

- K,(— ¢ 

(7) Fm) = fe 'dv(2) (k= 1,2,--22); 
1 \ 


auBerdem, wenn (7) ein beliebiges Polynom vom héchstens (24—1)*" 
Grad bedeutet, 


‘vie _ Kj) {( 1 YK (—2,) 1 . 
ad 1, J v+e Q(2)) dv(z)—, 2) Tia) |e 2,20) 
*) R(z) bedeutet den reellen Teil von z. Es ist mehr als wahrscheinlich, da8 
der Satz sogar fiir alle z gilt, die nicht dem Intervall (— 0, —a) angehéren; doch 


konnte ich ihn in diesem Umfang nur beweisen, wenn a> 0 ist (siehe Seite 553). 
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Diese Formeln sind zwar a. a. 0. nur im Fall einer endlichen oberen 
Integrationsgrenze aufgestellt; ihr Beweis ist aber frei von dieser Voraus- 
setzung, welche dort erst gebraucht wird, nachdem diese Formeln her- 
geleitet sind. 


Wir denken uns jetzt unter z einen beliebigen konstanten Wert, 


dessen reeller Teil R(z) gréBer als —a ist. Sodann wihlen wir fiir Q(x) 
speziell das folgende Polynom: 


—1 g(x)—9(—2) 
(9) cee ar ao 
wobei 

k 
(10) o(2) =] [(a+G—z) 
v=1 


ist, unter G eine Zahl verstanden, welche die Ungleichung (3) fiir unendlich 
viele ungerade Werte von k verbiirgt, ebenso die Ungleichung (5). Da 
(x) — p(—z) durch x + 2 teilbar ist, so ist Q(x) in der Tat ein Poly- 
nom, und zwar vom Grad k—1. Dieser Grad muB kleiner sein als 24, 
und sei auBerdem so gewihlt, daB die Ungleichung (3) fiir diesen Wert 
von k erfiillt ist. Fiir geniigend groBe Werte von 4 ist das sicher méglich, 
und zwar diirfen wir uns k ungerade und beliebig gro8 denken, wenn wir 


nur 4 groB genug gewihlt haben. 
Aus (9) erhilt man: 


1 1 @ (x) ; 
(11) See OP aie 
Nun ist aber 
k 


lp(—2)|=J JiatrGts =f] [ia+vG+Re)|. 


v=1 v= 


Bezeichnet man die nach Voraussetzung positive Zahl a + R(z) mit 6, so 
kommt also: 


(12) o(—2)|>f [(o+r@). 


v=1 


Bei der Abschiitzung von Fe. miissen wir zwei Fille unterscheiden. 
Sei erstens 
a+(p—-1)G<rca+t+pG, 


wo p eine der Zahlen 1, 2,---,k bedeutet. Dann ist 
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p-1 k 
y(z)\=] [(@—a —vG) []c +vG—z)*) 
v=1 v=p 


p-1 k 
<] [@+vG-a—v@). [ [a+vG—a-(—@) 
v=1 v=p 
= G?-"(p—1)! G-+(k —p +1)! 
< Gk. 
Daher ist tiberhaupt fir a<2r<a+kG 
|p(x) < Gk; 
also mit Riicksicht auf (11) und (12) 
1 Gtk! 1 
| —Q(«z) <5 — ee 
T] ++ 
v=1 


+2 — 
Nun ist z+2|>WR(z)+a=6; setzt man ferner 


a 
Gtk! vG 
(13) k _ om Gy, 
an a 
vy=1 
so ist 
(14) lim ¢, = 0, 
k= 
und man erhilt: 
(15) = —Q(2)\<* (fir a<r<a+k@). 
Sei zweitens  >a+kG. Dann ist 
+ 
r 
ea - Ets [[@-« —va)y< pares < (c¢-—a—G}-', 
v=1 


wegen (5) also erst recht kleiner als z*-'. Daher kommt diesmal mit 
Riicksicht auf (11) und (12): 

, to} ato} 
+2 


—Q(z)|\< | > (fiir c>a+kG). 
[Io++@) 
v=1 


(16) 


Aus (15) und (16) folgt nun zusammenfassend, weil k ungerade, also 
x*~* stets positiv ist, fiir alle 2 >a: 
1 koi 


x 
rp2 2@) < > + & oa 


*) Fiir p=1 ist das erste Produkt durch 1 zu ersetzen. 
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Schiitzt man hiernach die rechte Seite der Formel (8) ab, wobei zu 
bedenken ist, daB die Wurzeln x; reell und griber als a sind, so kommt: 


dwix)  K,(2) & ‘ . &, j - 
sta L,(2) 3. dy(a) +o. fat d(x) 


a 

Y K,(—2x,)| ( % a~* 

+ Li(—2;) (2 + & “). 
i=1 


Unter dem Summenzeichen darf man aber wegen (6) die Absolutstriche 


weglassen, und dann ergibt sich durch Anwendung von Formel (7) auf 
die Summe einfacher: 


‘dy (2) K, (2) | 2e, 
IX- L,()| < a fave) + a fe ‘dy(z). 


Da wir den Index k aber so gewihlt haben, daB die Ungleichung (3) 


erfiillt ist, erhalten wir: 


“4 K 2 
. =i Te < <2t fae) +24. 


Weil mit 4 auch k beliebig groB gewihlt werden darf, und lim ¢, = 0 
ist, folgt hieraus sogleich: 


lim en J22: W. z. b. w. 


Handelt es sich um das Integral 
aye) 
J 2+a’ 
0 
wo also die untere Grenze Null ist (vgl. iibrigens die FuBnote Seite 546), 


so existiert, wie bereits bemerkt, nicht nur der assoziierte, sondern auch 
der korrespondierende Kettenbruch 


1 1 ‘is 
| bz +i +t ik + joe T jo, 


Wir setzen wieder voraus, daB fiir unbegrenzt viele Werte von k 
die Ungleichung 


[at-*dv(@) = (—1)'-'¢, < GE! 
0 
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besteht, und kénnen dann eine ganz analoge Analyse wie im vorigen 


Paragraphen durchfiihren. Ist ar der Niherungsbruch 4** Ordnung des 


korrespondierenden Kettenbruches, so hat das Polynom B,(— zx) » Wurzeln 
a+1 


24, Lg, ++, Z,, wobei v = ; oder —.— ist; sie gehéren simtlich dem 
Intervall (0, co) an. An Stelle der Formeln (6), (7), (8) treten die folgen- 
den (Lehrbuch, 8. 388f.): 

A;(—2,) 


Bi(—a)> (i=1,2,---,»), 
(2) | a 
Bicz)™ ae ad *dy(x) (k= 1,2 #,°° A), 
i=1 


fxe- $8 = fGen Q(z)) dv(e) — - SHES (2 1, -2@)), 


wobei Q(z) ein beliebiges Polynom vom héchstens (4 — 1)*" Grad bedeutet. 
Wahlt man dann Q(z) genau wie im vorigen Paragraphen, so ergibt sich 
auf die gleiche Weise: 


n : ve —lim #9 sx (Riz) > 0). 


1 | 1 1 
(17) an a b B, (2) * z+¢2 


¥. 
Der Beweis gestaltet sich sogar etwas einfacher, weil keine negativen 
Werte von z in Betracht kommen, soda es nicht nétig ist, auf die Wahl 
eines ungeraden k Bedacht zu nehmen. Man sieht nun aber leicht, dab 
die Formel (17) nicht nur fiir R(z) > 0 gilt, sondern fiir alle z, die nicht 
der negativ reellen Achse inklusive Null angehiren. Denn da die Glei- 
chung (17) tiberhaupt fiir gewisse Werte von z¢ besteht, so muB nach 
Lehrbuch, 8. 390, Satz 4 die Reihe 2b, divergieren, und dann gilt die 
Formel nach dem gleichen Satz fiir alle die genannten z. Somit ist be- 
wiesen: 

Satz 2. Sei w(x) eine im Intervall (0,00) wachsende Funktion mit 
beliebig groBen Wachstumsstellen, aber derart, dap die Integrale 


{Ra dv@ =¢, (k= 1, 2,3,---) 


existieren. Wenn dann 
a 
lim inf Vai 


endlich ist, so hat das Integral fee ¥@) cinen korrespondierenden Ketten- 





bri 


F 
f 
( 
] 
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bruch, der fiir alle z, die nicht der negativ reellen Achse inklusive Null an- 
gehiren, gleich dem Integral ist. 

Hieraus ergibt sich weiter, da®B im Fall des Satz 1, wenn a > 0 ist, 
der assoziierte Kettenbruch nicht nur fiir R(z) >— a, sondern auberdem 
fiir alle z, die nicht der negativ reellen Achse inklusive Null angehéren, 
gleich dem Integral ist, also schlieBlich fiir alle z, die nicht dem Intervall 
2<—a angehiren. Denn wegen a>0 existiert auch der korrespondierende 
Kettenbruch, und der assoziierte geht aus ihm durch Kontraktion hervor 
(Lehrbuch, 8. 376), ist also mindestens im selben Gebiet konvergent und 
hat den gleichen Wert. 

Um Irrtiimern vorzubeugen, muB jedoch bemerkt werden, daB im 
Fall a>0 der korrespondierende Kettenbruch im Gegensatz zum assoziierten 
nicht schon fiir (z) > —a konvergiert. Unser Beweis versagt hier des- 
halb, weil die Wurzeln von B,(—) nicht dem Intervall (a, oo) angehéren, 
sondern dem Intervall (0, co); fiir jedes ungerade 4 ist nimlich die 
Wurzel z= vorhanden, wihrend die iibrigen allerdings im Intervall 
(a, co) liegen. Und in der Tat ist der korrespondierende Kettenbruch 
auch mindestens fiir z= 0 divergent (Lehrbuch, 5. 233, Satz 4). 

Beispiel. Sei G(x) eine im Intervall (a, co) stetige und beschriinkte 
positive Funktion, etwa 0< G(x) << C. Dann ist 


J\z\*@(aje*de = v(2) 


(a reell; «a >— 1, falls a GO) 
eine wachscnde Funktion mit lauter Wachstumsstellen, und es ist min- 
destens fiir gerade groBe Werte von k 
[at do(a) = fat-3\2\" G(a) etd < C fat xe* da 
a a 0 
= CT (k+a) < 2kl. 
Nach Satz 1 ist also der mit dem Integral 


"Je" @@e* gy 
- —_— 


a 


assoziierte Kettenbruch fir R(z) >—a gleich dem Integral. Desgleichen, 
falls a > 0 ist, nach §atz 2 der korrespondierende Kettenbruch fiir alle z, 
die nicht der negativ reellen Achse inklusive Null angehéren. Letzteres 
hat bereits Stieltjes 4a gefunden. 
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§ 3. 


Unsere Untersuchungen liefern auch einen Beitrag zu dem Stieltjes- 
schen Momentenproblem, welches folgendermafen lautet: 

»Wenn eine unbegrenzte Serie von positiven Zahlen g,, 9, 93, °° 
gegeben ist, so soll eine fiir z= verschwindende und fiir z >0 wachsende 
Funktion (x) mit unendlich vielen Wachstumsstellen gefunden werden, 
die den Gleichungen geniigt: 


[2-'dv(z) =, (k=1,2,3,---)“ 
0 


Nach Lehrbuch, 8. 416 ist fiir die Lésbarkeit des Momentenproblems 
notwendig und hinreichend, daB 


ho I ‘929s °° Wy 
(18) i Sm *** Ree > 0, ¥ Jo °° * Ions '>0 
9, Guar °° * Gev—s I Seas *** I2y~32 | 
ist fiir alle »v. Alsdann hat die Reihe: 
I; 92 9s Is 
(19) he H+... 
einen korrespondierenden Kettenbruch 
, ta sa 1|, 1 
(29) [oe +18 Flee To, te tit 


mit lauter positiven b,, und das Momentenproblem hat nur eine oder un- 
endlich viele Lésungen, je nachdem die Reihe 2b, divergiert oder kon- 
vergiert (Lehrbuch, 5.417). Wir behaupten nun, daB gewif der Fall nur 
einer Lésung vorliegt, wenn 


4, 
(21) lim inf. / g, — endlich 
k=o . 
ist. Wenn dann niimlich ~(x) eine Lésung ist, so ist das Integral 
| ra 
(22) a 
U 


korrespondierend mit dem Kettenbruch (20). Nach Satz 2, wobei c,=(—1)-'y, 
zu setzen ist, besteht dann Gleichheit zwischen dem Kettenbruch (20) und 
dem Integral (22). Der Kettenbruch ist also konvergent, daher die Reihe 


2b, divergent, und folglich nur eine Liésung des Momentenproblems vor- 
handen. W. z. b. w. 
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On the Summability of the Double Fourier’s Series of 
Discontinuous Functions. 


By 


Cartes N. Moore of Cincinnati, 0. (U.S. A.) 


Introduction. 


The advantages of applying the modern methods of studying divergent 
series to the developments in orthogonal functions that arise in Mathe- 
matical Physics, were first pointed out by Fejér*) in the case of the 
simple Fourier’s series. Since the appearance of Fejér’s original paper many 
other applications of this sort have been made, both by himself and by 
other writers. The present paper is concerned with such an application 
to the study of the development of a function of two variables in a double 
Fourier’s series. 

The study of the summability of such a development at a point of 
continuity of the function developed presents no serious difficulties, and 
can be treated in a manner quite analogous to Fejér’s treatment of the 
simpler case. The treatment of this case has been given by the author 
in the course of a previous paper.**) The discussion of the summability 
at a point of discontinuity, however, presents difficulties and complications 
in the case of the double Fourier’s series that do not arise in the case 
of the simple Fourier’s series. In the present paper this discussion is 
carried through for such types of discontinuities as are apt to be found 
in the functions arising in practical applications. 


*) Cf. Math. Ann. 58 (1904), p. 51. 

™) Cf. Trans. Am. Math. Soc. 14 (1913), p. 73. The treatment of this case 
has also been given by W.H. Young in the course of a paper in the Proc. London 
Math. Soc. (2) 11 (1912), p. 183. The writer's treatment, as well as the present paper, 
had been presented to the Am. Math. Soc. and the result had been indicated in an 
abstract that appeared in the Bull. Am. Math. Soc. 18 (1912), p. 223 before the publi- 


cation of Young’s paper. Young does not consider the behavior of the series at points 
of discontinuity of the function. 
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The definition of summability that we adopt is entirely analogous to 
that given by Cesaro for the case of a simple series. We represent by 
Sn, the sum of the mn terms of the double series Sa, lying in a 
rectangle m terms high and » terms broad taken from the upper left 
hand corner of this series, and we form 


- m,n r(k-+- m—i) r(k+n—)) : 
“) Sn. Fb ln nit TH ret) 


i=1,j=t 


(2 4® — T(m+k-+1) f T(n+k+1) ? 
$) “mn F(m+1)F(k+1) F(m+1) F(k+-1) 
Then if the limit 

<(k) 
(3) lim —*" 


(k) 


M,n=eo <a, 


exists, we say that the double series is summable (Ck) and has the value 
of that limit. The relation between summability as thus defined and 
convergence, and between summability with different indices, is discussed 
in the writer's former paper.*) 


§ 1. 
Discontinuities that lie along Straight Lines. 


The double Fourier’s series corresponding to a function of two 
variables, f(x,y), may be written in the following form 


0,00 aan 
(4) epi 1) Pel 2 y) de’ dy, 
e()+8()_, ete 

Pals ¥, 2, y’) = cos [(m—1)(a’—2)] cos [(n—1)(y'—y)], 
where E(z) is used as in the Theory of Numbers to indicate the largest 
integer less than or equal to z. 

We will consider first the behavior of the series at a point of 
discontinuity, such that all other points of discontinuity in the neigh- 
borhood of that point lie on a straight line passing through the point 
and the function f(x,y) approaches a definite value as we approach the 
point from either side of the line. In order to prove the fundamental 
theorem in this connection we need several lemmas. The first two of 
these lemmas have been proved by the writer in the paper referred to 
above**) and will be merely stated here. 


m=Il,n=1lo 
2 


*) L. c. p. 76. 
*) L.c. p. 92. Lemmas 1 and 2 of this paper are Lemmas 5 and 7 of the 
previous paper, respectively. 
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Lemma 1. Let R be a region in the «,B-plane, lying within the 
square whose sides are a=+(a—0,), B=+(ax—0,), and outside the 
circle whose centre is at the origin and whose radius is 9,, where 9, and @, 
are positive constants whose sum is less than a. Then if pa, 8) is finite 
and integrable*) in R, the limit 


lim at | (a, p) eo "Ba. dp 
R 


2 
m,n = eo sin B 


will exist and be equal to zero. 


Lemma 2. Let R be a region within the square described in Lemma 1, 
and such that the point («=—0, B=0) is within or on the boundary of R. 
Then if (a, B) is finite and integrable in R, and furthermore 


lim pa, 6) =0 
a,p=0 


, 1 in? in? 
Lim itn ff 9B) ine” sinap @@ 4B 
R 


the limit 
aaee sin* & sin? 
will exist and be equal to zero. 


Lemma 3. Jf h and k are positive numbers less than x, the four 
limits 


hk 
: 1 *(*sin?ma sin? np 

lim ; — P da dB, 
—— MNX sin*’e« ein? 

m,n = co ‘ *% 


li “sin *mes sin? nB 
s. * acag da dp, 
ene mnx* sin? « sin* Bp 


’ ~n'0 
6) at 
sin?'me sin*n 
mnm* AF sin?a  sin?p da dB, 
m,n = oo 
—h—k 


*sin* me sin?n 
off , min'™B de dB, 
anve Oe" “sin? & sin*p 


will each exist and be equal to ; 


That the first limit in (5) exists and is equal to ; may be obtained 


from Lemma 1 and Fejér's work.**) The proof is entirely analogous to 


*) When we say that a function is finite and integrable, we shall mean that 
it has an integral according to the definition of Lebesgue. 
**) L.c. p. 55. 
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the proof of Lemma 6 of the writer's paper referred to above. The 
treatment of the other limits can be reduced to that of the first by a 
change of variable in the integrals involved. 

Lemma 4. If h and k are positive numbers less than x, and we 
divide the rectangle whose sides are a= +h, B= +k into two parts R, 
and R, by drawing either diagonal, the limits 


, 1 *sin?’ma sin*mp | 
lim a sin? a aarp @@ 4B), 


(6) 1 > *sin* in? mp 
: n?ma 8 
= F nm | { sin'a sin?p da ap | ’ 


Ry 
will each exist and be equal to ; 


Let us consider the case in which the diagonal joins the points 
(—h, —k) and (h, k); the other case can be treated in an entirely similar 
manner. We will choose as Rf, the right angled triangle whose vertices 
are (—h, —k), (kh, —k), (h, k), and we will show that the first limit in 


ze It will then follow at once that the second 


(6) exists and is equal to , 
limit in (6) exists and is equal to e for we know that the sum of the 


two expressions in brackets in (6) approaches unity as a limit as m and 
n become infinite.*) 
We have 


a 1 sin?’ma sin? np 
(7) =f sin?'a sin” p P dep 


R, 


*sin® ma sin* nf 
~ mnx* sin* « 4 fi: sin* 3 4B) da 
h 0 


1 *('sin?ma sin *np ; 
tata sin?a " sin? dad 


0 0 


1 *sint?nB ( (sin? mea 
+ mnxz* | sin* p Cf sin? @ d«) dp. 
-—k h 
k p 
It follows at once from Lemma 3 that the second term on the right 
hand side of (7) approaches 7 as a limit as m and m become infinite. 


If in the third term we make the change of variable 


*) Cf. Lemma 6 of the writer's previous paper. 








Double Fourier’s series of discontinuous functions. 559 


a=, p=-8, 
this term reduces to a form which combines with the first term to produce 
an expression which by Lemma 3 approaches ; as a limit as m and n 
become infinite. Thus we see that the right hand side, and hence the 


left hand side of (7), approaches : as a limit as m and » become infinite. 


Hence the first limit in (6) exists and is equal to _ and as pointed out 
above our lemma is proved. 


Lemma 5. If Ris a region of the same nature as in Lemma 2, 
the limit 


sin?*ma sin? np sin* mo _ sin are 
= Eo sin?«  sin?p da adp— [re dedp 


will exist and be equal to zero. 

This lemma is an almost immediate consequence of Lemma 2. 

Remark. It may be noted that the conclusion of the five previous 
lemmas hold equally well if, instead of letting m and n become infinite 
together, we let m become infinite first, holding m fixed, and then let x 
become infinite, or vice versa. Moreover, when m and m become infinite 
together, there need be no restriction placed on their ratio during the 
process. 

We are now ready to prove the following theorem: 

Theorem I. Jf f(a, y) is finite and integrable in the region 

(-a<aS<a, —x<y<z), 


and (x,, y,) is a point of discontinuity of f(x,y), such that every other point 
of discontinuity of the function in the neighborhood of (x,, y,) lies on a 
straight line passing through that point and the function approaches a definite 
value as we approach the point from either side of this line, then the series 
(4) will be summable (C1) at the point (x,,y,) and its value will be half 
way between the limiting values of the function. 

We have for the series (4) at the point (z,, y,) 


gs E io m (a’ — #,) 2 ates m (y —¥Y,) 2 

myn (w,, yy) 2 ‘ 2 ‘ : 

(8) mn ~~ dmnn* J Jo(% or (“ ss ‘int | dx dy, 
2 ~ 


where ad is defined by equation (1). If we make the change of variable 
(9) a—2,=2a, y—y, = 28, 
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(8) may be written in the form 


a—2z, a—w, 


Sin (a, 1) . , in? -¢ 
oH ——— = ey [ tea.+26, 9.428) et 


sin*e  sin*p 
_ Ate, Attn 
In order to prove our theorem we must determine the behavior of the 
expression on the right hand side of (10) as m and m become infinite. 

In view of the fact that all order points of discontinuity of f(z, y) 
in the neighborhood ‘of (z,, y,) lie on a straight line passing through 
that point, we can choose a rectangle with sides parallel to the axes of 
coordinates and of length 2h and 2k respectively, such that (z,,y,) is at 
the centre of the rectangle and all other points of discontinuity of f(z, y) 
within the rectangle lie either on one of the diagonals or on one of the 
lines passing through (z,, y,) and perpendicular to two opposite sides of 
the rectangle. 

Let us designate by R’ the rectangle in the a, f-plane into which 
this rectangle transforms when we make the transformation (9), and by 
R” the rest of the region of integration of the integral in (10). We 
have then from (10) 


Son (19 Y1) 1 ry 1 _ 
(11) = = neat) tea ff 
R' R" 
where it is understood that each of the two double integral signs are 
applied to the same expression as occurs under the double integral 
sign in (10). 

It follows at once from Lemma 1 that the second term on the right 
hand side of (11) approaches zero as a limit as m and n become infinite, 
and hence it only remains to consider the behavior of the first term on 
the right hand side of (11) as m and » become infinite. If we designate 
by FR, and R,’ the two portions into which the line of discontinuities 
of f(z, y) divides the rectangle R’, this term may be written in the form 


ie 1 f; 
”» 
(12) m Laff+ m Uf - 
R R,! 


where the same expression as before is understood with each of the double 
integral signs. 

Let us represent by f, and f, the values which f(z, y) approaches when 
we approach (z,,y,) through the regions RF,’ and Ff,’ respectively. It is 
then easy to show by a combination of Lemma ? with Lemma3 or Lemma 4, 
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according as the line of discontinuities of f(#,y) is one of the lines 
through (z,, y,) perpendicular to two opposite sides of the rectangle R’, 
or is one of the diagonals of that rectangle, that each of the two terms 
in (12) have limits as m and m become infinite, and that the limit of the 


first term is : f, and the limit of the second term 22. Hence the limit 


of the expression on the right hand side of (10) is ; (f, +f), and our 
theorem is proved. 


Before stating the first corollary to Theorem I we find it necessary 
to introduce a further definition with regard to the summability of a 
double series. 

Definition. If each row of a double series is summable (Ck), and 
the series formed from the values of the rows is summable (Ck), we 
say that the double series is summable (Ck) by rows and has the value 
of the series formed from the values of the rows. We define in a similar 
manner a series summable (Ck) by columns. 

We are now ready to state the following corollary: 

Corollary 1. If f(x, y) satisfies the conditions of Theorem 1, and 
(x,, y,) is @ point of discontinuity of f(a, y) of the type described in Theorem 1, 
the series (4) will be summable (C1) by rows or by columns at the point 
(x,, y¥,) and its value will be one half the sum of the limiting values of the 
function. 

In view of the remark at the close of Lemma 5 this corollary is an 
immediate consequence of Theorem I.*) 

The behavior of the series at points on the boundary of the region 
(—-a<2<a, —a<y<72), with the exception of the points at the 
four corners, is as one would expect, entirely analogous to the behavior 
at an interior point satisfying the condition imposed on (z,, y,) in Theorem I. 
A detailed statement of the facts for points on the boundary not lying 
at one of the four corners, is contained in the following corollary, which 
ean easily be established by methods similar to the proof of Theorem I. 

Corollary 2. Jf x, is a value of x lying in the interval (—x<42< 2), 
and f(x,y) satisfies the conditions of Theorem 1 and furthermore is such 
that the two limits 


(13) lim /(2,y), lim f(a, y) 


2=%,,y=n2 r=2%,y=—-2 


exist, the Fourier’s development of f(x,y) will be summable (C1) at the 
points (x,,) and (x,,—2), and its value will be one half the sum of the 


*) This corollary may also be obtained by two successive applications of Fejér’s 
theorem. 
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two limits (13). Similarly if y, lies in the interval (-ax<y< 2), and 
the two limits 
(14) lim f(z, y), lim (2, y) 

r=A,yY=% z= —-A,Y="n 
exist, the series will be summable (C1) at the points (x,y,) and (—z2, y,), 
and to a value half way between the limits (14). Moreover, in all these 
cases the series will be summable (C1) by rows or by columns, and to the 
same value. 

The case in which all the discontinuities of f(x,y) in the neighbor- 
hood of a point of discontinuity (z,, y,), lie on two straight lines inter- 
secting at (z,, y,) also possesses some interest, particularly as the behavior 
of the series at a point where the two straight lines cut at right angles 
is entirely analogous to the behavior of the series at the four corners of 
the region (—~x< rca, —a<y<z2). We find on investigation that the 
case in which the two lines of discontinuity cut at right angles is the 
only case in which the facts are very simple. The results in that case 
can be easily obtained by methods similar to those used in the proof of 
Theorem I, and may be stated as follows: 

Theorem II. If f(z, y) satisfies the condition of Theorem |, and (z,,y,) 
is a point of discontinuity of f(x,y) such that every other point of discon- 
tinuity in its neighborhood lies on two straight lines intersecting each other 
at right angles at the point (x,, y,), and if furthermore f(x,y) approaches 
a definite value as we approach the point (x,, y,) through each one of the 
four regions into which the lines of discontinuity divide the neighborhood 
of (x;, 4), then the development of f(x,y) in a double Fourier’s series will 
be summable (C1) at the point (x,,y,), and to a value which is one fourth 
the sum of the four limiting values of f(x, y). 

We can also establish by similar methods the following corollary to 
Theorem II. 

Corollary. If f(x,y) is a function that satisfies the conditions of 
Theorem 1, and if furthermore the four limits 


(15) lim f(z,y), lim f(z,y), lim f(z, 9), lim f(«, y) 
2z=Ay=a 2=A,y=-2 2=—A,y=- 2=-—A,y=2n 


exist, the Fourier’s development of f(x,y) will be summable (C1) at each 
one of the points (x, x), (a, —x), (—x,—2), (—2,2), and to a value 
which is one fourth the sum of the limits (15). 

Remark. It may be noted that in the cases considered in Theorem I! 
and its corollary, the series is also summable (C1) by rows or by columns, 
and to the same value to which it is summable when summed as a 
double series. 
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The cases in which the other discontinuities in the neighborhood of 
a point of discontinuity (z,, y,) are distributed on two lines intersecting 
at that point in an angle other than a right angle, or on a broken line 
whose two sections make an angle different from a right angle at the 
point, do not exhibit such simple results. In these cases the value which 
the expression 
Sinn (% Y) 

{ 16) mn 


approaches as m and m become infinite depends, not only on the angle 
between the lines of discontinuity, but also on the manner in which the 
ratio m/n varies as m and n become infinite. 

Let us consider the case where the discontinuities in the neigh- 
borhood of (2,,y,) are distributed on two intersecting lines, and where 
the function f(x,y) approaches a definite value as we approach the point 
(2,, y,) through each of the regions into which the lines of discontinuity 
divide the neighborhood of (2,, y,). Let us represent by f,, fy, f;,f,, the 
values which the function approaches, these values being assigned to the 
regions in either direction of rotation. Then if m and m become infinite 
in such a manner that the ratio m/n oscillates, the value of (16) will 


oscillate between the values shit h) and ; (fe+f,). If the ratio 


m/n approaches a finite limit or becomes infinite, the expression (16) 
will approach a limit which lies somewhere between these values or is 
equal to one or the other of them, the exact value of the limit depending 
on the limit of the ratio m/n, the position of the lines with regard to 
the axes, and the angle between them. 

The exact value of the limit of (16) in this case can be obtained 
without great difficulty. The computation of the value is found to depend 
on the evaluation of integrals of the type 


(A) fine ( = Pap) de, 
v 0 


where k is constant.*) If we differentiate (A) with regard to k under 
the integral sign, multiply the result by /* and differentiate again under 
the integral sign with regard to k, we obtain the form 


(B) ha he Oe ite. 
2 oe 
0 


*) This follows easily from Lemma 5. 
87° 
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which is a special case of an integral whose value has been found by 
Bierens de Haan (Cf. Nouvelles Tables d’intégrales définies, Leyden (1867), 
p. 217). It is easy to show that we have a right to obtain the value 
of (A) from that of (B) by reversing the formal process used to obtain 
(B) from (A). If we carry through this work we find for the value of (A) 


n* 4 (k+-1) log (k+-1) — 2k log k + (k—1) log (k—1) 


4 4 
(k—1) log (k—1) —(k +1) log(k+1) 1 1 i fii 
+ 4k -§ tap t apt) (>), 
x* 
. (k=1), 
(1+) log (1+k) — 2k log k — (1—&) log (1—4) 
4 
_ —ak ( k)1 k) - 


Similar results hold for the case where the discontinuities are distributed 
on a broken line, and a corresponding discussion can be carried through 
for the case where the discontinuities are distributed on several lines 
intersecting at (z,, y,) or on several lines radiating from that point. On 
account of the lack of simplicity in the results we pass over these cases 
without further detail. 


§ 2. 
Discontinuities that lie along curves. 


We will consider first the behavior of the series at a point of 
discontinuity, such that all other points of discontinuity in the neigh- 
borhood of that point lie on a curve which passes through the point and 
the function f(x,y) approaches a definite value as we approach the point 
from either side of the curve. We will assume the curve is of such a 
nature that it has a tangent at the point of discontinuity of the function, 
and that any line passing through that point will intersect the curve in 
only a finite number of points in the neighborhood of the point. 

We will begin by proving the following lemmas: 

Lemma 6. The integral 


(17) I> (fir ap) da 


converges for all values of 2 and represents a function of 2, w(d) that is 
continuous for all such values and approaches a finite limit as 1 becomes 
positively or negatively infinite. 
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If we set 
(18) F(Aa) = i sin” 6 a, 


the integral (17) may be written in the form 


19) [Fae in da 


It is evident from (18) that F(A) is a continuous function of 4 and « 
for all values of these arguments and that it remains finite for all such 
values. Hence the integrand of (19) is a continuous function of 4 and « 
for all values of these arguments, and moreover the integral converges 
uniformly for all values of 4. From this it follows at once that (A), 
the function represented by the integral (17) is continuous for all values 
of 4. It remains to be shown that it approaches a finite limit as 4 be- 
comes infinite. 


It is evident from (18) that F’(A@) increases with 4 for any fixed 
positive value of «, and approaches ax as a limit as 4 becomes infinite. 


Hence #(A) is an increasing function of 4 which always remains less than 
"a sinta =* 

f 2° a? da = 4° 

0 
lt therefore approaches a finite limit as 4 becomes positively infinite. In 
a similar manner it may be shown to approach a finite limit as 1 be- 
comes negatively infinite, and therefore our lemma may be regarded as 
completely established. 

Lemma 7. If g(a) is a function of « that has a derivative equal to 

4 at the point « =0, and is such that the curve B = g(a) is intersected 
only a finite number of times in the neighborhood of the point (« =0, B = 0) 
by any line passing through that point, the limit 


g(a) 


h 
a | ort ( sin re dp) du 
| @ 0 


a. 3, fSP*( ma (fs as), 


where h is a constant between 0 and x, will exist and be equal to zero, 
provided i is different from zero. 


(20) lim 


m,n =o 

















566 C. N. Moors. 


We introduce for the sake of brevity the notations 


(21) Kin qh a ( = a) da, 
(22) (m,n, h) = + J — ( fart a5) de. 


Then obviously the expression in brackets in (20) can be written in the 
form 


(23) {®(m, n, 1) — X(m, n, l, 2)} + {O(m, n, h) — O(m, n, 1)} 
+ {X(m, n, l, 24) — X(m, n, h, 4)}, 


where / is any quantity between 0 and h. 

It follows at once that for any fixed value of / the second and third 
terms of (23) approach zero as m and m become infinite. Hence to prove 
our lemma it only remains to be shown that we can choose / in such a 
fashion that for large enough values of m and m the first term in (23) 
will be as small as we please in absolute value. 

Suppose for definiteness that the tangent to the curve 6 = g(a) lies 
above the axis to the right of the origin and that the curve lies below 
the tangent to the right of the origin until, perhaps, it intersects it. 
Then it is evident that 2’ can be chosen less than 4 and such that the 
line 6 = 2’a@ cuts the curve in a point to the right of the origin whose 
« coordinate is less than the « coordinate of any point to the right of the 
origin in which the tangent to 6B = g(a) may cut the curve. If / is tho 
« coordinate of the first point to the right of the origin in which the 
line 6 = 1'« cuts the curve 6B = g(a), we have obviously 
(24) X(m, n, l, 2°) << O(m, n, 1) < X(m, n, 1, 2). 

If in the integral on the right hand side of (21) we make the change 
of variable 

p=np, « =—me 

we see at once that by choosing m large enough we can for a fixed / 
make X(m,n,l,2°) and X(m,n,1,2) as near Y(nd'/m) and W(ni/m) re- 
spectively as we please, where (A) is defined by the expression (17). 
But it follows from Lemma 6 that if 2’ is taken near enough to 4, 
Y(ni//m) and Y(nd/m) differ for all values of m and mn by as small a 
quantity as we please. Hence we infer from (24) that 1 may be so taken 
that for m and m large enough the first term of (23) is as small as we 
please, and as pointed out above our lemma is proved. 
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Lemma 8. If the tangent to the curve B =g(«) is parallel to the « 
axis, then the limit 


lim 2. frn( F ap) )ae 


will exist and be equal to zero, provided m and n become infinite in such 
a manner that 


(25) ~ <K a positive constant. 


The proof of this lemma is obtained by making a slight change in the 
proof of the previous lemma. Since 4 is zero in this case, we no longer 
have a right to say that if 2’ is taken near enough to 4, ¥(mJ’/m) and 
Y(nijm) differ by as small a quantity as we please for all values of m 
and ». We must restrict ourselves in this case to the values of m and n 
that satisfy the inequality (25). 

Before passing to the next theorem we wish to lay down a definition 
that will simplify somewhat the statement of that theorem. If the quo- 
tient in (3) corresponding to a double series La,,, approaches a limit as 
m and » become infinite, provided the ratio of m and » always obeys 
the restriction 


(26) L<—<K, 


where L and K are both positive constants, we will say that the series 
is restrictedly summable (Ck), and that its value is the limit approached.*) 
We are now ready to state and prove the following theorem: 


Theorem Ill. Jf f(x, y) satisfies the conditions of Theorem I, and 
(2,, y¥,) ts @ point of discontinuity of f(x, y) such that every other point of 
discontinuity in the neighborhood of (a,, y,) lies on a curve satisfying the 
following conditions: a) the curve has a tangent at the point (x,, y,) that 
is not parallel to either of the coordinate axes, b) no line through the point 
(2,, y,) intersects the curve in an infinite number of points in the neigh- 
borhood of that point, c) the function f(x,y) approaches a definite value as 
we approach the point (x,, y,) from either side of the curve, then the deve- 
lopment of f(a, y) in a@ double Fourier’s series will be summable (C1) at 
the point (x,, y,) and its value will be half way between the limiting va- 
lues of the function at that point. If all the other conditions are fulfilled, 


*) It seems quite probable that the distinction between restricted summability 
and ordinary summability, as well as the analogous distinction between restricted 
convergence and ordinary convergence, will be an important one in many questions 
arising in the Theory of Double Series. 
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but the tangent to the curve at (x,, y,) is parallel to one of the axes, the 
series will be restrictedly summable (C1) to the same value at the point (x, ,y,). 

We will consider first the case in which the tangent to the curve 
at (x,, y,) is not parallel to the x or the y axis, and we will represent 
by 4 the slope of the tangent. Let us choose a rectangle R, having 
(z,, y,) for its centre and the tangent to the curve at (z,, y,) as one of 
its diagonals, and such that all points of discontinuity of f(z, y) in the 
rectangle lie on the curve.*) In view of (10) we have for the double 
Fourier’s series corresponding to f(z, y) 


w ‘ P 
Sm, n(x, y) sin?’me sin*nf 
_ 


1 i” 
mn wage ff fet 2a, y, + 28)— "sin? dadB 
Rr 


sin? & 
(27) 


ial ” 
+ waa J [1+ 26, 9,4 26) eet Siorp ded, 
ae 

where Ff represents the rectangle in the «, #-plane into which F is 
transformed by the transformation (9), and FR” represents the portion of 
the region of integration of the double integral in (10) not included in RF’. 

We learn from Lemma 1 that the second term on the right hand 
side of (27) approaches zero as its limit as m and » become infinite. If 
we can show further that the first term on the right hand side of (27) 
approaches as a limit a value half way between the limiting values of 
f(a, y) at the point (z,, y,) as m and m become infinite, our theorem will 
be proved for the case in which the tangent to the curve is not parallel 
to the a or the y axis. 

Let us represent by R,’ and R,'’ the two portions into which the 
eurve of discontinuity of f(x,y) divides the rectangle R’. Then the first 
term on the right hand side of (27) may be written in the form 


1 “re 1 ad 
» ’ 
(28 aca + aia ff 
Re jA 


“1 2 


where the same expression that occurs under the double integral signs 
in (27) is understood with the double integral signs in (28). 

Let us represent by f, and /, the two limiting values of f(z, y) as 
we approach (z,, y,) through the regions RF,’ and R,’ respectively. Then we 
may show by means of Lemma 2 that the first term in (28) will ap- 
proach a limit as m and m become infinite, provided the expression 


*) We also choose R so small that the curve of discontinuities does not 
intersect the diagonal which is tangent to it within the rectangle, except perbaps 
at the point of tangency. 
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sin*ma sin*né 
(29) ana oo en sin? B dadp 


approaches a limit under the same conditions, and that the two limits 
will be the same. 


The diagonal of R’ which is tangent to the curve of discontinuity 
of f(z, y) divides R’ into two equal parts. Let us designate by D, the 
half which lies on the same side of the diagonal as the region FR,’ does 
of the curve of discontinuity, and let us consider the expression 


‘ 1 *(‘sin?ma sin*np ? (sin? ma sin? np 
(69) ” WA - 6 FP da dB — mn ‘ad at da dB. 
dD, : 


By means of Lemma 7 we can show that this expression approaches zero 
as m and n become infinite. 


Moreover, it follows from Lemma 5 that the two expressions 


1 sin*ma sin*np *(‘sin? ma sin? np 
oe) dt sin‘« ~ sin®p dadp — mn, A a? ~ B dadp. 
Dy D 


i 


sin*e  sin*B 


(32) aifs me sin ye de dp — = aE ’ sin""B da dB, 


“RY 
approach zero as m and » become infinite. 


Since each one of the expressions (30), (31) and (32) approach zero 
as m and » become infinite, it follows that their sum, 


~ sin?me sin nied 1 ‘[‘sin?'me sin*np 
(33) ay sinta dad6 — mn A} sin?'a sing dadp, 
R 


will approach zero under the same conditions. But we know from 
Lemma 4 that the first term of (33) divided by 2? approaches ; as a 
limit as m and m become infinite. Hence the second term divided by 
a° will approach — ; as a limit as m and » become infinite, and con- 
sequently it follows that the expression (29) approaches oh as a limit 


under the same conditions. But, as we have pointed out above, the first 
term in (28) will in this case approach a limit as m and n become in- 


finite and the same limit, that is x fi 


In a similar manner it may be shown that the second term of (28) ap- 
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proaches : f, a8 a limit when m and m become infinite. Hence the whole 
expression (28), or its equivalent the first term on the right hand side 
of (27), approaches +h + f,) as a limit when m and m become infinite, 


and therefore as pointed out above our theorem is proved for the case in 
which the tangent to the curve of discontinuity is not parallel to the x 
or the y axis. 

The treatment of the case in which the tangent is parallel to one 
of the axes is quite similar, the principal difference being that we must 
make use of Lemma 8 instead of Lemma 7. This accounts for the fact 
that in this case we can establish only restricted summability*). 

That this is all that we can establish and that the series is not in 
general summable in the wider sense, may be shown in the following 
manner: Consider the development of a function f(z, y) that is continuous in 
the region (— a xriia, —a<y <2), except along a curve of discon- 
tinuity that lies above the z-axis, is tangent to it at the origin, and is 
such that the function approaches a definite value as we approach the 
curve of discontinuity from one side or the other. Suppose further that 
the function approaches f, as we approach the origin from above the curve, 
and that it approaches f, as we approach it from below the curve. 

We have at once from Fejér’s theorem**) 


zx 


[e,9= Pi x J (2, y) cos[(n—1)y]dy = (a+ 9). 
2 \a/ na e 


n=1 nn 


Moreover, the series on the right may be integrated term by term after 
the equation has been multiplied through by a continuous function of 
2***) and therefore we have 


*) In a note published in the Comptes Rendus (C. R. 154 (1912), p. 126). 
I stated that the series was restrictedly summable in all cases where the line of 
discontinuity was a curve. This is of course true, but as we see in the present 
paper, it does not state whole truth for the cases in which the tangent to the curve 
of discontinuity is not parallel to one of the axes. In all such cases the limitation 
to restricted summability can be removed. 


**) For 2 =0 the right hand side of the equation is equal to +h + f,). 


Here and in what follows the series are evaluated as summable series, since they 
are not necessarily convergent. 


***) That is to say the series formed from integrating each term with regard to 
a over the interval —2x<a2<-, or any sub-interval contained in that interval, is 
summable to the corresponding integral of the function on the left hand side. The 
removable discontinuity at the origin of the function defined by the series does not 
of course affect the result of the integration. 





— 








————— eee 
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, J F(a, 0) eos [(m — 1)2"] da’ 


1 a 2 at , . , 
~ 2 OH) J fre ¥/) (cos (m — 1) 2” con(w — 1)y/]da/dy’. 


n=1 


Hence by Fejér’s theorem 


> p> (2) +20) es J fre y’) [cos (m — l)x cos (n —1)y']dzx’ dy’ | 


S\as | 


-> #4) _[f@,0) cosi(m — 1) a'}dy =f. 


m=12 


In the same manner it may be shown that if we sum the double 
series in the reverse order its value is = (f, + fe). It follows then at 
once that the series cannot be summable as a double series*). 


By methods similar to the proof of Theorem III and its preliminary 
lemmas we may treat the case. where the discontinuities of f(z, y) in the 
neighborhood of a point of discontinuity (z,,y,) are distributed on two 
curves intersecting at (x,, y,) or on a broken curve having a corner at 
(x,, y,). The same relations will be found between the behavior of the 
series at the point (z,,y,) and the angles between the curves of discon- 
tinuity or the angle between the two sections of the curve of disconti- 
nuity as the case may be, as was found in the cases where the discon- 
tinuities were distributed on two intersecting lines or a broken line, except 
that where the series are summable in the previous case, it will at times 
only be restrictedly summable in the present one. 


The results of this section and the previous section may be extended 
to certain cases in which the function to be developed becomes infinite 
in the region (—a< aca, —a<y<a). We shall content ourselves 
with stating a lemma by means of which such extensions may be made. 

Lemma 9. Let R be a region satisfying the conditions of Lemma 1, 
and (a, B) be a function that is finite and integrable in R except along 
certain lines of discontinuity where it becomes infinite while remaining absolu- 
tely integrable. Then if these lines are finite in number and such that they 


*) Cf. Pringsheim, Miinchener Sitzungsberichte (1897), p. 107. 
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are either parallels to the coordinate axes or cut such parallels in a finite 
number of points, the limit 


. 1 ‘ sin?ma sin*np 
=. mn Ife (a, B) sin?'e sin®p dadp 
E 


will exist and be equal to zero, provided no infinite discontinuity lies on or in 
the neighborhood of the coordinate axes, or in case this condition is not ful- 
filled, provided m and n become infinite while satisfying the restriction (26). 
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Zur Konvergenztheorie der Integrale lim f f(x) cos xy dz. 
Von m 
Micuet Prancueret in Freiburg (Schweiz). 


§ 1. Ich habe in meiner Habilitationsschrift*) bewiesen, dab, wenn 


{ Va f(a) dx (a >0) endlich ist, die Menge der reellen Werte y, fiir 


welche lim J F(z) cos zydz nicht existiert, héchstens eine Menge vom 


Mafe Null bildet. Diese Tatsache spreche ich kiirzer aus, indem ich sage, 


dab lim { (2) cos xy dx fast iiberall im Intervall — oo <y< + oo existiert. 


Ich bin jetzt im Stande diesen Satz durch den folgenden, allgemeineren 
zu ersetzen. 


Satz L Es sei f(x) eine reelle, im Intervall (a, co), a > 0 definierte 


Funktion. Wenn es eine positive Zahl p gibt, derart, dap : { 2 f(a)? dx end- 


lich ist, dann existiert lim { f(x) cos zy dx fast iiberall im Intervall 


— co <y¥<+ co und stellt eine in diesem Intervall quadratisch integrier- 
bare Funktion dar.**) 


Der unten gegebene Beweis ist demjenigen nachgebildet, durch den 


*) M. Plancherel, Contribution 4 l'étude de la représentation d’une fonction 
arbitraire par des intégrales définies [Rend. Circ. Mat. Palermo 30 (1910), S. 289—335, 
8. 331]. 

“) Die Funktion h(x) hei®t in einem (endlichen oder unendlichen) Intervall (a, b) 


b 
quadratisch integrierbar, wenn f h(a)* dx endlich ist. 


a 
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Herr W. H. Young zu den schénen Siitzen seiner Note*) iiber die fast 
iiberall konvergenten Fourierschen Reihen gefiihrt wurde; Grundlage und 
Ausgangspunkt des Beweises bilden einige Resultate’ meiner Habilitations- 
schrift, die der gréBeren Verstindlichkeit wegen im folgenden Paragraphen 
zusammengestellt sind. 


§ 2. Es sei f(x) eine reelle, im Intervall (0, co) im Lebesgueschen 
Sinne quadratisch integrierbare Funktion.**) Dann existiert fast tiberall 
die Bunktion 


(1) Fiy) = V2 iy fax (fire) cos xt it) 
0 \e 


und stellt eine im Intervall (— co, + co) quadratisch integrierbare Funk- 
tion dar, die wir die Fouriersche Transformierte von f(x) nennen wollen. 
Es gilt die Formel 


(2) J F(y)*dy = fi F(y) dy =f f(a)az. 


Wenn g(x) eine zweite im Intervall (0, oo) quadratisch integrierbare Funk- 
tion und G(y) ihre Fouriersche Transformierte ist, hat man noch 


(3) [ Fly) Gy) dy = f(a) g(2) ae. 


e 
0 


Wenn lim | / f(2) cos zy dx fast tiberall konvergiert, so gilt fast iiberall 
s=@Q 


(4) F(y)= V2 lim fie) cos ry dz. 
aed | 


Ubrigens, ist es, unabhingig von der Konvergenz oder Divergenz der 
rechten Seite von (4), immer méglich (und zwar auf unendlich viele 


Arten), eine von y unabhingige, iiber alle Grenzen wachsende Folge von 
Zahlen z, 


0<4,<4<-°-<4,_,<4,<--+, limz,=—oo 
zu finden, derart, da6b fast iiberall 


Fly) = V2 im fie) cos zy dz. 


*) W. H. Young, Sur les séries de Fourier convergentes presque partout [C. R. 
155 (1912), S. 1480—1482]. 


**) In dieser Arbeit werden alle Integrale im Lebesgueschen Sinne genommen. 
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Umgekehrt, wenn lim V2 ‘ { tf (x) cos zydz fir eine solche Folge (z,) 
n=o 0 


fast tiberall konvergiert, so ist dieser Limes fast iiberall gleich F(y). 
Fiihren wir also, wie es in der Theorie der Fourierschen Reihen ge- 
schieht, die abgekiirzte Schreibweise 


(5) F(y) ~ V2 Sf@) cos ry dx 


ein, um auszudriicken, daB F’(y) die Fouriersche Transformierte (1) von 
f(x) ist, so verhialt sich das Aquivalenzsymbol (~) gegeniiber Addition 
und Integration wie das Symbol der Gleichheit (=). Aus (5) folgert man 
leicht, daB 


(6) ~wrs ss =e—9 V: S f(a) cos zy - cos xu da. 
0 
Die bekannte Integralformel von Fourier 


F t 
f(z) = lim {dy (co xy -lim / f(t) cos tyat) 
* y=~H . t=oo h 


bedeutet, wenn sie anwendbar ist, die ganz allgemeine Tatsache, daB wenn 
F die Fouriersche Transformierte einer im Intervalle (0, co) quadratisch 
integrierbaren Funktion f ist, umgekehrt f die Fouriersche Transformierte 
von F ist. Sie ist also nichts anderes als die zweimalige Ausfihrung 
einer Art involutorischer Funktionaloperation, die jede im Intervall (0, co) 
quadratisch integrierbare Funktion in eine andere, in diesem Intervall 
ebenfalls quadratisch integrierbare Funktion iiberfiihrt. 


§ 3. Der Satz I ist eine unmittelbare Folge des Satzes: 
Satz Il. Wenn die Funktion h(x) im Intervall (a, co), a> 0 quadratisch 
integrierbar und r irgend eine positive Zahl ist, so konvergiert 


. h(a) cos xy ie 


r 


lim 


fast tiberall. 


P 
In der Tat, setzt man h(x) = x? f(z), r= 4, so bekommt man den 


Satz I. Der Satz II selber beruht wesentlich auf folgendem Lemma: 
Ist h(x) im Intervall (a, co), a> 0 quadratisch integrierbar und q 
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irgend eine positive Zahl, dann existiert eine in jedem endlichen Intervall 
integrierbare Funktion M(y) derart da fiir z >a, die Ungleichung 


fae dx SMly), (q>0,22a>0,—co<y<+00) 
> x 


fast iiberall im Intervall — co < y < + oo bestelit. ; 
Wenn q> > also 3 im Intervall (a, co) quadratisch integrierbar ist, 
x 


so ist das Lemma direkt aus der bekannten Ungleichung von Schwarz 
2 2 C \3 Ca ~ 
oc nas dz <(/ — az) < { “~ . fh(a)?dzx 

at oe x , sa. 6 


abzuleiten. Es geniigt also, daB wir es fiir g< 1 beweisen. Bilden wir 
dazu die Funktionen 


a 


(7) Si{y)= a dz, s(y)= — dz, 0<a<z, 0<q<l, 
. : a 1 : # 4 


und nennen ferner H(y) die Fouriersche Transformierte einer Funktion, 
die im Intervall (0, a) gleich Null und im Intervall (a, 00) gleich h(x) ist, 


H(y) ~ | = [h(2) cos ry dz, 


so besteht die Formel 
®) 8,(9) = V2 f's,(u) 29+ + HO— gy, 
0 


In der Tat, zunachst sieht man aus dem § 2, daB s.(w) und aetSt Se—9 
im Intervall (0, co) quadratisch integrierbar sind, dann folgt aber (8) 
direkt aus (6), (3), (7). 

Mit Hilfe der Substitution ry? in dem Integral s,(y) schlieBt man, 
daB es eine Konstante b gibt mit der Eigenschaft 


b 


(9) \s,(y)| < 1—q? 2>4, —o cyto. 
y 


Andererseits findet man durch partielle Integration desselben Integrales 
eine Konstante ¢ derart, daB 


(10) s(yI<jp, #24, —o<y<ov. 

; 1 °0 
Zerlegen wir jetzt das Integral rechts in (8) in zwei Integrale + J ’ 80 
lehrt uns (10), daB bei dem Ansatz ow. ba 
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JSi\< gf Hy +u) + Hy —w)| = (y) 


M,(y) existiert und im ganzen Intervall (— oo, + oo) unterhalb einer festen 
Grenze bleibt, da ~ und A(y +) + H(y—w) im Intervall (1, 00) quadra- 
tisch integrierbar sind. Ferner wird nach (9) fiir das erste Integral 


1 


J <3 /iHo+e + How = 


ui? 
b , 
Ss 7| P 


0 


; : 
f Hy+w)) SS +f{Hy—w) 4+ | — m0). 
0 


a? 


Nun hat Herr W.H. Young bewiesen*), da’ wenn f und g integrierbar 
sind, JSfy+~) g(u)du fast iiberall existiert und eine integrierbare Funk- 


tion von y darstellt. Aus diesem Youngschen Satze folgt, dab M,(y) fast 
iiberall existiert und in jedem endlichen Intervall integrierbar ist. Bilden 


wir jetzt die Funktion M(y) -V2 [M,(y) + M,(y)|, so geniigt sie den 


Bedingungen des Lemmas, das somit vollstindig bewiesen ist. 
Um jetzt aus dem Lemma den Satz Il zu bekommen, hat man ein- 
fach O<q<yr zu nehmen. Schreibt man dann 


> Z 
fore de -{ 1 A(x) cos xy po 
e x ax! 
a a 


und integriert die rechte Seite partiell, so folgt aus dem Lemma, da der 
Limes der rechten Seite, also auch der Limes der linken Seite, fiir z= oo 
fast iiberall konvergiert. Damit ist der Beweis geliefert. DaB dieser Limes 
im Intervall (— co, + oo) quadratisch integrierbar ist, ergibt sich un- 
mittelbar aus § 2. 


§ 4. Ich schlieBe mit einigen Bemerkungen. 

Fast iiberall konvergent ist nach einem Satz von Egoroff**) gleich- 
bedeutend mit wesentlich gleichmdpBig konvergent nach Weyl. In unserem 
Falle ist das aus der Existenz der Funktion M(y) des Lemmas leicht zu 
bestitigen. 


*) W. H. Young, Sur la généralisation du théortme de Parseval [C. R. 155 
(1912), S. 30—33]. 

**) D. Th. Egoroff, Sur les suites de fonctions mesurables [C. R. 152 (1911), 
S. 244245]. 
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Verallgemeinernd kann man sagen, daB F(y) = lim_ J f(a) cos ry dx 
s=@Q 


fast iiberall existiert, wenn es ein a>0O und ein p>O gibt, sodab 


| 2? f(a)? dz endlich bleibt und wenn ferner f(z) im Intervall (0, a) inte- 


grierbar ist (ohne notwendig quadratisch integrierbar zu sein). Indessen 
+ 


existiert / F(y)* dy nur dann, wenn f(z) im Intervall (0,a@) auch noch 


quadratisch integrierbar ist. 

Wir kénnten im Satz I x durch andere stetige, wachsende Funk- 
tionen wie (log x)**+’, log x (log log x)**”, -- - (p>O) ersetzen mit nur 
unwesentlichen Anderungen im Beweise. Es wire interessant zu wissen, 


ob man 2? auch durch log x ersetzen kénnte, also ob lim | { f(2) cos zy dx 


fast tiberall konvergiert, wofern nur f f(a)? log xdx endlich bleibt. Dies 


scheint mir wahrscheinlich, aber nicht durch die hier benutzte Methode 
beweisbar. 

Alle hier angefiihrten Sitze bleiben giiltig, wenn man in ihnen cos zy 
durch sin zy ersetzt. 
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Uber zerstreute Mengen. 


Von 


Huco DixGuer in Miinchen. 


Unter denjenigen geordneten Mengen, welche keine iiberall dichte 
Teilmenge enthalten, und die wir nach F. Hausdorff*) als_,,zerstreute 
Mengen“ bezeichnen, sind die wichtigsten die wohlgeordneten Mengen 
(W-Reihen), deren Theorie durch G. Cantor begriindet wurde. Jedoch 
bieten auch die zerstreuten Mengen im allgemeinen ein nicht uninteres- 
santes Objekt der Betrachtung dar, und wir verdanken Herrn F. Hausdorff 
wichtige Untersuchungen dariiber. Im folgenden soll nun kurz gezeigt 
werden, wie sich ein Limesbegriff aufstellen laBt, der nicht nur fiir die W- 
Reihen, sondern ganz allgemein fiir alle zerstreuten Mengen gilt. Darnach 
mége noch einer besonderen Klasse von zerstreuten Mengen Erwahnung 
geschehen, welche sich durch die Einfachheit und die Ordnung ihres Auf- 
baues zu empfehlen scheint.**) 

In meiner Habilitationsschrift habe ich gezeigt, daB jede zerstreute 
Menge dargestellt werden kann als Summe der Elementarreihen @,*@ und 
endlicher Reihen, die wir ihrem Typus (nicht Ordnungstypus) nach kurz 
als ,,e“ bezeichnen. Den gleichen Limesbegriff, wie ich ihn mittels des 
Begriffes der ,,Ableitung“ dort fir die W-Reihen aufgestellt habe, kénnen 
wir fiir die zerstreuten Mengen im allgemeinen nicht verwerten, er muB 
vielmehr wesentlich modifiziert werden. 

1. Sei 7 eine derartige Teilreihe einer Reihe R, daB irgend ein 
Element x von R, das 7 nicht angehért, zu allen Elementen ¢ von 7’ 
entweder in der Beziehung (x <7?) oder (t< 2) steht, so nennen wir 7 
einen ,,zusammenhingenden Teil von R“. Gehdrt insbesondere nicht jedes 
Element, das R angehért, auch 7 an, so heiBe 7 kurz ,ein Stiick von R*. 


*) ,,Grundziige einer Theorie der geordneten Mengen“, Math. Ann. 65 (1908), p. 458. 

**) Die Arbeit ist ein Auszug aus einem Teile meiner Miinchner Habilitations- 
schrift ,,0ver wohlgeordnete Mengen und zerstreute Mengen im allgemeinen‘, Miin- 
chen, Th. Ackermann 1912. 
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2. Wir bezeichnen die zerstreuten Reihen als ,,Z-Reihen“. 

3. Satz: Jedes Stiick eimer Z-Reihe ist wieder eine Z-Reihe. 

4. Haben wir ein Stiick einer Z-Reihe ohne erstes (ohne letztes) 
Element, so sagen wir, das Stiick habe einen ,,Anfangs-Limes“, kurz 
yA-Limes* (,,End-Limes“, kurz ,,E-Limes*“). 

5. Haben wir einen Satz auszusprechen, der sowohl fiir A-Limites 
(Links-Limites) als auch fiir E-Limites (Rechts-Limites) gilt, so wollen 
wir ihn nur fiir eine Art aussprechen, und hinzufiigen ,und gespiegelt*. 

6. Haben wir einen E-Limes FE, und eine Teilreihe 7 von Elementen 
(oder sich ausschlieBenden Stiicken) von E vom Typus o, so beschaffen, 
daB wenn «z irgend ein Element von E£ ist, es stets noch ein Element y 
von 7’ gebe, sodab z<y, so heibe 7 mit E ,konfinal“*) (und ge- 
spiegelt). 

7. Ein Stiick einer Z-Reihe vom Typus @ oder *@ heiBe ein ,,Limes 
1. Ordnung“ 

8. Ist ein E-Limes EF konfinal mit einer @-Reihe von Limites 1. Ord- 
nung, und gibt es in dem Stiicke Z, dessen Endlimes E£ ist, kein Stiick 7, 
so beschaffen, daB es a) ein Element e von Z gibt derart, dab T <e; 
b) daB es ebenfalls mit einer @-Reihe von Limites 1. Ordnung konfinal ist, 
dann heiBe das Stiick Z ein ,,Limes 2. Ordnung“ (und gespiegelt). 

Beispiele: 

a+oa+@+-:-, ---+@a+oa+o0, *o+*0+*o0+--,, 
--+%o0+%o+%*o, *o+@0+*o+@+--, ---+*0+o0+*0+ @, 
a+*o+2o0+%*o+3o0+*o+--., ---+%0+20+%*o+ o, ete. 

9. Ist allgemein ein E-Limes E konfinal mit einer w-Reihe von Limites 
n“* Ordnung, und gibt es in dem Stiicke Z, dessen Endlimes EF ist, kein 
Stiick 7’, so beschaffen, daB es a) ein Element e von Z gibt derart, dab 
T ~<e; b) daB es ebenfalls mit einer @-Reihe von Limites n* Ordnung 
konfinal ist, dann heiBe das Stiick Z ein ,,Limes (n+ 1)” Ordnung***) 
(und gespiegelt). 

10. Ist ein E-Limes EF konfinal mit einer w-Reihe von Limites irgend 
einer endlichen Ordnung, oder, mit anderen Worten, ist FE konfinal mit 
einer @-Reihe von Limites (nm + 1)** Ordnung, falls dies mit einer w-Reihe 
von Limites n‘* Ordnung der Fall ist, dann heiBe EF ein Endlimes o* 
Ordnung. Gibt es im Stiick Z kein Stiick mit einem Endlimes (oder A-Limes) 
o oder héherer Ordnung, so heift Z ein ,,limes wo” Ordnung“. 


*) Hausdorff 1908, S. 440. 
™*) Statt ,,Limes“* wollen wir, wo MiBverstiindnissen vorzubeugen ist, auch sagen: 
»Limesstick n*** Ordnung“. 
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11. Es ergibt sich, daB man so (nach 9.) zu jedem Limes einer ge- 
wissen Ordnung den der niachst héheren Ordnung, sowie (nach 10.) zu 
einer @-Reihe von Limites steigender Ordnung den Limes einer Ordnung 
definieren kann, die nach G. Cantor durch diese @-Reihe von Ordnungs- 
zahlen definiert ist. Da hiermit alle Ordnungszahlen als Ordnungen von 
Limites zustande kommen kiénnen, welche sich durch die beiden Cantorschen 
.Erzeugungsprinzipien ergeben, so kénnen wir aussprechen: 

Es gelingt bei den Z-Reihen Limites zu definieren, deren Ordnung wir 
in dem angefiihrten Sinne durch Ordnungszahlen der ersten oder zweiten 
Zahlenklasse zu bezeichnen haben. 

Natiirlich wiirden héhere Ordnungszahlen auch die Méglichkeit be- 
dingen, in analoger Weise weiter zu Ordnungen aufzusteigen, welche durch 
Ordnungszahlen héherer Zahlklassen zu bezeichnen wiiren. 

Wir wollen nunmehr beweisen, daB auch umgekehrt die Ordnung 
eines jeden Limes in einer Z-Reihe durch eine Ordnungszahl charakte- 
risiert werden kann, welche der Ordnungstypus einer wohlgeordneten Reihe 
ist. Damit zeigt sich dann, daB unser Limesbegriff tatsiichlich simtliche 
méglichen Limites der Z-Reihen beherrscht. 

12. Wir fiihren hierzu auch hier den Begriff des ,,Multiplums“ ein 
in folgender Weise: 

Eine Z-Reihe heibe ein Multiplum von Limites n‘** Ordnung, wenn 
sie in eine Reihe von Summaniden zerlegt werden kann, von denen jeder 
ein Limes n“** Ordnung ist. 

So ist z. B. a +*o + @-+ @ Multiplum von Limites 1. Ordnung. 

Dagegen @ + 1 +*o + nicht. 

13. Ist eine Z-Reihe nicht Multiplum eines in ihr vorkommenden 
Limes n“* Ordnung, so kann dies nur sein, weil auBer den Limesstiicken 
n* Ordnung noch solche Summanden bei der Zerlegung iibrig bleiben, 
welche keine Limites n“* Ordnung sind, und auch nicht als Stiicke eines 
der vorhandenen Limesstiicke n“* Ordnung betrachtet werden kénnen. 

Ein solches Stiick heiBe ein ,,Sprungstiick der Z-Reihe, fir den Limes 
der betreffenden Ordnung“. 

Es ist klar, daB ein Sprungstiick fiir den Limes n‘* Ordnung nur 
Limites von niedrigerer als n“** Ordnung enthalten kann. 

14. Satz: Werden alle Sprungstiicke (fiir Limites beliebiger Ordnung) 
aus einer Z-Reihe entfernt, so kommen in der iibrig bleibenden Reihe Limites 
von jeder Ordnung vor, die in der urspriinglichen Reihe vorgekommen waren. 

Beweis: In der bleibenden Reihe gibt es nach Definition Limites, 
die héher sind als die in irgend einem Sprungstiicke vorhanden gewesenen. 
Kommt aber in einer Z-Reihe ein Limes n** Ordnung vor, so kommen 
auch alle Limites niedrigerer Ordnung vor. 
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15. Ist eine Z-Reihe Multiplum aller in ihr vorkommenden Limites, 
so enthilt sie keine Sprungstiicke und heiBe eine ,,sprungfreie Z-Reihe“. 

Werden aus einer gegebenen Z-Reihe Z alle Sprungstiicke entfernt, 
so heiBe die entstehende Reihe ,die zu Z gehirige sprungfreie Reihe“. 

16. Denken wir uns in einer Z-Reihe die Richtung um 180° geiindert, 
dann nennen wir die entstehende Reihe das ,,Spiegelbild“ der ersten. 

17. Haben wir eine Z-Reihe Z, und ersetzen in der zu ihr gehérigen 
sprungfreien Reihe jeden Linkslimes durch sein Spiegelbild, dann nennen 
wir die entstehende Reihe ,die zu Z gehérige Normalreihe“. 

Aus 14. ergibt sich, daB die Normalreihe Limites von der gleichen 
Ordnung enthiilt wie die gegebene Reihe und umgekehrt. 

18. Satz: Jeder Limes einer Z-Reihe kann durch eine Ordnungszahl 
charakterisiert werden, welche der Ordnungstypus einer wohlgeordneten Menge ist. 

Beweis: Angenommen, dies wiire nicht der Fall, dann giibe es, da 
die Reihe der Limites einfach geordnet ist, in dieser eine Reihe von 
Limites (--- L,, L,, L,) wo L,< L, fir i< kh. Sei dann Z eine gegebene 
Z-Reihe, welche einen Limes der Ordnung L, enthilt, N die zugehérige 
Normalreihe. Betrachten wir dann die Teilreihe 7 von N, welche definiert 
ist als die Reihe aller in N vorkommenden Limites der Ordnungen 
L,, I,, +--+ (resp. um eine wirkliche, aus Elementen von N bestehende 
Teilreihe zu haben: die Reihe der jeweils ersten auf die genannten Limites 
unmittelbar folgenden Elemente von N), so ist die Behauptung, dab 7 
eine dichte Teilreihe von N sein muB. In der Tat liegen zwischen zwei 
Limites irgend einer Ordnung L, Limites jeder niedrigeren Ordnung. Es 
liegen also zwischen irgend zwei angebbaren Elementen der Teilreihe 7 
stets noch andere Elemente dieser Teilreihe. J ist also eine dichte Reihe. 
Dies widerspricht jedoch dem Charakter der Z-Reihe als zerstreuter Reihe. 
Es muB daher die Reihe der Ordnungen der Limites einer Z-Reihe stets 
eine wohlgeordnete Reihe sein. 


Wir wollen uns jetzt kurz noch einer besonders einfachen Spezialart 
der Z-Reihen zuwenden, welche manche Analogie mit den W-Reihen auf- 
weisen. Zu diesem Zwecke sind einige Begriffe zu formulieren. 

19. Ist H ein Stiick einer Z-Reihe, und H = 7+ 7” derart, dab T 
kein letztes, 7” kein erstes Element hat, dann heibt H die durch den 
Endlimes von 7 und den Anfangslimes von 7” bestimmte ,,Héufungsstelle“. 
Sind beide Limites gleicher Ordnung, so heibt H eine ,,gleichseitige Haufungs- 
stelle“; sind die Limites beide »* Ordnung, so heiBe auch die Hiaufungs- 
stelle ,n*” Ordnung“. 

20. Hat eine Z-Reihe keine inneren Sprungstellen, und ist jede 
Hiufungsstelle eine gleichseitige, so heiBe sie eine ,,P-Reihe“. 
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21. Alle P-Reihen sind geschlossene Reihen. Jede P-Reihe wird also 
nach IV. 5. durch ihre Hiufungsstellen in Elementarreihen vom Typus 
*o + zerlegt. Wir setzen kurz: *o + @ = p. 

Die Limesdefinition, welche fiir die Z-Reihen oben aufgestellt wurde, 
liefert sofort die Klassifikation der Hiufungsstellen einer P-Reihe*). 

Bemerkung: Wir stellen nunmehr nur noch einige Siitze iiber die 
‘P-Reihen zusammen, deren ausfiihrliche Beweise ziemlich ausgedehnt 
wiirden, und sich gréBtenteils den analogen Beweisen tiber W-Reihen an- 
schlieBen wiirden. 

22. Hat eine P-Reihe P einen Limes n** Ordnung als A-Limes und 
als E-Limes und sind alle Hiaufungsstellen von niedrigerer als n*™ Ord- 
nung, so heiBt P eine reine P-Reihe n® Ordnung“. 

Um aus einer reinen P-Reihe P die unmittelbar folgender Ordnung 
zu erhalten, hat man jedes Element einer Elementarreihe p durch P zu 
ersetzen. Die reine P-Reihe niedrigster Ordnung ist p selbst. 

Kine teine P-Reihe P ist Multiplum jeder reinen P-Reihe niedrigerer 
Ordnung: P,. Die P,-Ableitung von P ist stets selbst wieder eine reine 
P-Reihe. 

23. Nimmt man dann den Satz als bewiesen an, dab es in jeder 
Z-Reihe, wie dann auch in jeder P-Reihe, einen Limes héchster Ordnung 
gibt, so ergibt sich schlieBlich der Satz: 

Zwei P-Reihen sind entweder gleich oder nicht. Im leteteren Falle sei 
die Ordnung ihrer hichsten Limites entweder gleich (etwa =n), dann sind 
beide Sticke einer reinen P-Reihe von der Ordnung (n+ 1); oder verschieden, 
dann ist die P-Reihe mit dem niedrigeren Hochstlimes ein Stiick der anderen. 


*) Zitate nach meiner Habilitationsschrift 








Preisausschreiben. 


Preisausschreiben. 


Auf dem fiinften internationalen MathematikerkongreB in Cambridge 
wurde beschlossen, daB der sechste KongreB in Stockholm im Jahre 1916 
zusammentreten sollte. Se. Majestit Kénig Gustav V lieB bei dieser Ge- 
legenheit mitteilen, daB er geruhte, das Protektorat tiber diesen KongreB 
zu tibernehmen. 

Im AnschluB hieran hat Se. Majestiit beschlossen als Preis fiir eine 
bedeutende Entdeckung innerhalb der Theorie der analytischen Funktionen 
eine goldene Medaille mit dem Bildnis Karl WeierstraS’ nebst einer Geld- 
summe von 3000 Kronen auszuteilen. 

Bewerber um diesen Preis haben ihre Abhandlungen an den Haupt- 
redakteur der Acta Mathematica vor dem 31. Oktober 1915, der hundert- 
jahrigen Wiederkehr des Geburtstages Karl WeierstraB’, einzusenden. Die 
Abhandlungen, die einen Gegenstand entweder innerhalb der allgemeinen 
Theorie der analytischen Funktionen oder innerhalb der: Theorie einer 
speziellen besonders wichtigen Funktionenklasse behandeln kénnen, sind 
mit einem Motto sowie Namen und Adresse des Verfassers — entweder 
offen angegeben oder in versiegeltem Umschlag — zu versehen und diirfen 
nicht zuvor veréffentlicht worden sein. 

Se. Majestiit hat bestimmt, daB ein Bericht iiber den Inhalt der Ab- 
handlungen mit einer Beurteilung ihrer wissenschaftlichen Bedeutung zum 
Anhalt Sr. Majestiit von den Mitgliedern der ersten Klasse der Schwedischen 
Akademie der Wissenschaften zu erstatten ist. Die Mitglieder dieser 
Klasse sind gegenwiirtig die Herren Mittag-Leffler, Falk, Phragmén, Wiman, 
Benedixson und von Koch. AuBerdem wird ihnen Herr Fredholm adjungiert 
werden. 

Die preisgekrénte Abhandlung sowie auch die Abhandlungen, die 
sorst als besonders bedeutend einer Auszeichnung wiirdig befunden wer- 
den, erscheinen in den Acta Mathematica und diirfen nicht vorher auf 
andere Weise veriffentlicht werden. Die iibrigen Abhandlungen werden 
unter der fiir diesen Zweck angegebenen Adresse zuriickgesandt. 

Die Abhandlungen kénnen nach Wahl des Verfassers in deutscher, 
englischer oder franzésischer Sprache abgefaBt sein. 








